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PREFAZIONE 


Dimostratasi  P  opportunità  di  una  seconda  edizione  del  presente 
trattato,  ho  stimato  utile,  pur  conservando  nelle  sue  linee  fondamen- 
tali il  disegno  generale  dell'opera,  di  accrescerne  notevolmente  le  pro- 
porzioni, per  modo  che  non  poche  parti  della  teorìa,  costrette  prima 
in  troppo  angusto  spazio,  venissero  a  trovare  nella  nuova  trattazione 
un  più  adeguato  sviluppo.  E  diversi  nuovi  capitoli  ho  aggiunto  sia  per 
trattare  teorie  relativamente  già  antiche,  ma  che  non  poterono  venire 
accolte  nella  prìma  edizione,  sia  per  far  conoscere  quelle  ricerche  di 
data  affatto  recente  che  segnano,  come  sembra,  i  più  notevoli  progressi 
fatti  dalla  geometria  infinitesimale  negli  ultimi  tempi. 

La  mole  dell'opera  per  tal  modo  raddoppiata  ha  reso  necessaria  la 
divisione  in  due  volumi,  ed  ho  cercato  che  ciò  corrisponda  all' incirca 
alla  divisione  delle  teorìe  in  generali  e  speciali. 

n  presente  prìmo  volume  consta  di  quattordici  capitoli^  dei  quali  i 
primi  dieci  rìproducono,  con  molte  variazioni  ed  aggiunte,  i  capitoli 
corrispondenti  della  prima  edizione,  dalla  quale  tolgo  ancora  le  seguenti 
avvertenze. 

"  Il  metodo  -a  cui  il  presente  corso  è  totalmente  informato  ripete 

'^  le  sue   origini  dalle  celebri  DisquisUianes  generaUs  circa  mperficies 

"  curvds  di  Gauss,  e  consiste  nel  riguardare  la  geometria  infinitesimale 

'^  come  lo  studio  di  una  forma  differenziale  quadratica,  0  di  due  tali 

'  forme  simultanee.  Per  ciò,  dopo  un  primo  capitolo  che  tratta  delle 

■  curve  a  doppia  curvatura,  si  troverà  un  secondo  capitolo  ove  sono 

*  esposti,  in  tutta  brevità,  i  fondamenti  della  teoria  delle  forme  diffe- 
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"  renziali  quadratiche.  Gli  algoritmi  che  da  questa  teoria  derivano  hanno 
"  il  grande  vantaggio  di  dare  alle  formolo  un  aspetto  semplice  ed  ele- 
^  gante,  che  facilmente  si.  imprime  nella  memoria,  pur  conservando  alle 
"  linee  coordinate  tutta  la  loro  generalità;  essi  vengono  usati  costante- 
^  mente  nel  seguito  del  libro  a  cui  questo  capitolo  serve  di  preliminare. 

^  Lo  studio  generale  delle  superficie,  e  cioè  tanto  delle  proprietà 
"  inerenti  alla  loro  forma  effettiva  nello  spazio  quanto  di  quelle  inva- 
"  riabili  per  flessione  delle  superficie  (teoria  dell' applicabilità)  si  trova 
"  esposto  nei  seguenti  sette  capitoli  (III-IX).  Il  capitolo  X  tratta  la 
"  teorìa  generale  dei  sistemi  doppiamente  infiniti  di  raggi  (congruenze), 
"  teoria  tanto  importante  per  lo  studio  generale  delle  superficie  e  alla 
"  quale  la  geometria  infinitesimale  deve  molti  dei  suoi  risultati  più 
*  notevoli  „. 

I  quattro  capitoli  seguenti  riproducono,  con  maggiori  sviluppi  e 
numerose  aggiunte,  V  esposizione  dei  principi  fondamentali  della  geometria 
infinitesimale  a  n  dimensioni  che  ho  già  dato  nell'edizione  tedesca  del 
libro  <*L  II  capitolo  XI,  poste  le  convenzioni  fondamentali  per  la  metrica 
lineare  ed  angolare  di  uno  spazio  qualunque  a  n  dimensioni,  introduce 
la  nozione  di  curvatura  Biemanniana  e  generalizza  alle  curve  ed  alle 
ipersuperficie  le  formolo  della  ordinaria  teoria,  con  particolare  riguardo 
alle  proprietà  delle  linee  di  curvatura. 

Passo  poi  a  trattare  più  particolarmente  degli  spazi  a  curvatura 
Riemanniana  costante;  e  mi  occupo  dapprima  nel  Gap.  XII  (che  corri- 
sponde al  Gapitolo  XVI  della  prima  edizione)  della  geometria  pseudo- 
sferica a  due  dimensioni,  con  un  breve  cenno  sulla  geometria  non- 
euclidea. 

Nel  seguente  Gap.  XIII  studio  in  generale  la  geometria  degli  spazi 
a  n  dimensioni  di  curvatura  costante,  introduco  la  metrica  del  Gayley 
ed  il  sistema  di  coordinate  del  Weierstrass  e  mi  occupo  particolarmente 
della  rappresentazione  analitica  e  delle  proprietà  dei  movimenti  negli 
spazi  a  tre  dimensioni,  per  terminare  coU'  importante  nozione  del  paral- 


(*)   Vorlesungen  iiber  Differentialgeometrie  deutsch  von  M.  Lukat  (Teubner.- 
Lcipzig  1899). 
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lelìBmo  di  Clifford  nello  spazio  ellittico  e  coll^  estensione  delle  formole 
di   Frenet  per  le  curve  alla  geometria  ellittica  ed  iperbolica. 

In  fine  nel  Gap.  XIV  vengono  applicate  le  teorìe  generali  allo  studio 
delle  ipersuperficie  negli  spazi  a  n  dimensioni  di  curvatura  costante,  con 
particolare  riguardo  al  caso  delle  tre  dimensioni,  ove  vengono  estesi 
tutti   i  principali  risultati  già  noti  per  lo  spazio  euclideo. 

Al  collega  prof.  0.  Niccoletti,  che  gentilmente  mi  coadiuvò  nelP  ul- 
tima  revisione  delle  prove  di  stampa,  rendo  qui  le  più  sincere  grazie. 

Fisa,  Apiile  1902, 
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Capitolo  I. 


Cune  a  doppia  cnrratora 


Tangente  e  piano  normale.  —  Prima  oorratura  o  flessione.  —  Piano  osculatore.  ~  Triedro 
principale. —  Seconda  curvatura  o  torsione.—  Formolo  di  Frenet.—  Equazioni  intrin- 
seche. —  £liohe  cilindriche.  —  Superficie  inviluppi.  —  Superficie  canali.  —  Superficie 
sviluppabili..—  Sviluppabile  rettificante  e  sviluppabile  polare  di  una  curva.—  Spigolo 
di  regresso  della  sviluppabile  polare.—  Evolventi  ed  evolute.—  Traiettorie  ortogonali 
di  nna  semplice  infinità  di  piani.— Trasformazione  di  Combescure.—  Curve  a  flessione 
costante  ed  elica  sferica.—  Traiettorie  ortogonali  di  una  semplice  infinità  di  sfere.— 
Cnrve  di  Bertrand. 


§.   1. 

Tangente  e  piano  normale. 

Per  definire  analiticamente  nna  curva  G,  riferiamola  ad  un  sistema 
di  assi  Cartesiani  ortogonali  Ox,  Oy,  Ojer,  ed  esprimiamo  le  coordinate 
X,  y,  jg  di  un  punto  mobile  sulla  curva  in  funzione  di  un  parametro  u: 

a:  =  a?(w)  ,  y  =  y(u)  ,   a  =  0{u). 

Rispetto  alle  funzioni  x(u),  y(u),  z{u)  diciamo  nna  volta  per  tntte 
che  si  suppongono  finUe  e  continue  insieme  alle  loro  derivate  prime^ 
seconde  e  terze,  in  tuito  V  intervallo  per  la  variabile  indipendente  u  nel 
qwde  esse  sono  definite,  fatta  astrazione  al  più  da  punti  speciali. 

Ad  ogni  valore  particolare  tii ,  attribuito  al  parametro  m  entro  T  in- 
tervallo considerato,  corrisponderà  una  posizione  particolare  Mi  del 
pnnto  M  generatore  della  curva  e,  variando  u  con  continuità,  il  punto  M 
sì  muoverà  con  legge  continua  nello  spazio,  descrìvendo  la  curva  C. 
Supporremo  poi  sempre  che  il  senso  secondo  cui  si  muove  il  punto 
generatore  M  quando  cresce  il  parametro  u  sia  preso  per  senso  positivo 
della  curva  C,  l'opposto  per  senso  negativo. 

Il  più  delle  volte  assumeremo  per  parametro  o<  variabile  ausiliaria  u 
Varco  s  della  curva  C,  contato  a  partire  da  un  punto  fisso  (origine) 
soUa  curva.  In  ogni  caso,  per  definire  s  in  funzione  dì  u,  abbiamo  la 
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2  CAPITOLO  I.  —  §§.  1,2 

ben  nota  formola: 

du~\/  \du)  "^  U^J  "^  \duj    ' 

ove  fissando  di  contare  5  nel  verso  crescente  di  w,  dovremo  scegliere 
pel  radicale  il  segno  positivo. 

In  un  punto  M  della  curva  G  consideriamo  la  tangente,  la  cui 
direzione  positiva  si  assume  concordante  col  senso  positivo  della  curva. 
Indicando  allora,  come  faremo  costantemente  in  seguito,  con  a,  p,  y  i 
coseni  di  direzione  positiva  della  tangente,  avremo  le  formolo: 

du  Q  du 


V(sr+(i)'+(i)"  V(S'+(i)'+(£)' 


djs 
du 


V(^+(l)'+Q 


ovvero 


In  queste  formolo  (l)  è  indifferente  considerare  i  secondi  membri 
come  quozienti  di  diSerenziali  o  come  derivate,  prese  rispetto  all'arco. 

Il  piano  normale  in  M  alla  tangente  dicesi  piano  normale  della  curva; 
esso  ha  per  equazione  .; 

(X-a:)a4-(Y-ìr)p  +  (Z-^)T  =  0, 

indicando  X,  Y,  Z  le  coordinate  correnti  di  punto. 

§.  2. 
Prima  curyatora  o  flessione. 

Dalla  deviazione  più  o  meno  rapida  che  il  punto,  descrivente  la  curva, 
subisce  dalla  direzione  rettilinea  noi  giudichiamo  della  maggiore  o  mi- 
nore flessione  della  curva  stessa.  Per  precisare  questo  concetto  e  renderlo 
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PRIMA   CURVATURA  0  FLESSIONE  3 

suscettibile  di  misura,  consideriamo  un  punto  M  della  curva  ed  un  punto 

vicino  Mi;  se  dividiamo  l'angolo  piccolissimo  As  che  formano  fra  loro 

le  direzioni  delle  due  tangenti  in  M,  Mi  per  la  lunghezza  d'arco  MMi  =  As, 

Ae 
il  quoziente  ^,  quando  Mi  si  accosta  indefinitamente  ad  M  (cioè  As 

converge  verso  zero),  converge  verso  un  limite  determinato  e  finito,  che 
si  assume  come  misura  della  prima  curvatura  o  flessione  della  curva 

in  M.  Indicheremo  questo  limite  con  —  e  la  sua  inversa  p,  interpretata 

f 

come  lunghezza,  si  dirà  il  raggio  di  prima  curvatura. 

Per  provare  l'esistenza  di  questo  limite  e  trovarne  in  pari  tempo 
Tespressione,  facciamo  uso  delle  considerazioni  seguenti. 

Col  centro  nell'origine  e  con  raggio  eguale  all'unità  descriviamo  una 
sfera,  ed  intercettiamo  colla  superficie  di  questa  i  raggi  condotti  paral- 
lelamente alle  direzioni  positive  delle  successive  tangenti  della  curva. 
Il  luogo  degli  estremi  di  questi  raggi  si  dirà  V  indicatrice  sferica  delle 
tangenti;  ad  ogni  posizione  del  punto  generatore  M  =  (a:,  y,  ;8r)  sulla. 
curva  C  corrisponderà  un  punto  M'=(a^,y,/)  sull'indicatrice  sferica  C 
delle  tangenti,  e  si  avrà  evidentemente 

(2)  ,f  =  a  ,   ì^  =  p  ,   /  =  T. 

Ora,  se  consideriamo  un  punto  Mi  della  curva  C  vicino  ad  M,  l'an- 
golo A  e  sarà  misurato  precisamente  dall'arco  di  cerchio  massimo  che 
sulla  sfera  rappresentativa  unisce  i  punti  immagini  M',  M^.  Trattandosi 
di  calcolare  il  limite 

—  =  lim  hr    » 

potremo  sostituire  a  A»  il  corrispondente  arco  dell'indicatrice,  che,  per 
As  convergente  a  zero,  è  un  infinitesimo  il  cui  rapporto  a  Ae  tende 
verso  l'unità.  Indicando  con  ds'  l'arco  elementare  dell'indicatrice  sferica, 
avremo  dunque  senz'altro 

l^  ^ds' 
p        cfo  ' 

ovvero,  per  le  (2): 


i=V(S)"+(f)"H^" 
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4  CAPITOLO  I.  —  §§.  2,  3 

Ove  si  assuma  s  per  yariabile  indipendente,  questa  formola  può 
scriversi  per  le  (1): 

^^        i=V(g)"+(S)+(S)'- 

In  queste  formole,  convenendo  di  aUribuire  àUa  prima  curvatura 
sóUanùo  un  valore  assoluto,  intenderemo  sempre  scelto  il  valore  positivo 
del  radicale. 

Osserviamo  subito  che  una  curva  C  non  può  avere  per  un  tratto  nulla 
la  flessione,  senza  essere  rettilinea  per  quel  tratto.  £  infatti,  per  le 
conseguenti  equazioni 

^=0      ^=0      ^=0 
ds      ^  '   ds      ^  '    ds      "' 

sarebbero  a,  P,y  costanti,  e  però  avremmo  le  formolo 

con  a,  6,  e  costanti,  che  definiscono  una  linea  retta. 

§.  3. 
Piano  oscolatore.  ' 

Fra  tutti  i  piani  che  passano  per  il  punto  M  della  curva  0  ve  ne 
ha  uno  che,  nelle  vicinanze  di  M,  si  scosta  meno  di  ogni  altro  piano 
dalla  curva  C  e  dicesi  il  piano  osculatore  in  M  alla  curva.  Scrìviamo 
infatti  l'equazione  di  un  piano  qualsiasi  condotto  per  ìi^{x,y,e)  sotto 
la  forma 

(4)  a(X-a:)  +  6(Y-y)  +  c(Z-;?)=-0, 

ove  a,  6,  e  indicano  i  coseni  di  direzione  della  normale  al  piano.  Pren- 
dendo per  parametro  u  l'arco  s  della  curva,  consideriamo  un  punto  M' 
vicino  ad  M,  corrispondente  al  valore  s-k^h  dell'arco,  ove  h  si  riguarderà 
come  infinitesimo  di  primo  ordine.  Se  A  a;,  Ay,  ùìb  sono  gli  accrescimenti 
corrispondenti  di  x,  y,  e,  nel  passaggio  da  a  ad  s^^h,  per  la  distanza  8 
del  punto  M'  dal  piano  (4)  avremo 

8  =  aAi»  +  6Ay4-c  Aj?. 
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Ora  abbiamo 


(a) 


PIANO  OSCUIiATORB 


.         de  ,   ,  cPg  h*  , 


ove  e,,  8,,  H  sono  infinitesiiiii  del  tergo  ordine,  e  però 
,       /    dx  ,  .dy  .      dg\  ,   .  /"   (Px  ,  ,  (Py  .      èPe\  h*  , 

essendo  y)  un  infinitesimo  del  terzo  ordine. 
n  piano  individuato  dalle  condizioni 

dx   .  ^  du    ,      cZ^ 


<fo» 


ds» 


<fo» 


la  prima  delle  quali  esprìme  che  il  detto  piano  passa  per  la  tangente, 
è  adunque  queUo  che,  nell'intorno  di  M,  meno  degli  altri  si  scosta  dalla 
curva.  Cosi  abbiamo  dimostrata  l'esistenza  del  piano  osculatore,  la  cui 
equazione,  per  quanto  precede,  possiamo  scrivere  sotto  forma  di  deter- 
minante così  (^'  : 

X-x     Y-y      Z—e 

dx         dy         d* 
ds         ds  ds 

(pg         d^        (Pz 
d?        d?        d? 


(5) 


=  0, 


(>>  Anche  con  ima  variabile  indipendente  u  qnalxmqne  Tequasione  del  piano 
oscillatore  conserverebbe  evidentemente  la  medesima  forma: 


X-x       Y-y 

^  y" 


ti 


0, 


^11  accenti  indicando  derivazione  rapporto  ad  u . 
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6  CAPITOLO  I.  —  §§.  3,  4 

Il  piano  osculatore  in  un  ponto  M  della  curva  è  in  generale  unico 
e  determinato. 

Eccezione  si  ha  soltanto  per  quei  punti  ove  si  annullano  contempo- 
raneamente i  tre  minori  della  matrice 

[i  dx        dy        de     \ 

\.    ds        ds        ds    \\ 

||  il. 

I    tPx      éPy      <fg  , 

I    ds*       ds'       d?    ■ 


Ma  poiché,  a  causa  delle  fonnole 

fdx\*      fdify,    /efey 


^  éPx       é^  éPy       de  ^ 

ds  ds"  "*"&   &*  "*"&  (fe*  ~^' 

il  quadrato  di  questa  matrice  eguaglia,  per  la  (3^;,  il  quadrato  della 
flessione,  si  vede  che  i  detti  punti  singolari  sono  quelli  ove  è  nuUa  la 
flessione. 

Accenneremo  anche  ad  altre  definizioni  del  piano  osculatore  che 
conducono  sempre,  come  facilmente  si  vede,  all'equazione  (5). 

Se  per  la  tangente  in  M  e  per  un  punto  vicino  M'  di  C  si  fa  passare 
un  piano,  questo,  al  convergere  di  M'  verso  M,  tende  al  piano  osculatore 
come  piano  limite.  Ancora  :  se  per  M  e  per  due  altri  punti  vicini  M',  M" 
si  fa  passare  un  piano,  questo  tende  verso  il  piano  osculatore  quando  M", 
M"  convergono  simultaneamente  verso  M  (in  guisa  che  le  differenze  fra 
le  coordinate  di  M',  M"  non  diventino  infinitesime  d'ordine  superiore 
rispetto  alle  corrispondenti  differenze  con  M).  Per  quest'  ultima  proprietà 
si  dice  anche,  in  modo  abbreviato,  che  il  piano  osculatore  in  un  punto 
è  il  piano  condotto  per  questo  punto  e  due  punti  successivi  sulla  curva. 

§.4. 
Triedro  principale. 

Fra  tutte  le  normali  in  M  alla  curva  dicesi  normale  principale  quella 
che  giace  nel  piano  osculatore,  cioè  la  retta  d'intersezione  del  piano 
osculatore  col  piano  normale.  Dicesi  poi  binormale  della  curva  la  nor- 
male al  piano  osculatore. 
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Abbiamo  già  fissata  la  direzione  positiva  della  tangente;  converrà 
ora  che  fissiamo,  con  opportune  convenzioni,  le  direzioni  positive  della 
normale  principale  e  della  binormale.  Queste  tre  direzioni  positive  in- 
dividuano un  triedro  trirettangolo  che  diremo  il  triedro  principale  della 
curva,  relativo  al  punto  M  che  si  considera. 

Indichiamo  in  seguito  costantemente  con 

i  coseni  di  direzione  (positiva)  della  normale  principale  e  con 

X  ,   (t  ,   V 

quelli  della  binormale.  Dalla  equazione  (5)  del  piano  osculatore  seguono 
sabito  le  proporzioni 


dy 

d0 

ds 

ds 

X  :  Il  :  V  = 

: 

cPy 

d'e 

cfo* 

da' 

dg 
ds 

dx 
ds 

dx 
ds 

dy 
ds 

d*a 
d^ 

d*x 
(fe» 

d'x 

e  conseguentemente  (poiché  €a+7jP+CT  =  0,  £X+Y)fi.+Cv  =  0): 

.         ^      éPx     éPy     ép0 
^-^•^      (&»•  ds'-   ds»' 


onde  per  la  (3*)  deduciamo: 

(Px 


(6) 


e=±p 


ds*  ' 


,     d»y      ^       ,      d^g 


Ora  consideriamo  il  piano  della  tangente  e  delU  binormale,  la  cui 
equazione  è 

(7)  (X-a;)S  +  (Y-y)Tl  +  (Z-^)C  =  0, 

e  calcoliamo  la  distanza  S  da  questo  piano  di  un  punto  M'  della  curva 
vicino  ad  M.  Colle  notazioni  del  §.  3  avremo 

e,  come  è  ben  noto  dalla  geometria  analitica,  8  risulterà  positivo  o  ne- 
gativo secondo  che  M'  sarà  situato  dalla  banda  positiva  o  negativa  del 
piano  (7),  cioè  nella  regione  verso  la  quale  è  rivolta  la  direzione  positiva 
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(£,  7),  C)  della  normale  al  piano  o  nella  opposta.  Ora,  applicando  le  for- 
molo (a)  pag.  5,  ed  osservando  le  (6),  otteniamo 


(8) 


>^±^^  +  n. 


indicando  ti  un  infinitesimo  di  terzo  ordine.  Da  questa  formola  il  segno 
di  ?  risulta  indipendente  da  quello  di  A,  onde  si  vede  che:  Neil' intorno 
di  ogni  suo  punto  la  curva  giace  tutta  da  una  parte  dd  piano  ddla 
tangente  e  della  Unormale  (^) .  Assumeremo  come  pagina  positiva  di  questo 
piano  quella  che,  nell'intorno  di  M,  è  rivolta  verso  la  curva  e  conse- 
guentemente ne  verrà  fissata  la  direzione  positiva  della  normale  prin- 
cipale. Dietro  questa  convenzione  il  segno  di  S  neUa  (8)  dovrà  riuscire 
positivo,  e  per  ciò  il  segno  da  adottarsi  nelle  (6)  è  il  superioiie.  Abbiamo 
dunque  le  formolo  definitive 


(9) 


i' 


dfx 


C  =  P 


In  fine  conTerremo  dì  fissare  per  direzione  positiva  (X,  (i,  v)  della 
binormale  quella  che  giace,  rispetto  alle  direzioni  positive  già  fissate 
della  tangente  e  normale  principale,  come  la  direzione  positiva  dell'asse 
0«  rispetto  a  quelle  degli  assi  Qx,  Op.  Il  determinante 


■n    e 

|l        V 


dei  nove  coseni  delle  tre  direzioni  principali  risulterà  eguale  all'unità 
positiva,  ed  ogni  suo  elemento  egua^erà  il  proprio  complemento  alge- 
brico. Si  avrà  così 

.       -,         /dz  cPx      dx  d^B\ 

\  ^—„-^  at—r,(^  ^y    ^y  ^'^\ 


(10) 


(^)  Si  debbono  escludere  i  punti  singolari  nei  quali  è  nulla  la  flessione. 


Digitized  by 


Google 


§.  5. 
Seconda  curvatura  o  torsione. 

Il  piano  osculatore  di  una  curva  C  varia  in  generale  al  variare  del 
ponto  M  d'osculazione  e  la  rapidità  della  sua  deviazione,  cioè  dello 
scostarsi  della  curva  dalla  giacitura  piana,  si  misura  colla  seconda  ctir- 
vatmra  o  torsione. 

Per  precisare  anche  qui  tale  concetto,  considereremo  un  punto  M 
della  curva  ed  un  suo  punto  vicino  Mi  ;  i  due  piani  osculatori  in  M,  Mi 

comprenderanno  fra  loro  un  angolo  piccolissimo  Ao  ed  il  quoziente  -r— , 

indicando  A ^  Farce  MMi,  convergerà,  al  tendere  di  As  a  zero,  verso  un 
limite  determinato  e  finito  cbe  si  assumerà  come  misura  della  torsione 

della  curva  e,  preso  con  un  segno  conveniente,  si  indicherà  con  7=-  ;  la 

sua  inversa  T  si  dirà  il  raggio  di  seconda  curvatura.  Per  trovare  Tespres- 

sione  di  -=r  cominciamo  dalFosservare  che  quest'angolo  Aa  è  misurato 

dall'angolo  delle  due  binormali  successive  in  M,  Mi.  Se  quindi,  in  modo 
del  tutto  analogo  come  al  §.  3,  costruiamo  la  indicatrice  sferica  delle  li- 
normali,  il  cui  punto  generatore  ha  le  coordinate 

e  con  dsi  indichiamo  il  suo  elemento  d'arco 

(&i  =  V^+^Ti^ , 
avremo  manifestamente 


<")    i=-f--vaT+(^)"+(i)" 

Fisseremo  nel  modo  più  conveniente  il  segno  della  torsione  nel  pros- 
simo §;  intanto  osserviamo  che  le  uniche  curve  a  torsione  nulla  sono 

le  curve  piane.  E  infatti  se  m  =  0,  segue  dalla  (11)  che  X,  |i,  v  sono 

costanti.  Se  prendiamo  dunque  per  semplicità  la  direzione  fissa  della 
binormale  per  asse  delle  e,  avremo 

X  =  0  ,   ji  =  0  ,   v  =  l, 

indi  7  =  0  e  però  £rs  costante;  dunque  la  curva  sarà  tracciata  in  un  piano 
parallelo  al  piano  xy. 
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§.  6. 
Forinole  di  Frenet. 

Andiamo  ora  a  stabilire  le  importanti  formole  che  esprimono  le  de- 
rivate (prese  rispetto  all'arco)  dei  nove  coseni  delle  tre  direzioni  prin- 
cipali per  i  coseni  stessi  e  pei  raggi  p,  T  di  prima  e  seconda  curvatura. 
Tre  di  queste  risultano  immediatamente  dalle  (9),  §.  4  (pag.  8)  che  danno 


(a) 


^  =  A    ^  =  3.   *f  —  A 

ds         [j  *  ds       [j  '  d$        [j 


Ora,  se  deriviamo  rapporto  ad  s  le  due  identità 
aX  +  p(i  +  Yv  =  0 

ed  osserviamo  le  precedenti  (a),  deduciamo 

dX   ,   _  da  ,       dv 

.   dk    ,       dìL  .       dv 
e  quindi  le  proporzioni 


dv 
ds 

■ 

^    a. 
V    X 

: 

a    p 

d>.     d 
ds  •  d 

(t  _  dv 
5  ■  ds 

= 

i:r,: 

c. 

cioè 


Dunque  i  tre  rapporti 

J^  dX      Ji^  d(i     J_  dv 

€    ds  '   T)  ds  '    C    ds 

sono  eguali;  il  loro  valore  assoluto  eguaglia  evidentemente  il  valore 


Ve 


dsj  '^\dsj 


^■^■•>'-KS" 


1 

T 
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Fisseremo  il  segno  della  torsione,  assumendo 


1         1    (A        1    dii.        1    dv 
T        i    ds^  Il   ds        C    <fe  ' 

ed  avremo 

(«0 

dk        i      d^       n      dv        C 

Così  alla  torsione  verrà  attribuito  non  solo  un  valore  assoluto  ma 
anche  un  valore  algebrico  e  resterà  da  esaminarsi,  ciò  che  faremo  fra 
breve,  a  quale  circostanza  geometrica  corrisponda  il  segno  positivo  o 
negativo  della  torsione. 

Completiamo  le  formolo  (a),  {a)  con  quelle  relative  alle  derivate 

^      ^      ó^ 
ds  '  ds   '  ds' 

Se  osserviamo  che  si  ha  p.  e. 
e  deriviamo,  osservando  le  (a),  (a'),  otteniamo: 

g  =  -i  «.-,.)  +  !(„-», 

cioè 

di __^  _  ^ 

ds~      p        T  ' 

e  analogamente  per  le  altre  due  derivate. 

Riassumendo  le  formolo  ottenute,  abbiamo  il  quadro  seguente: 

^  —  A      ^  —  3.      ^ A 

ds         p'&         {j    '   ds        p' 


di_      a        X      dr)_      p        (i.      dC Y 

&~     7~T'ds"~      p       T'ds          p" 

V 

~T  ' 

dX         $       d{t        7j       dv         C 
^  —  T'   &~T'   ds~  T  ' 

(A) 


Sono  queste  le  formolo  di  Frenet,  più  comunemente  note  sotto  il 
nome  di  formolo  di  Serret* 
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§.  7. 

Segno  dèlia  tondone. 

Esaminiamo  ora  quale  significato  geometrico  ha  il  segno  positivo  o 
negativo  della  torsione,  che  già  dalle  formolo  (A)  dell'ultima  linea  risulta 
indipendente  dal  senso  positivo  di  percorso  sulla  curva  C,  poiché,  can- 
giando questo  neiropposto,  non  mutano  £,  t],  C  mentre  X,  (t,  v  cangiano  di 
segno  insieme  col  senso  positivo  di  s. 

Al  nostro  oggetto  calcoliamo,  sino  agli  infinitesimi  di  terzo  ordine, 
la  distanza  S  di  un  punto  M'  deUa  curva  vicino  ad  M  dal  piano  oscu- 
latore in  M  di  equazione 

Colle  solite  notazioni  dei  §§.  precedenti  avremo 


ora  si  ha 


ds     ^(fe*2^(fe*6^ 


ds  "  ^  de    2  "*"  (fe^    6 


dove  ei,  S2, 63  sono  infinitesimi  d'ordine  superiore  al  terzo  rispetto  ad  h. 
Dalle  formolo  di  Frenet  risulta  d'altronde: 

efo  —  ^"  '  ds*~  p  '  d^~     p   Ip  +  T  "^  p  ds 
e  quindi 

dove  \  è  infinitesimo  con  A.  Supponendo  che  le  due  curvature  —  ,  ip 

non  siano  nulle  in  M,  si  vede  che  il  segno  di  8  cangia  col  segno  di  \ 
cioè:  la  curva  attraversa  in  M  U  piano  osculatore.  Più  precisamente  la 

formola   precedente   ci   dimostra  che  se  7p>>0  il  punto  generatore. 
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movendosi  nel  senso  positivo  sulla  curva,  passa  dalla  faccia  positiva  alla 

negativa  del  piano  osculatore  e  l'opposto  accade  per  tf  <!  0.  Risulta  anche 

di  qui  che  il  segno  della  torsione  è  indipendente  dal  senso  positivo 
scelto  sulla  curva  poiché,  rovesciando  questo,  si  permutano  altresì  le 
due  pagine,  positiva  e  negativa,  del  piano  osculatore. 

Per  esprimere  più  concisamente  il  nostro  risultato  immaginiamo  un 
osservatore  collocato  in  M  sull'una  o  sull'altra  faccia  del  piano  osculatore 
e  rivolto  verso  U  direzione  positiva  della  normale  principale.  La  curva, 
neìVinnàlsarsi  rispetto  all'osservatore,  passa  in  M  dalla  sinistra  alla 
destra  o  dalla  destra  alla  sinistra;  nel  primo  caso  si  dirà  che  in  M  la 
curva  è  destrorsa,  nel  secondo  sinistrorsa. 

Ed  ora  se  fissiamo,  una  volta  per  tutte,  che  sulla  pagina  positiva 
del  piano  xy  la  direzione  positiva  Oy  giaccia  alla  sinistra  della  Ox^ 
vediamo  subito  che:  La  torsione  di  una  curva  G,  calcolata  daUe  formale 
di  Frenelj  risulterà  positiva  o  negativa  secondo  che  nel  punto  considerato 
la  curva  C  sarà  sinistrorsa  o  destrorsa. 

§.  8. 
Equazioni  intrinseche. 

Possiamo  applicar^  subito  le  formolo  di  Frenet  alla  dimostrazione 
dellMmportante  teorema:  Una  curva  gobba  C  è  pienamente  determinata 

di  forma  daUe  espressioni  dette  due  curvature  —  ,  ^vn  funeione  deìVarco. 

In  altre  parole,  diciamo  che  se  due  curve  C,  C,  ad  eguale  arco,  hanno 
eguali  tanto  le  flessioni  che  le  torsioni,  esse  sono  sovrapponibili.  Indi- 
cando cogli  accenti  le  quantità  relative  alla  C,  avremo  intanto  per 
ipotesi: 

Ora  muoviamo  la  curva  C  nello  spazio  in  modo  da  sovrapporre  un 
suo  punto,  p.  e.  l'origine  s  =  0  degli  archi,  al  punto  corrispondente  di  C 
e  contemporaneamente  il  suo  triedro  principale  a  quello  di  C  nel  me- 
desimo punto  s^O.  Avremo  allora 

€'=5,  il'  =  TQ,  C  =  cjper5  =  0. 
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Scriviamo  le  tre  forinole  di  Frenet  nella  prima  colonna  del  quadro  (A) 
pag.  11  tanto  per  la  curva  C  che  per  la  C: 


«fa 

ds 

di 

'  ds~ 

a. 

~  ?  ~ 

"T  ' 

dk 
ds 

"T 

(fa' 

ds 

di' 
'  ds~ 

_a'  _ 

X' 
T  ' 

dk' 
ds  ^ 

r 

moltiplicando  le  prime  tre  ordinatamente  per  a ,  i\  }/  le  seconde  per 
a,  £,  X  e  sommando,  il  secondo  membro  risulta  zero,  onde  segue 

^(aa'+ee'+xxo  =  o, 

cioè 

aa'  +  $£'  +  ^^'  =  costante. 

Ma  poiché  inizialmente,  per  s  =  0,  il  valore  del  1.*»  membro  è  l'unità, 
avremo  per  ogni  valore  di  s: 

aa'+U'+XX'  =  l, 

la  qual  formola,  a  causa  delle  identità 

a»  +  £«  +  X«  =  1 
a'«+S^+X'«=l, 
può  scriversi 

ne  segue 

Similmente  dedurremo 

/  =  T  ,    C  =  C  ,    v'  =  v, 

e  però 

di:xf-x)_  d(i/-y)_^       d{^^z)_^ 

—  ^  »         ^«       —  "  » 


Le  differenze  oi—x^ìl —y,  z'—z  sono  dunque  costanti  ed,  essendo  ini- 
zialmente nulle,  saranno  sempre  nulle,  ciò  che  dimostra  il  nostro  teorema. 

Note  le  espressioni  di  —  ,  t^  in  funzione  di  5: 

--  =  /'(«)    »     7p=?(«), 
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(dove,  per  le  fatte  convenzioni,  la  funzione  f(s)  dovrà  essere  sempre  po- 
sitiva) la  curva  è  dunque  individuata  di  forma  senza  riguardo  alla  sua 
particolare  posizione  nello  spazio;  per  ciò  le  equazioni  superiori  diconsi 
opportunamente  le  equcusìoni  intrinseche  della  curva. 


§.  9. 
Integrazione  delle  equazioni  intrinseche. 

Fondandoci  sui  teoremi  che  assicurano  l'esistenza  degli  integrali  delle 
equazioni  differenziali,  vediamo  poi  facilmente  che  :  Date  ad  arbitrio  le 
equcunoni  intrinseche 

di  una  curva,  la  curva  corrispondente  esiste  effettivamente. 

Indicando  con  I,  m,  n  tre  funzioni  incognite  di  s,  scrìviamo  infatti 
il  sistema  delle  tre  equazioni  lineari  omogenee 

(12)  1  =  »»^  .  ^=-im-n<f{s)  ,  §  =  »•?(«). 

di  cui,  se  la  curva  esiste,  saranno  appunto,  per  le  formolo  di  Frenet 

(a,  f,  >^)  ,    (P,  "n,  \^)  ,    (Y,  C,  v) 

tre  sistemi  integrali.  Sappiamo  dalla  teoria  delle  equazioni  differenziali 
che,  dati  arbitrariamente  i  valori  iniziali,  p.  e.  per  s  =  0,  delle  funzioni 
incognite  l,  m,  n,  esiste  un  sistema  integrale  {l,  m,  n)  delle  (12)  che  per 
5  =  0  si  riduce  al  sistema  iniziale  assegnato  (2o,  mo,no);  anzi,  essendo 
le  (12)  lineari,  gli  integrali  Z,  m,  n  esisteranno  e  saranno  regolari  in  tutto 
quell'intervallo  per  s  nel  quale  le  funzioni  assegnate  f{s),  ^{s)  si  man- 
terranno finite  e  continue. 

Osserviamo  di  più  che  se  (Z,  m,  n),  {l\  m\  nO  sono  due  sistemi  inte- 
grali delle  (12),  distinti  o  coincidenti,  risulta  dalle  equazioni  differen- 
ziali stesse 

d 


e  pero 


(H'+mw'+nnO  =  0 , 
zr+wm'+n»'  =  costante. 
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Ciò  posto,  prendiamo  nove  costanti 

h       To       To 
ihq    ifi0    Iti  0 

fio       Ho       *0  f 

che  fonnino  ì  coefBcienti  <U  una  sostituzione  ortogonale,  ed  indichiamo  con 

(Z,m,«)  ,   (r,ni!,n')  ,   (T,  m^  n") 

1  tre  sistemi  integrali  delle  (12),  che  per  ^  =  0  si  riducono  rispettiva- 
mente a 

(*0i  ♦^j  W«))    ,      (To»  *»>0»  **o)    I      (•0>  *^ùì  ^^^ 

Risulta  dall'osservazione  superiore  che  per  tuUi  i  f?ahrì  di  s  saranno 

i    r    r 

m    w!    m* 
n     fi     n' 

ì  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale,  in  particolare  sarà 

P+rt+r=i. 

Pongasi  ora 

X  =J Ids  ,  y  =  lT ds  ,   z  =  / T ds , 

e  si  interpretino  x,  y,  z  come  coordinate  di  un  punto  mobile  M;  la  curva 
luogo  del  punto  M  avrà  evidentemente  s  per  arco  e  l,T,V  per  coseni 
dì  direzione  della  tangente.  Se  inoltre  si  tien  conto  delle  equazioni  dif- 
ferenziali (12),   cui  soddisfano  (Z,  m,  n) ,  (f ,  m',  n') ,  (f,  m",  n*),  e  delle 

formolo  di  Frenet,  si  vedrà  subito  che  le  due  curvature  —  ,  7«  della 
curva  avranno  appunto  i  valori  assegnati 

Da  ultimo  dimostriamo  con  Darboux  come  T  integrazione  del  sistema 
(12)  si  riduca  a  quella  di  un'equazione  differenziale  del  tipo  di  Riccati. 
Per  ogni  sistema  integrale  delle  (12)  si  ha 

P-f  m*+  n*  =  costante 

e  moltiplicando  2,  m,  n  per  un  medesimo  fattore  costante  (con  che  si 
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ottiene  un  nuovo  sistema  integrale  a  causa  della  omogeneità)  si  può 
supporre  senz'altro 

Esprìmiamo  allora  l,  m,  n  per  due  angoli  6,  9  colle  formolo 
2  =  sen  6  cos  f)  ,   m  =  sen  6  sen  «p  ^  n  =  cos  0  , 
e  le  (12)  daranno  per  0,  tp  le  due  equazioni  simultanee 
n^\  *,8ea?_n       d?   ,   cote  cosy   ,    1  _^ 

Introduciamo  poi,  come  unica  incognita,  la  funzione  complessa 

a  =  cot  -s-  «*'•' 

(alla  quale  più  tardi  (Gap.  Ili)  rìconosceremo  il  significato  di  variabile 
complessa  sulla  sfera);  dalle  (13)  seguirà  per  a  Tunica  equazione 

(14)  ^  +  11*  +  --— =  0(1) 

(Ma  quale  inversamente,  separando  il  reale  dall'immaginario,  seguono 
le  (13).  Dunque:  Il  problema  di  determinare  una  curva  daUe  sue  equazioni 
inMnseche  si  riduce  alla  integrcufione  della  equazione  (14)  dd  tipo  di 
Biccati. 

Per  note  proprietà  deUe  equazioni  di  questo  tipo,  basta  la  conoscenza 
di  una  soluzione  particolare  per  risalire  con  quadrature  all'integrale 
generale. 

Come  esempio,  consideriamo  il  caso  di  una  curva  piana  determinata 
dalle  sue  equazioni  intrinseche: 

y  =  A«),  ^  =  0. 

Allora  la  (14),  ovvero  le  (13),  risultano  subito  integrate.  È  chiaro 
che  6  avrà  un  valore  costante  e,  senza  alterare  la  generalità,  potremo 

fare  6  =  -^;  indi  colla  quadratura 

(15)  <p=-jfi8)ds 

(<)  Nel  modo  più  semplice  si  eseguirà  il  calcolo  derivando  logaritmicamente 
la  3,  osservando  le  (13),  e  sostituendo  a  sen  ^,  cos  cp  le  loro  espressioni  por  l'e- 
sponenziale. 
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18  CAPITOLO  L  —  §§.  9,  10 

si  otterrà  7.  Per  la  curva  domandata  avremo  infine 

(15*)         x:=a  +  I  coB<p  ds  ,   y  =  6+/8en9&,   e  =  c, 

k 
essendo  a,  h,  e  costanti.  Cosi  se  supponiamo  f(s)  =  —  {k  costante),  cioè 

s 

domandiamo  la  curva  piana  nella  quale  il  raggio  di  curvatura  è  propor- 
zionale all'arco,  troveremo  subito  dalle  (15*)  che  la  curva  domandata  è 
una  spirale  logaritmica. 

§.  10. 
Eliche  cilìndriche. 

Applichiamo  ancora  le  formole  di  Frenet  allo  studio  di  un'importante 
classe  di  curve,  note  sotto  il  nome  di  diche  cilindriche.  Si  dà  un  tal 
nome  a  quelle  curve  tracciate  sopra  una  superficie  cilindrica  arbitraria, 
che  ne  tagliano  sotto  angolo  costante  le  generatrici.  Distendendo  la  su- 
perficie cilindrica  sopra  un  piano,  Telica  si  distende  secondo  una  linea 
retta  e,  poiché  nello  spiegamento  le  lunghezze  lineari  non  si  alterano, 
segue  che  una  proprietà  caratteristica  dell'elica  cilindrica  consiste  altresì 
nel  segnare  sul  cilindro  il  più  breve  cammino  fra  due  suoi  punti. 

Collochiamo  Tasse  delle  z  parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  ed 
avremo  in  conseguenza  ^ 

7  =  costante. 

Dalle  formole  di  Frenet 

^  —  L     ^___I  __  J!'      dy_C 
ds~  p  '  ds~      p        T  '  cfe  ■"  T 

segue 

C  =  0  <^)  ,   V  =  costante  ,   >^  =  —  —  =  costante. 

Abbiamo  dunque: 

1.^  In  ogni  punto  di  un'elica  cilindrica  la  normale  principale  dei- 
Velica  coincide  colla  normale  al  cilindro. 

Questa  proprietà  è  evidentemente  caratteristica  per  l'elica. 


(*)  Si  intende  escluso  il  caso  —  =  0,  che  appartiene  solo  alla  linea  retta. 
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2.^  Per  ogni  dica  cilindrica  è  costante  il  rapporto  delle  due  curvature. 
Anche  questa  seconda  proprietà  è  invertibile  col  teorema  di  Bertrand  : 
Ogni  curva  che  ha  costante  il  rapporto  ddle  due  curvature  è  un'elica 
cilindrica. 

Per  dimostrarlo  supponiamo  che  per  una  curva  C  sia 

essendo  k  una  costante.  Dalle  formole  di  Frenet  deduciamo 

^ P^  da     d^ P_  ^     ^ P^ 

cfa~T  ds  '  ds~T  ds'  ds~T  ds' 

ossia 

da  cui  integrando 

essendo  A,  B,  C  tre  costanti,  per  la  somma  dei  cui  quadrati  sarà  evi- 
dentemente 

A*  +  B*  +  C*=l+iV 

Posto  dunque 

A  ^  B  ^ 


v/À*+B*+C*  v/A*+B*+C'  v/A*+B*+C*  ' 

saranno  a,b,  e  ì  coseni  di  una  direzione  fissa  nello  spazio  e  dalle  pre- 
cedenti si  deduce 

k 
aa  +  fcp  +  CY=-  . 

Dunque  la  tangente  alla  curva  G  forma  un  angolo  costante  con  questa 
direzione  fissa  e  per  ciò  la  C  è  un'elica  del  cilindro  che  si  forma  con- 
ducendo pei  punti  di  C  le  parallele  a  quella  direzione  fissa. 

§.  11. 
Eliche  cilindriche  speciali. 

Per  stabilire  le  formole  generali  relative  alle  eliche  cilindriche, 
prendiamo  Tasse  delle  z  parallelo  alte  generatrici  del  cilindro  e  supposto 
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che  le  coordinate  a;,  y  di  un  punto  della  sezione  retta  ;?=:0  del  cilindro 
siano  espresse  in  funzione  dell'arco  u  della  sezione  stessa  dalle  formolo 

X  =  x{u)  ,    y  =  y(ti), 
yedremo  subito  che  per  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sull'elica  si  avrà 

a?  =  a;(M)  ,   y  =  y(ii)  ,   2f  =  w  cote  <^>  , 

ove  s  indica  l'angolo  costante  d' inclinazione  (che  si  può  supporre  acuto) 
delPelica  sulle  generatrici  del  cilindro. 

Applicando  le  formole  dei  §§.  precedenti,  troviamo 

&= ,    8  = <■>, 

sen  6  '  sen  6 

a  =  sen  6  a<  (tt)  ,    p  =  sen  e  y' («)  ,    7  =  cos  e, 

1=  sen*.  af'(u)  .  |=  8en»s  t/'(u)  ,  |-=0. 

gli  accenti  indicando  derivazione  rapporto  ad  t*.  Di  qui  segue  per  la 
flessione  dell'elica 

-^  =  sen*cVaf*(ti)+sr(f*), 
ovvero 

(15)  -  -  -^  , 

essendo  ^  la  curvatura  della  sezione  retta.  Per  la  torsione  7=^  troviamo 
poi  dalla  formoli 

T~      V  ' 
ed  osservando  che  v  =  — ±e, 

,-  ^v  1        ,  sen  e  cos  6 

(16)  ^  =  ± g— . 

n  segno  superiore  vale  per  le  eliche  sinistrorse,  l'inferiore  per  le 
destrorse,  come  risulta  dal  criterio  stabilito  al  §.  4,  ovvero  anche  dalla 
considerazione  geometrica  diretta. 


(')  Per  semplicità,  contiamo  l'arco  u  dal  punto  ove  la  sezione  retta  incontra 
l'elica. 

(*)  Si  conta  l'arco  8  dell'elica  a  partire  dalla  sua  origine  sulla  sezione  retta  s«=0. 
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Da  queste  formole  segae  che  i  raggi  di  flessione  e  torsione  sono 
costanti  solo  per  le  eliche  del  cilindro  circolare  retto. 
'  Una  tale  elìca  dicesi  circolare  (^)  e  la  sua  proprietà  caratteristica 
(secondo  Puiseux)  di  avere  costanti  i  due  raggi  di  curvatura  corrisponde 
alla  proprietà,  che  ha  a  comune  soltanto  colla  retta  e  col  cerchio  (come 
segue  dal  teorema  fondamentale  al  §.  8),  di  essere  in  ogni  sua  parte 
sovrapponibile  a  sé  stessa. 

Dalle  formole  (15),  (16)  si  vede  che  il  problema  di  determinare  un'e- 
lica dalle  sue  equazioni  intrinseche  si  riduce  al  problema  analogo  per 
la  sezione  retta  del  cilindro;  dunque:  Date  le  equasioni  ùìirinseche  di 
un' dica  cilindrica^  questa  si  trova  in  termini  finiti  con  quadrature  <*). 

Applichiamo  queste  considerazioni  ad  una  seconda  elica,  che  dopo 
reUca  circolare  merita  particolare  menzione,  alla  cosi  detta  dica  eiUndro- 
conica. 

Definiamo  questa  curva  colle  equazioni  intrinseche 

p  =  a$  ^   T  =  6^, 

con  a,  &  costanti.  La  sezione  retta  del  cilindro,  su  cui  tale  elica  è  de- 
scrìtta, avrà  il  raggio  di  curvatura  proporzionale  all'arco  e,  per  Tosser- 
vazione  in  fine  al  §.  9,  sarà  quindi  una  spirale  logaritmica.  Ne  segue 
che  le  equazioni  della  nostra  elica  possono  porsi  sotto  la  forma: 

a;  =  A^*cos<,  y  =  Ac*'sen^,   2;  =  B^', 

dove  /  è  il  parametro  variabile  che  individua  i  punti  della  curva  e  A,  B,  A 
sono  costanti.  L'elìca  è  quindi  tracciata  sulla  superficie 

che  è  un  cono  di  rotazione  attorno  all'asse  delle  z  col  vertice  nell'origine. 


(*)  Essa  può  considerarsi  generata  da  un  punto  che  scorre  di  moto  uniforme 
lungo  una  generatrice  del  cilindro  circolare,  mentre  questa  rota  di  moto  uni- 
forme attorno  all'asse. 

<<)  La  medesima  cosa  segue  anche  subito  dalle  osservazioni  generali  del 

T 
§.  9,  poiché  della  equazione  fondamentale  (14)  di  Riccati,  essendo  —  costante  =^k, 

conosciamo  subito  due  soluzioni  particolari  costanti,  le  radici  della  equazione 
di  2.»  grado  a*  +  2fca— 1=«0,  cioè 


Digitized  by 


Google 


22  CAPITOLO  I.  —  §§.  11,  12 

Essa  taglia  sotto  angolo  costante  le  generatrici  del  cono,  cioè  è  una 
lossodromica  del  cono  ^^^  E  infatti  pei  coseni  di  direzione  della  tangente 
all'elica  si  trova 

A(Acos^-senO      o      AQisent+cost)  Bh 


\/A*+h'  (A*+B*)  v^AHA'  (A*+B*)  V  A*+A'  (A*+B«) 

e  per  quelli  della  generatrice  del  cono 

Acosf       ,       Àsen^  B 

v/AVB'  vA*+B*  v/AVB* 

onde 


aa+ftp+cY  =  *    —  =  costante. 

>/AVA*(A*+B*) 

Da  queste  proprietà  deriva  il  nome  di  elica  cilindro-conica  <*L 

§.  12. 
Saperflde  invilappi. 

Allo  studio  delle  ulteriori  proprietà  delle  curve  gobbe  è  utile  pre- 
mettere alcune  brevi  nozioni  sulle  superficie  inviluppi. 
Sia 

(17)  /•(aJ,y,^,a)  =  0 

l'equazione  di  una  superficie,  contenente  un  parametro  arbitrario  a,  che 
supponiamo  variabile  con  continuità  entro  un  assegnato  intervallo.  Sup- 
poniamo inoltre  che,  nel  campo  di  variabilità  che  si  considera  per  x,  y,  e,  a, 
la  funzione  f  di  queste  quattro  variabili  sia  finita  e  continua  ed  ammetta 
le  derivate  parziali 

d^    dj[    df    df    ay 

dx  '  dy  '  dz'  da'  d'é 

pure  finite  e  continue.  Ad  ogni  valore  speciale  ai  di  a  corrisponde  una 
particolare  superficie  del  sistema  oo*  (17);  variando  a  con  continuità,  la 
superficie  stessa  si  muoverà  deformandosi  in  modo  continuo  nello  spazio. 


(^)  Sopra  una  qualsiasi  superficie  di  rivoluzione  dicesi  lossodromica  una  linea 
che  tagli  sotto  angolo  costante  i  meridiani. 

i')  Si  osservi  che,  spiegando  il  cono  in  un  piano,  1*  elica  cilindro-conica  si 
distende  secondo  una  spirale  logaritmica. 
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Ora  consideriamo  una  speciale  superficie 
(18)  f(x,y,z.a,)  =  0 

del  sistema  ed  una  vicinissima,  corrispondente  alla  variazione  h  del 

parametro 

f(x,y,z,aii-h)  =  0. 

La  curva  intersezione  di  queste  due  superficie  (reale  od  immaginaria) 
al  convergere  di  h  verso  zero,  converge  sulla  superficie  (18)  verso  una 
posizione  limite  che  si  dice,  secondo  Monge,  la  caraUeristica  della  su- 
perficie (18).  Per  dimostrare  l'esistenza  di  questa  curva  limite  sostituiamo 
alle  due  equazioni  precedenti  il  sistema  equivalente 

/  (^, y, ^,  ^i)  -=  0  ,  ^ =  0. 

La  seconda  di  queste,  al  convergere  di  h  verso  zero,  converge  verso 
Fequazione  limite 

e  si  può  dimostrare  in  tutto  rigore  che  la  curva  determinata  dalle  due 
equazioni  simultanee 

f  K^y  y,  «,  «i)  ==  0  ,  I -^ 1^^^^  =  0 

è  appunto  la  curva  limite  cercata.  Il  luogo  di  tutte  le  caratteristiche  è 
una  superficie  che  prende  il  nome  di  inviluppo,  mentre  ogni  singola  su- 
perficie del  sistema  (17)  dicesi  un'inviluppata.  L'equazione  della  superficie 
inviluppo  si  ottiene,  per  quanto  precede,  eliminando  a  fra  le  due  equazioni: 

f=».g-<>. 

0,  ciò  che  è  lo  stesso,  traendo  il  valore  di  a  in  funzione  di  x,  y,  z,  dalla 

seconda  equazione  e  sostituendolo  nella  prima. 

Dunque  l'equazione: 

/■(^,  y,  ^»a)  =  0, 

che  per  a  costante  ci  dà  un'inviluppata,  ci  rappresenta  altresì  l'invi- 
luppo, quando  per  a  vi  si  sostituisca  quella  funzione  di  x,  y,  a  che  si 
ottiene  risolvendo  rapporto  ad  a  la 

3a       "' 
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Dopo  ciò  si  Tede  subito  che:  Ogni  inviluppata  tocca  V inviluppo  lungo 
tutta  la  caratteristica. 

E  infatti  Tequazione  del  piano  tangente  air  inviluppo  in  un  punto 

(i+Fi)^-')+'i+ii)<^-')+'i+ii}<-»)=o^ 

ma  poiché  a  è  qui  tratta  da  ^^  =  0,  questa  resta  identica  alla  equazione 

COL 

|(i-.>+|(r_,)  +  ^(z-.)=« 

del  piano  tangente  in  {x,  y,  z)  air  inviluppata,  e.  d.  d. 

La  caratteristica  della  superficie  (18)  incontrerà  la  superficie  vicina 

in  un  certo  numero  discreto  di  punti,  i  quali  al  variare  di  A  si  muove- 
ranno sulla  caratteristica  e,  al  convergere  di  A  a  zero,  tenderanno  verso 
certi  punti  limiti  che  determiniamo  nel  modo  seguente. 

Per  ciascuno  dei  detti  punti  d'intersezione  sussistono  le  tre  equazioni 
simultanee 

(a)  f=0  ,    ^=0  ,    /■(:r,y,5r,a+A)  =  0, 

all'ultima  delle  quali  possiamo  sostituire  la 

dove  iQ  è  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  secondo  rispetto  ad  h.  Al 
sistema  (a)  possiamo  sostituire  l'equivalente 

ora  r  ultima  di  queste,  quando  h  tende  a  zero,  converge  verso  Tequazione 
limite 

I  punti  limiti  cercati  sulla  caratteristica,  corrispondente  al  valore  a 
del  parametro,  sono  quindi  determinati  dalle  tre  equazioni  simultanee 
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II  luogo  dei  punti  limiti  delle  varie  caratteristiche  prende  il  nome 
di  spigolo  di  regresso  sulla  superficie  inviluppo.  Le  sue  equazioni  si  ot- 
terranno eliminando  a  fra  le  tre  superiori,  ossia  traendo  a  in  funzione 
àix,y^jB  dalla  terza  di  esse  e  sostituendola  nelle  due  prime.  E  poiché 
le  prime  due,  per  a  costante,  rappresentano  la  caratteristica,  ne  segue 
che  ogni  caratteristica  tocca  nei  punti  limiti  lo  spigolo  di  regresso  (^); 
insomma  lo  spigolo  di  regresso  (quando  esiste)  è,  sopra  la  superficie 
inviluppo,  r  inviluppo  di  tutte  le  caratteristiche. 

§.  13. 
Superficie  canali. 

Come  primo  esempio  consideriamo  una  sfera  di  raggio  costante  a 
che  si  muove  nello  spazio  assumendo  una  semplice  infinità  di  posizioni 
e  cerchiamo  la  superficie  inviluppo.  Per  definire  il  sistema  oo*  di  sfere 
basterà  dare  la  curva  C  luogo  dei  centri,  per  la  quale  riterremo  qui 
le  solite  notazioni.  L'equazione  della  sfera  mobile  sarà 

(19)  (X-a:)«  +  (Y-y)«  +  (Z-;^)'  =  a« 

e  il  parametro  variabile  sarà  attualmente  Tarco  s  della  curva  G.  Per 
trovare  la  caratteristica  sulla  sfera  (19)  converrà  associare  a  questa 
equazione  quella  che  se  ne  ottiene  con  una  prima  derivazione  rapporto 
ad  8y  cioè  la 

(20)  (X-a:;a+(Y-y)p  +  (Z-2^)V  =  0, 

che  è  requazione  del  piano  normale  alla  purva  C.  Dunque:  Lacaratte- 
riséica  della  Sfera  mobile  è  quel  sito  cerchio  massimo  che  giace  nd  piano 
normale  alla  curva  C  nd  ceftlro.  Il  luogo  di  questo  circolo  mobile,  di 


(>)  Se  dx,  dy,  dz  indicano  differenziali  presi  lungo  lo  spigolo  di  regresso, 
avremo  le  equazioni 

le  quali,  essendo  ^-  »»  o ,  ^^  =»  0,  si  riducono  a  quelle  che  determinano  i  differen- 
ziali presi  lungo  la  caratteristica. 


Digitized  by 


Google 


26  CAPITOLO  I.  —  §§.  13,  14 

raggio  costante  a,  il  cui  centro  descrive  la  curva  C  ed  il  cui  piano 
rimane  costantemente  normale  alla  curva  stessa,  è  dunque  T  inviluppo 
cercato;  una  tale  superficie  dicesi  una  superficie  canale. 

Se  ora  vogliamo  determinare  suUa  superficie  canale  inviluppo  lo 
spigolo  di  regresso,  dobbiamo  derivare  nuovamente  la  (20)  ed  associare 
la  nuova  equazione  così  ottenuta: 

(21)  (X-a:)€  +  (Y-y)YH-(Z-ar)C  =  o 

alle  (19),  (20)  stesse.  Ora  la  (21)  non  è  altro  che  l'equazione  del  piano 
normale  alla  normale  principale  condotto  per  quel  punto  di  questa  nor- 
male che  dista  da  ME=:(x,y,jg)  e  dalla  parte  positiva  precisamente  di 
una  lunghezza  eguale  al  raggio  p  di  prima  curvatura  (centro  di  curva- 
tura). I  punti  limiti  sul  cerchio  caratteristico  saranno  quindi  reali  e 
distinti  quando  p<I«>  reali  coincidenti  se  ,o  =  a,  ed  immaginarìi  perfv>a. 
Lo  spigolo  di  regresso  sulla  superficie  canale  sarà  dunque  reale  e 
consterà  di  due  rami  distinti  per  quella  regione  della  curva  C  ove  a>p. 

§.  14. 
Snperflcie  sviluppabili. 

Per  la  teoria  delle  curve  gobbe  dovremo  considerare  esclusivamente 
il  caso  in  cui  la  semplice  infinità  di  superficie  inviluppate  sia  costituita 
di  piani,  nel  qual  caso  la  superficie  inviluppo  prende  il  nome  di  svilup- 
pabile, per  una  ragione  che  ora  diremo. 

La  caratteristica  di  ogni  piano  del  sistema  sarà  evidentemente  una 
retta  e  tutte  le  rette  caratteristiche  saranno  le  tangenti  dello  spigolo 
di  regresso;  la  sviluppabile  è  adunque  il  luogo  delle  tangenti  ad  una 
curva,  che  ne  è  lo  spigolo  di  regresso.  È  facile  vedere  che  il  piano 
mobile  (inviluppata)  coincide  col  piano  osculatore  dello  spigolo  di  regresso. 
E  infatti  ritenendo  per  questa  curva  le  solite  notazioni,  l'equazione  del 
piano  osculatore  è 

(X-a;)X  +  (Y-y)|i.  +  (Z-^)v  =  0 

e  la  caratteristica  sul  piano  osculatore  mobile  si  ottiene  associando  a 
questa  equazione  quella  che  se  ne  ottiene  derivandola  rapporto  ad  s,  cioè 

(X-^)€+(Y-y)Y]  +  (Z-^)C  =  0; 

ora  r  intersezione  di  questi  due  piani  è  appunto  la  tangente. 
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Per  altro  è  da  osservarsi  che  lo  spigolo  di  regresso  può  ridursi  ad 
un  punto  ed  allora  la  sviluppabile  diventa  un  cono  od  un  cilindro,  se- 
condo che  questo  punto  è  a  distanza  finita  ovvero  all'infinito. 

Ogni  piano  inviluppato  tocca  la  sviluppabile  lungo  tutta  la  retta 
caratteristica  (generatrice)  e  però  i  piani  tangenti  di  una  sviluppabile 
costituiscono  un'infinità  semplice,  mentre  per  ogni  altra  superficie  i  piani 
tangenti  formano  una  doppia  infinità  ^^K 

n  nome  di  sviluppabile  viene  da  ciò  che,  supposta  la  superficie  fles- 
sibile ed  ìnestendibile,  si  può  spiegarla  senza  rottura  né  duplicatura  sul 
piano.  Viceversa  ogni  superficie  dotata  di  tale  proprietà  è  necessaria- 
mente una  sviluppabile,  come  sarà  più  avanti  dimostrato. 

In  relazione  con  ogni  curva  gobba  vi  sono  da  considerare  tre  svi- 
luppabili inviluppate  rispettivamente  dalle  tre  facce  del  triedro  princi- 
pale. Quella  inviluppo  del  piano  osculatore  non  è  altro  che  il  luogo  delle 
tangenti  alla  curva  data,  come  sopra  si  è  visto.  L'inviluppo  dei  piani 
normali  porta  il  nome  di  sviluppabile  pelare  della  curva  C  e  F  inviluppo 
dei  piani  normali  alle  normali  principali  quello  di  sviluppabile  ratificante. 

§.  15. 
SyUnppabile  rettificante. 

Trattiamo  ora  di  queste  due  sviluppabili,  cominciando  dalla  seconda. 
Il  piano  mobile  ha  qui  per  equazione 

(22)  (X-a;)S  +  (Y-y)Y]+(Z-2^)C  =  0 

e  la  sua  caratteristica  si  ottiene  associandovi  l'equazione  che  ne  risulta 
con  una  derivazione  rapporto  al  parametro  s: 

(23)(X-.)(f  +  y  +  (Y-„(i  +  t)  +  (Z-.)(X  +  ^)  =  „. 

Questo  secondo  piano  passa  ancora  pel  punto  M^{x,y,  e)  della 
curva  C  e  la  caratteristica  è  quindi  una  retta  uscente  dal  punto  M  di  C 
e  giacente  nel  piano  della  tangente  e  della  binormale;  essa  dicesi  la  retta 
rettificante.  La  nostra  sviluppabile  X  passa  dunque  per  la  curva  C  e  la 
normale  principale  a  C  coincide  colla  normale  alla  superficie  £. 


(^)  Secondo  il  principio  dì  dualità,  ad  ogni  superficie  corrisponde  una  super- 
ficie, sahro  che  ad  una  sviluppabile  corrisponde  una  curva. 
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Ora  quando  una  curva,  tracciata  sopra  una  superficie,  ha  in  ogni  punto 
la  sua  normale  principale  coincidente  colla  normale  alla  superficie,  la 
curva  prende  il  nome  di  linea  geodetica  della  superficie;  essa  segna  il 
più  breve  cammino  (come  più  tardi  dimostreremo)  per  andare  sulla  su- 
perficie da  un  suo  punto  ad  un  altro.  La  sviluppabile  rettificante  contiene 
adunque  la  curva  data  C  come  linea  geodetica;  distendendo  la  svilup- 
pabile sul  piano  la  curva  G  sì  rettifica,  da  cui  appunto  il  nome  di 
sviluppabile  rettificante.  È  chiaro  che  non  vi  ha  alcun'altra  sviluppabile 
contenente  la  curva  come  linea  geodetica. 

La  retta  rettificante,  intersezione  dèi  due  piani  (22),  (23),  ha  evi- 
dentemente i  coseni  di  direzione  proporzionali  ai  tre  binomii 

a         X         p         jjL        7         y 

e  quindi,  indicando  con  o  l'angolo  d'inclinazione  della  retta  rettificante 
sulla  tangente,  potremo  porre 

T P 


COS  0  =  - 

,  sen  0  = 

\ 

/7+T* 

cioè  si  avrà 

(24) 

tgo==-. 

ywr 


Come  si  vede,  quest'angolo  0  è  costante  solo  per  le  eliche  cilindriche, 
nel  qual  caso  la  sviluppabile  rettificante  non  è  altro  che  il  cilindro  su 
cui  l'elica  è  descritta  e  le  rette  rettificanti  coincidono  colle  generatrici. 

Differenziando  nuovamente  la  (23),  si  otterrebbero  gli  elementi  per 
definire  lo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  rettificante.  Ma  più 
interessante  è  il  problema  inverso:  Trovare  tutte  le  curve  Ci  di  cui  una 
curva  assegnata  C  è  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  rettificcmte,  0  in 
altri  termini:  Data  una  superficie  sviluppabile,  trovare  tutte  le  sue  linee 
geodetiche,  problema  che  facilmente  si  dimostra  risolversi  per  quadrature. 

E  invero,  indicando  con  Xi,  yi,  01  le  coordinate  di  un  punto  Mi  della 
curva  cercata  Ci  situato  sulla  tangente  in  M==(a?,  y,  z)  alla  curva  data  C, 
avremo  : 

(25)  Xi  =  x+ta  ,   yi  =  y+^p,    Zi  =  z+t^, 

indicando  t  il  valore  (algebrico)  del  segmento  MM|.  Il  nostro  problema 
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è  adunque  questo  di  detennìnare  t  in  funzione  di  5  in  guisa  che  la 
curva  Ci,  descritta  dal  punto  (xi,  yu  sf^  definito  dalle  (25),  abbia  per  nor- 
male principale  la  direzione  (X,  [i,  v)  della  binormale  alla  curva  primitiva. 
Ora  dalle  (25)  derivando  abbiamo: 

e  quindi,  indicando  coU' apposizione  dell'indice  1  gli  elementi  relativi 
aUa  curva  Ci: 


(fe  ~  V  P* 


+  U+I)' 


(26)    ai  =  aco8o+Ssena  ,   ^  =  p  C08o+Y]seno  ,  71  =  7 coso+C seno, 
dove  8i  è  posto 

cfe  ■  p 

C08  o  = z=z===:  .  sen  0  =  — — 


cioè 

(26*)  coto  =  |-(l+|). 

e  0  significa  quindi  Tangolo  d'inclinazione  della  Ci  sulla  tangente  alla  C. 
Derivando  nuovamente  le  (26),  otteniamo  nel  primo  membro  quantità 
proporzionali  a  €1,  rii,  Ci,  cioè  per  ipotesi  a  X,  [i,  v;  dovremo  dunque 
avere: 

d  d 

(a)  ^  (a  cos  o+S  sen  o)  =  KX  ,   -3-  (p  cos  o+ti)  sen  0)  =  Kt^ , 

-j  (7  cos  o+C  sen  0)  =  Kv  , 

indicando  E  un  fattore  di  proporzionalità. 
Eseguendo  le  derivazioni,  troviamo 

/(fo   ,    1\      ,  /da    I    1\  *       seno,       _. 

/nv      \               fà'^  I    l^  o  .           /^^   I    l^         seno         -_ 
(?)      J_8eno(^^  +  -jp  +  coso(^^  +  -jr, ^i.  =  Kp. 

/do   ,    1\      ,  /do    ,    1\  ^      seno         _. 
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e  quindi  deve  essere 

ds        p  ' 


onde  si  ottiene  <j  con  una  quadratura 

"ds 
P 


m  ,=c-f^ 


e  successivamente  dalla  (2  6^*0  si  otterrà  t  integrando  un'equazione  dif- 
ferenziale lineare  del  l.^  ordine,  il  che  da: 

(28)  t  = (({—  /'sen  o  ds). 

^    ^  seno     ^      ^  ^ 

Viceversa,  assumendo  a,  t  nel  modo  dato  da  queste  formolo,  veniamo 
a  soddisfare  a  tutte  le  condizioni  richieste. 

Così  con  due  quadrature,  che  introducono  due  costanti  arbitrarie  e,  </, 
abbiamo  risoluto  il  problema;  ne  concludiamo:  Data  una  superficie  svir 
tuppabiley  bastano  due  quadrature  (27),  (28)  per  trovare  in  termini  finiti 
la  doppia  infinità  ddle  sue  linee  geodetiche. 

È  bene  osservare  che  le  (27),  (28),  non  contenendo  ^,  dipendono 

solo  dalla  flessione  -  dello  spigolo  di  regresso  C  della  sviluppabile.  Se 

dunque  si  deforma  comunque  la  curva  G  torcendola,  senza  alterarne  la 
flessione,  il  valore  (28)  di  t  rimarrà  sempre  lo  stesso.  Considerando  ora 
due  qualunque  di  queste  forme  della  G,  siano  G,  G^  le  due  sviluppabili 
corrispondenti  ^,  1'  saranno  distendibili  Tuna  sull'altra  in  guisa  che  G,  (j 
si  sovrappongano  per  i  loro  punti  corrispondenti  e  le  generatrici  di  1 
si  distendano  sulle  corrispondenti  di  S' <^).  Gon  ciò  la  osservazione 
superiore  acquista  evidentemente  il  significato  che:  ogni  geodetica  di  I> 
si  distende  sopra  una  geodetica  di  Z\  È  questo  un  caso  particolare  di 
un  teorema  generale  che  incontreremo  più  tardi  nei  nostri  studìi. 

Se  in  particolare  prendiamo  per  G'  la  trasformata  piana  di  G,  la 
sviluppabile  £'  diventa  il  piano  della  curva  e  le  sue  geodetiche  non  sono 


<^)  Geometricamente  la  cosa  è  evidente,  potendosi  considerare  ogni  svilup- 
pabile come  costituita  di  successive  striscio  comprese  fra  due  generatrici  conse- 
cutive. L*  indicata  deformazione  avviene  facendo  rotare  ciascuna  striscia  attorno 
alla  generatrice  comune  colla  precedente  di  un  angolo  conveniente,  ciò  che  evi- 
dentemente non  altera  la  flessione  dello  spigolo  di  regresso. 
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altro  che  le  rette  del  piano.  Ciò  risulta  del  resto  analiticamente  dalle  (a),  (^) 

pag.  29 
risulta 


pag.  29;  poiché  infatti  le  (P),  per  tf  =  0,  danno  K  =  0  e  quindi  dalle  (a) 


(fo        ds         (fe  ' 

Dunque  ogni  curva  Ci,  avendo  la  sua  tangente  una  direzione  fissa, 
è  una  linea  retta. 


§.  16. 
SyUappabìle  polare. 

Passando  ora  a  trattare  delF  inviluppo  dei  piani  normali  ad  una 
curva  C,  partiamo  dall'equazione  del  piano  normale 

(29)  (X  ^  a;)  a  +  (Y  -  y)  p  -  h  (Z-  2^)  T  =  0  , 
che  derivata  rapporto  ad  s  ci  dà 

(30)  (X-a:)$  +  (Y-y)ri  +  (Z-;^)C  =  p. 

Questo  secondo  piano  è  normale  alla  normale  principale  nel  punto  Mi 
sitnato  sulla  direzione  positiva  di  questa  alla  distanza  p  dal  punto  M 
della  curva;  il  qual  punto  diceai  centro  di  curvatura,  mentre  il  circolo 
descritto  nel  piano  osculatore  col  centro  in  Mi  e  con  raggio  MMi  =  p 
dicesi  circolo  osculatore  ^^K  La  generatrice  della  sviluppabile  polare  è 
adunque  la  normale  al  piano  osculatore  nel  centro  del  circolo  osculatore 
o,  come  si  dice,  Tasse  del  circolo  osculatore. 

Per  determinare  poi  il  punto  Mo  ove  questo  asse  tocca  lo  spigolo 
di  regresso  della  sviluppabile  polare,  dobbiamo  associare  alle  (29),  (30) 
Tequazione  che  risulta  dalla  (30)  con  una  nuova  derivazione,'  cioè: 

(X-,r)X  +  (Y-y)p.  +  (Z-^)v=-T|. 

Le  coordinate  a^,yo>^o  di  Mo,  sostituite  nelle  (29),  (30),  (31)  per 


(1)  In  effètto  fra  tutti  i  circoli  per  M  il  circolo  csculatore  è  quello  che,  nelle 
vicinanze  di  M,  meno  si  scosta  dalla  curva. 
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X,  Y,  Z,  debbono  simnltaneamente  soddisfarle,  ciò  che  dà  risolvendo: 

j  Xo  =  x  +  pi  —  T  £x 

(32)  y,=  y  +  p,j-.T|%, 

La  sfera  descritta  col  centro  in  Mo  e  col  raggio  MoM  dicesi  la  sfera 
osctdatrice  in  M  alla  curva  C  perchè,  éon  un  metodo  del  tutto  simile  a 
quello  tenuto  al  §.  3  per  definire  il  piano  osculatore,  si  dimostra  che 
fra  tutte  le  sfere  condotte  per  M  essa  è  quella  che,  nell'intorno  di  M, 
meno  si  scosta  dalla  curva  (^).  È  chiaro  che  il  circolo  osculatore  è  T in- 
tersezione della  sfera  osculatrice  col  piano  osculatore. 

Indicando  con  R  il  raggio  della  sfera  osculatrice,  abbiamo 

cioè  per  le  (32): 


(33)  R«  =  p*  +  t(| 

§.  17. 
Spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare. 

Andiamo  ora  a  studiare,  in  relazione  colla  curva  data  C,  la  curva  Co 
luogo  del  punto  Mo,  cioè  lo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare, 
ovvero  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  osculatrici. 

In  primo  luogo,  derivando  rapporto  ad  s  le  (32),  otteniamo 

f32*^   ^- -li.  4-  i  /^T  ^^1  X       ^^- -U  4^-  (t  ^\\  a 
^^^^   ds-     \t^  ds\}  ds)r  '    ds-     \t^  dsV  d^)\^' 

ds         \T^  dsV  dsj]    ' 
Consideriamo  dapprima  il  caso  particolare  in  cui  sia  zero  Tespres- 
sione  -Ir  +  ^  ('^  i/j  *  ^^'^^^»  P®^  ^^  (^^*)»  ^o,  yo,  ^o  sono  costanti,  cioè 


<^)  Con  minor  rigore  di  linguaggio,  essa  può  anche  definirsi  come  la  sfera 
che  passa  per  M  e  per  tre  punti  successivi  della  curva. 
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il  centro  della  sfera  osculatrice  è  immobile.  Siccome  inoltre  dalla  (33) 
derivando  risulta 

si  vede  che  in  questo  caso  -^  =  o,  cioè  R  è  costante;  la  curva  è  dunque 

ds 

tracciata  sopra  una  sfera  di  raggio  R.  Viceversa  se  la  curva  è  sferica, 

tutti  i  piani  normali  alla  curva  passano  pel  centro  della  sfera,  che  è 

osculatrice  in  tutti  i  punti.  Di  qui  si  vede  che:  L'eqtumone  intrinseca 

T  +  efe  V  dsj~^ 

è  carixUerisUca  delle  curve  sferiche  ^^K 

Se  la  curva  C  non  è  sferica,  abbiamo  una  effettiva  curva  Co  luogo 
dei  centri  delle  sfere  osculatrìci  e,  indicando  gli  elementi  di  questa  curva 
coU'apposizione  dell'indice  0,  avremo  dalle  (32*): 

dove  6  indica  T unità  positiva  o  negativa;  se  conveniamo  di  contare  So 

crescente  con  s,  dovremo  dare  ad  e  il  segno  di~r  +  3-  i'^  T)  * 
Dopo  di  ciò  avremo 

(35)  ao=— eX,    Po=-6(X,    To=-6V, 

da  coi  con  una  nuova  differenziazione 


dSo, 

ds. 

dSo              ds 

t- 

(fo. 

Ne  spgue 
(36) 

dso       ,  ds 
Po~'  T' 

dove  t  indica  Punita,  positiva  o  negativa  secondo  che  7p  è  positiva  o 
negativa. 


(*)  Si  osserverà  che  per  una  curva  qualunque  C  se  ^^  +  ,    (T-^l  si  annulla 

in  un  punto,  ivi  la  sfera  osculatrice  è  stazionaria,  e  la  curva  C^  ha  nel  punto 
corrispondente  un  punto  di  regresso. 
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Abbiamo  quindi: 

(37)  €o=  -e£'€  ,    T}o=  -ee'T]  ,    Co=  -ee'C 
e  da  queste  e  dalle  (35)  si  deduce 

(38)  Xo=-e'a,    {Jio= -e'P  ,    Vo=-6't, 
dalle  quali  infine  differenziando  risulta  per  le  (37): 

(39)  ^  =  ^7- 

lo  p 

Le  formolo  precedenti  dimostrano  che  in  ciascuna  delle  due  curve 
C,  Co  la  tangente  dell'una  è  parallela  alla  binormale  dell'altra  e  le  loro 
normali  principali  sono  parallele,  risultati  che  (prescindendo  dalla  deter- 
minazione precisa  dei  segni)  è  ben  facile  vedere  a  priori  geometrica- 
mente. 

Si  osserverà  come  bastino  già  le  tre  formolo  (34),  (36),  (39)  : 


dSo_       Ip.d     /rn*\)  ^_J 

ds~^\T'^  dsVdsJ]'    Po  ~ 


T 


dso         ds 

per  calcolare  (con  una  quadratura)  le  equazioni  intrinseche  della  Co,  date 
quelle  della  C.  Cosi  se  C!  è  un'elica  cilindrica  sarà  pure  Co  un'elica 
cilindrica;  se  di  più  C  sarà  un'elica  circolare,  ovvero  un'elica  cilindro- 
conica,  lo  stesso  avverrà  per  Co. 

Il  raggio  della  sfera  osculatrice  è  costante  nel  caso  di  una  curva 
sferica;  ma  dalla  (33*)  vediamo  che  vi  ha  un  secondo  caso  in  cui  questo 

d(j 
raggio  è  costante,  cioè  quando  ^=0,  ossia  quando  la  curva  ha  costante 

la  flessione.  Allora,  sparendo  dalle  (32)  il  terzo  termine,  il  centro  della 
sfera  osculatrice  coincide  col  centro  del  circolo  osculatore  e  per  la  curva  Co 
luogo  di  questi  centri,  essendo  qui  e'  ^  s,  risulta  dalle  formolo  precedenti 


d8Q  =  ^  ^  ds 


P. 
T 


Po  =  p  ,   To-T  =  p* 
€o= -£  )  '^0= —fi  ,  Co= -C. 
Dunque:  La  curva  Co  luogo  dei  centri  dei  circoli  osculaùori  di  una 
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curva  C  a  flessione  costante  —  ha  la  medesima  flessione,  e  U  prodotto  delle 
due  torsioni  è  egwde  ed  quadrato  -,  detta  fusione  comune;  la  réloMone 
fra  C,  Co  è  inóltre  involtUoria,  cioè  C  èU  luogo  dei  centri  di  curvatura  di  Co. 

§.  18. 
Evolventi  ed  evolute. 

Consideriamo  la  sviluppabile  I  delle  tangenti  di  una  curva  C  e 
cerchiamo  le  curve  C  tracciate  sopra  1  che  tagliano  ad  angolo  retto 
tutte  le  generatrici,  cioè  le  tangenti  di  C.  Sia  M^(a;,  y,  a)  un  punto 
qualunque  di  C  e  M'^(a;',  y\  z')  un  punto  di  una  di  queste  curve  C, 
ove  la  O  interseca  ortogonalmente  la  tangente  in  M.  Se  poniamo  MM'  »  t, 
avremo 

sarà  X  una  funzione  di  s  da  determinarsi  in  guisa  che  la  tangente  a  C 
sia  normale  alla  tangente  di  C.  Ora  abbiamo 


e  siccome  deve  essere 


da!      ^dJ         dJ 


ne  risulta  x"""^»  ^*^^ 


t  =  c-s, 


indicando  e  una  costante  (arbitraria). 
Le  formole 

(40)        a^=a;+(c-5)a  ,   y'  =  y  +  (c-s)p,    si  =  z-\'{c-s)^ 

ci  definiscono  dunque  una  semplice  infinità  di  curve  C  ortogonali  alle 
tangenti  di  C.  Poiché  MM'  =  e  -  5,  ovvero  contando  s  da  un  conveniente 
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punto  sopra  C,  MM'=  —s,  si  vede  che  se  si  avvolge  un  filo  flessibile  ed 
inestendibile  sulla  curva  C  e  si  svolge  dalla  curva  stessa  (a  partire 
dall'origine  degli  archi)  per  modo  che  il  filo  resti  sempre  teso,  k  porzione 
rettilinea  MM'  di  filo  svolto  resterà  sempre  tangente  in  M  alla  curva 
ed  eguaglierà  in  lunghezza  Tarco  s.  L'estremità  libera  M'  del  filo  de- 
scriverà adunque  la  curva  C\  che  dicesi  per  ciò  una  evolvente  (o  svilup- 
pante) della  C,  mentre  C  prende  il  nome  di  evoluta  (o  sviluppata)  della 
curva  C. 

Cosi  adunque:  Ogni  curva  C  ha  una  semplice  infinità  di  evolventi 
che  sono,  sulla  sviluppabile  déUe  tangenti  di  C,  le  traiettorie  ortogonali 
ddle  generatrici. 

Dalle  (40),  derivando,  si  trae  (supposto  c-0): 

dai        s  f.      di/         s  dd         s  ^ 

às         p      '    ds         p    *  '    ds         p 

e  quindi,  contando  /  crescente  cod  s: 

(fe  ~p  ' 
e  per  ciò 

Queste  formole  dimostrano  che  la  tangente  àWevolvente  è  parallela, 
ed  opposta  in  direzione,  cMa  normale  principale  délV evoluta. 

Occupiamoci  ora  del  problema  inverso: 

Trovare  tutte  le  evolute  di  una  curva  data  C.  Indicando  con  C  una 
qualunque  delle  evolute  cercate,  essa  dovrà  essere  lo  spigolo  di  regresso 
di  una  sviluppabile  formata  con  una  semplice  infinità  di  normali  della 
curva  C.  Se  riferiamo  il  punto  M'  dell'evoluta  C,  giacente  nel  piano 
normale  in  M  all'evolvente  C,  alla  normale  principale  ed  alla  binormale 
come  assi  mobili  ausiliarii,  e  indichiamo  le  relative  coordinate  di  M' 
con  w,  V,  per  le  ordinarie  coordinate  ixf,  y',  /  di  M'  avremo: 

oi  =  x+ui-\'V\  ,   y' =  y+t« Tj+t; li  ,   z'  =  z-\-uZ-\-vy. 

Si  tratta  ora  di  determinare  u,  v  in  funzione  di  5  in  guisa  che  la 
tangente  in  M'  alla  C,  luogo  di  M',  sia  precisamente  la  normale  M'M 
della  C;  dovremo  esprimere  cioè  che 

d^     ^     d^ 
ds  '  ds  '   ds 
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sono  ordinatamente  proporzionali  a 

Esegnendo  le  derivazioni,  si  trovano  subito  per  u,  v  le  condizioni 

seguenti 

1    /"du   .    v\        1    /efo       u  \ 

ovvero 

dv         dp 


M  =  p 


P^-*'ds        1 


p»+»«  T 

r  ultima  delle  quali  integrata  dà 


are  tg  -  =  /    -^  +  e, 

cioè 

»  =  P  tg(t+c), 

dove  e  è  una  costante  arbitraria,  e  si  è  posto 


=i 


0    T- 

n  problema  proposto  si  risolve  adunque  con  una  quadratura  mediante 
le  formole: 

(41)  a<=a:+p€+ptg(t+c)X,  y'=y+pTi+ptg(^)|i.,  ;2^  =  2f+pC+ptg(t+c)v. 

Osserviamo  le  formole 
(41*)    a'  =  cos  (t+c)  6  +  sen  (t+c)  X  ,   p'  =  cos  (t+c)  ir)  +  sen  (t+c)  (i , 
/  =  cos  (t+c)  C+  seii  (^+^)  V , 

che  seguono  immediatamente  da  queste;  ne  risulta:  Vangalo  chetatane 
f^ente  cJVevoluta  forma  cotta  normale  principale  deU'evolvente  è  dato  da  t-i-c. 
Corrispondentemente  agli  infiniti  valori  della  costante  e  nelle  (41), 
abbiamo  oo^  evolute  della  curva  data  C,  tutte  tracciate  sulla  sua  svilup- 
pabile polare.  Poiché  inoltre  la  normale  principale  di  ogni  evoluta  è 
parallela  alla  tangente  della  evolvente,  ed  è  quindi  la  normale  della 
sviluppabile  polare,  vediamo  che  tutte  le  evolute  sono  geodetiche  della 
sviluppabile  polare.  Se  si  spiega  questa  sviluppabile  in  un  piano,  le  evolute 
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si  cangiano  in  un  sistema  di  rette  e  precisamente,  come  si  può  dimo- 
strare, in  un  fascio  di  rette  ^^K 

Si  osservi  che  se  la  evolvente  è  una  curva  piana,  essa  ha  una  sola 
evoluta  piana,  il  luogo  dei  suoi  centri  di  curvatura;  le  altre  evolute  sono 
eliche  del  cilindro  retto  (sviluppabile  polare)  che  ha  per  base  revoluta 
piana. 

Un  teorema  molto  importante  per  le  sue  applicazioni  risulta  dalFos- 
servazione  fatta  sopra  sul  signilScato  geometrico  di  r+c  nelle  (41),  (41*). 
Se  consideriamo  due  diverse  evolute,  corrispondenti  ai  valori  Ci,  C2  della 
costante  arbitraria  e,  la  diflFerenza  (r+Ci) -(T+Ct)=Ci— c^  rappresenta 
l'angolo  compreso  fra  le  due  tangenti  alle  rispettive  evolute,  uscenti  da 
un  medesimo  punto  M  della  evolvente,  onde  risulta: 

A)  Le  tangenti  a  due  diverse  evolute,  tiscenti  da  un  medesimo  punto 
della  evòlvente  C,  formano  fra  loro  un  angolo  costante  lungo  C. 

È  utile  enunciare  questo  teorema  sotto  forma  alquanto  diversa,  così: 

B)  Se  le  generatrici  di  una  superficie  sviluppabile  si  fanno  rotare 
attorno  ai  rispettivi  punti  d'incontro  con  una  loro  traiettoria  ortogonale, 
nel  piano  normale  di  questa,  di  un  angolo  costante,  il  luogo  dette  nuove 
posizioni  delle  generatrici  è  un'altra  superficie  sviluppabile. 

§.  19. 
Traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  00^  di  piani. 

n  metodo  tenuto  al  §.^recedente  per  trovare  le  evolute  di  una 
curva  data  può  applicarsi  alla  risoluzione  dell'altro  problema:  Determi- 
nare tutte  le  curve  Qf,  di  cui  una  curva  assegnata  C  è  il  luogo  dei  centri 
ddle  sfere  osculatrid.  Siccome  i  piani  osculatori  di  C  debbono  essere  i 


(^)  Anticipando  sulle  nozioni  del  prossimo  capitolo  III,  osserviamo  che  se 
nelle  (41)  si  considera  e  come  variabile,  e  ponendo 

:E, 


C08  (t+c) 

si  costruisce  il  quadrato  dell'elemento  lineare  della  sviluppabile  polare,  si  trova 

elemento  lineare  del  piano  in  coordinate  polari,  il  che  dimostra  la  proprietà 
enunciata  nel  testo. 
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piani  normali  della  C,  la  ricerca'  proposta  equivale  evidentemente  a 
quella  delle  curve  C  che  tagliano  ortogonalmente  una  serie  assegnata  od^ 
di  piani.  Se  C  è  una  tale  curva,  ed  M' il  punto  ove  essa  incontra  orto- 
gonalmente il  piano  osculatore  della  C  in  M,  fissiamo  la  posizione  di  M^ 
in  questo  piano  mediante  le  sue  coordinate  cartesiane  ortogonali  u,  v, 
riferite  alla  tangente  ed  alla  normale  principale  come  assi.  Per  le  ordi- 
narie coordinate  oi^ij^J  di  M'  avremo  così: 

(42)  a^  =  ic+tta+vS  ,   ìf  =  y-\ru^\vi\  ,   /  =  i0f+ttY+vC, 

e  la  condizione  imposta  aUa  C,  luogo  di  M',  porta  c"^®  T"  '  ^  »  T" 

siano  proporzionali  a  X,  {i,  v;  troviamo  cosi  per  le  funzioni  incognite  u,  v 
di  a  le  equazioni 

dv ^u_      dtt V 

d&  p   '   &        p         ' 

dopo  di  che  si  avranno  le  formolo: 

(42*)  ^=-T  ^  '    1=-T  «^  '    &  =  -T  ^- 

Cangiando  la  variabile  indipendente  s  col  porre 


Cds 

V7' 


avremo 

dv      du 

«"-di'  ^="*'-p 

cioè 

do' 


x  +  v  =  9^ 


da  cui  integrando 

t;  =: e cos 0+^ sen a— cos a  1  sena  efo+sen o  / cos o  (fe , 

essendo  e,  <f  costanti  arbitrarie.  Successivamente  avremo 

«=  —  ^  =  e  seno— e' coso  — sena  /  senacfe-coso /coso  ds 

e,  sostituendo  questi  valori  di  m,  v  nelle  (42),  avremo  cosi  'determinate 
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con  quadrature  le  curve  C  richieste,  le  quali  costituiscono,  come  era 
geometricamente  evidente,  una  doppia 'infinità. 

Analogamente  come  pel  problema  del  §.  15,  osserviamo  (cf.  pag.  30) 
che  i  valori  delle  incognite  u,v  e  quindi  quello  R  =  V^^  +  t;^  del  raggio 

della  sfera  dipendono  unicamente  dalla  flessione  —  .  Torcendo  comunque 

la  curva  C,  che  seco  trascini  i  suoi  piani  osculatori,  il  luogo  dei  medesimi 
punti  M'  sarà  sempre  una  curva  C  ortogonale,  a  questi  piani.  In  parti- 

colare  se  si  rende  ->p  =  0,  le  (42*)  dimostrano  che  a/,  /,  /  si  riducono 

costanti,  cioè  la  curva  C  si  riduce  ad  un  punto.  Dopo  ciò  possiamo 
presentare  la  soluzione  geometrica  del  nostro  problema  (problema  di 
Jamet)  sotto  la  elegante  forma  seguente  dovuta  al  prof.  Cesare  (^):  DcUa 
una  curva  C,  per  costruire  tutte  le  serie  di  sfere  che  hanno  i  centri  sopra  C 
e  risultano  osculatrici  di  una  curva  C\  si  trasformi  G,  aUerandane  scio 
la  torsione,  in  una  curva  piana  T  e  si  considerino  le  sfere  che  hanno  i 
centri  suT  e  passano  per  un  punto  fisso  M'  del  suo  piano.  Se  la  curva  F, 
trascinando  seco  rigidamente  le  sfere,  riprende  la  forma  C,  le  nuove  sfere 
osculeranno  una  curva  C\  luogo  delle  nuove  posijnoni  di  M\ 


§.  20. 
Trasformazione  di  Combescore  per  le  curve. 

Date  due  curve  C,*Gi,  se  è  possibile  stabilire  una  tale  corrispondenza 
fra  le  due  curve  che  ad  ogpi  punto  M  di  G  corrisponda  un  punto  Mi 
di  Gì  in  guisa  che  le  tangenti  in  due  punti  corrispondenti  risultino  sempre 
paraUéle,  diremo  che  le  due  curve  si  ottengono  l'una  dall'altra  per  tra- 
sformazione di  Conibescure  ^"^ .  Perchè  due  curve  G,  Gì  siano  trasformate 
di  Gombescure  Tuna  dell'altra  è  evidentemente  necessario  e  suffi- 
ciente che  abbiano  a  comune  T  indicatrice  sferica  delle  tangenti,  come 
accade  p.  e,  per  due  curve  omotetiche,  o  per  due  curve  piane  in  piani 
paralleli.  Siccome  poi,  dalle  formole  di  Frenet,  risulta  che  la  tangente 


(^)  Lezioni  di  geometria  intrinseca,  pag.  146. 

(*)  La  trasformazione  di  Combescure  si  applica  veramente  ai  sistemi  tripli 
di  superficie  ortogonali  che  più  tardi  studieremo  ;  applicata  alle  curve,  conduce 
appunto  alle  relazioni  geometriche  considerate  nel  testo,  e  sembra  quindi  con- 
veniente adottare  la  stessa  denominazione. 
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all'indicatrice  sferica  delle  tangenti  di  una  curva  è  parallela  alla  normale 
principale  di  quest'ultima,  vediamo  che:  Se  la  curva  Ci  si  ottiene  per 
trasformamne  di  Combescwre  dalla  curva  C,  le  tre  direzioni  principali 
in  un  punto  Mi  di  Ci  sono  rispettivamente  parallèle  aUe  tre  direzioni 
principali  corrispondenti  nd  punto  corrispondente  M  di  C. 

In  particolare  i  piani  osculatori  di  C,  Ci  in  due  punti  corrispondenti 
M,  Mi  saranno  fra  loro  paralleli  ;  viceversa  si  vede  subito  che  se  due 
curve  C,  Ci  si  corrispondono  punto  a  punto  in  guisa  che  i  piani  osculatori 
in  due  punti  corrispondenti  M,  Mi  siano  paralleli,  le  due  curve  saranno 
trasformate  l'una  dell'altra  per  trasformazione  di  Combescure. 

Da  queste  osservazioni  risulta  che  la  costruzione  geometrica  per 
dedurre  da  una  curva  data  C  una  qualunque  sua  trasformata  di  Com- 
bescure è  la  seguente:  Ad  ogni  piano  osculatore  della  curva  G  si  conduca 
un  piano  paraUdo  ad  una  distanzia  arbitraria,  variabile  con  continuità 
al  variare  del  piano  osculatore  di  C;  la  sviluppabile  inviluppo  dei  nuovi 
piani  avrà  per  spigolo  di  regresso  una  trasformata  Ci  di  Combescure  della 
curva  dola. 

Ritenendo  per  la  curva  C  le  consuete  notazioni,  e  denotando  gli  ele- 
menti corrispondenti  di  una  trasformata  Ci  di  Combescure  coli' apposi- 
zione dell'indice  1,  le  formolo  che  definiscono  la  Ci  saranno  evidente- 
mente le  seguenti: 


(43) 


^i=J^f(s)d8,  yi=pf{s)ds,   J^i=Jtf{s)d8, 


indicando  f{s)  una  funzione  arbitraria  di  s  ^^K  Per  le  equazioni  intrin- 
seche della  Ci  avremo  quindi 

j        ^^\  j        dsi       ds       dsi       ds 
ds,=f(s)d8  ,    —=:.—  ,   -i  =  _  , 
pi         p         li        1 

cioè 

(44)  $  =  /'W  '    9i-pm  ,   T.  =  Tf(s). 

Se  ne  deduce  in  particolare  y  ~  Y  *  ^^^  ^^  proprietà  della  tra- 
sformazione di  Combescure  di  lasciare  inalterato  il  rapporto  fra  le  due 
curvature. 


(<)  Se  si  prende  per  f{8)  un  valore  costante  si  avrà  nna  trasformata  omoteiiea 
della  e. 
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§.  21. 
Curve  a  flessione  costante  ed  elica  sferica. 

Fra  le  trasformate  di  Combescure  di  una  qualsiasi  curva  C  vi  ha 
sempre  una  curva  a  flessione  costante,  con  valore  assegnato  per  la  prima 
curvatura,  per  es.  con  pi  =  1.  Per  ottenere  questa  particolare  trasformata, 

1  • 

basta  porre  evidentemente  f{s)=  - .  Dunque,  data  una  curva  qualunque  C, 

P 
le  quadrature 


/ads  fQ  ds  p 


7  & 


ci  danno  la  trasformata  Ci  di  Combescure  a  flessione  costante  =  1.  Se 
si  osserva  poi  che 

—  =  ^dJ^+WTW  =  da , 
si  vede  che:  le  formale 
(45)  X  =j  aéh  ,   y  =1  ^  eh  ,   z  «=  /  7  eh  , 

dove  OL,  p,  7  sono  fimjsioni  arbUrcme  di  un  parametro,  legante  dotta  rdemane 

a«+p*+7*=l,  e 

(45*)  (fa=V*?+^P*+*?, 

d^niscono  la  più  generale  curva  a  flessione  costante  —  =:  1 . 

Applichiamo  ancora  la  trasformazione  di  Combescure  alla  ricerca 
deU'éJica  sferica. 

Per  questo  osserviamo  dapprima  in  generale  che  dalle  (44)  si  hanno 
le  formolo: 

.    T.|:  =  T(p/)', 

gli  accenti  indicando  derivate  rapporto  ad  s.  Se  sì  vuole  adunque  che 
la  trasformata  Ci  di  Combescure  della  C  sia  descritta  sopra  una  sfera 
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di  raggio  =  1,  si  dovrà  determinare  f  dalla  equazione 

che  integrata  dà 

pf=sen(z+c)  y   '^  =  j    Y' 

dove  e  è  una  costante  arbitraria.  La  trasformata  sferica  richiesta  sarà 
quindi  definita  dalle  quadrature 

/^/.N            /'asen(t+c)(fo              A  sen (r+<j) efe              f^sen(x+c)ds 
(46)  a,=j .  y.=j .  ..=j . 

È  chiaro  che  la  semplice  infinità  di  curve  sferiche  cosi  determinate 
ci  darà  le  traiettorie  ortogonali  di  quel  sistema  di  circoli  massimi  della 
sfera  che  giacciono  nei  piani  condotti  pel  centro  parallelamente  ai  piani 
normali  di  C.  Cosi,  colle  formolo  precedenti,  è  risoluto  per  quadrature 
il  problema  di  trovare  le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  oo^  di 
circoli  massimi  (geodetiche)  della  sfera. 

Applichiamo  in  particolare  il  risultato  precedente  alla  ricerca  delle 
eliche  sferiche,  di  quelle  curve  cioè,  tracciate  sulla  sfera,  le  cui  tangenti 
sono  inclinate  di  un  angolo  costante  sopra  una  direzione  fissa.  Esse  sono 
le  trasformate  sferiche,  per  trasformazione  di  Combescure,  di  un'elica 
circolare,  ossia  le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  di  circoli  massimi 
della  sfera  tangenti  ad  un  medesimo  circolo  minore.  Se  partiamo  dalle 
equazioni  dell'elica  circolare 

a;  =  cos  w  ,   y  =  sen  tt  ,   j»  =  w  cot  e , 

tracciata  sul  cilindro  retto  di  raggio  =  1,  dove  e  denota  Tangolo  costante 
d'inclinazione  deUe  tangenti  sulle  generatrici,  avremo 


t*  1  8         1 

—  =  setf  e  ,   7i^  =  sen  8  cos  e , 

sen  e  p  '    T 


indi 


~7  T  - 


ti  COS  6 


(>>  Propriamente,  per  le  osservazioni  al  §.  17,  l'equazione  del  testo  noii  è 
caratteristica  delle  (Airve  sferiche,  ma  potrebbe  ancora  appartenere  ad  una  curva 
con  Pi=»p  f=lt  ciò  che  viene  escluso  nel  testo  lasciando  da  parte  l'integrale 
sin^lare  p^— 1. 
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ed  applicando  le  (46)  col  porre  c  =  0  (^),  ed  eseguendo  le  quadrature,  si 
ottengono  le  formolo  seguenti  che  definiscono  Telica  sferica: 

sen'e  |sen(M(H-cose))  ^  sen(^(l  -coss)) 

*~     2      I        14-C08S  1— cose 

_  sen'e  (cos  (u  (l+cose))       cos(ti(l -cose)) 


^  2      /        1+cose  1— cose 

Zi  =  sen  e  cos  {u  cose) . 

È  da  osservarsi  che  se  Tangolo  e  corrisponde  ad  un  valore  razionale 
di  cos  e,  Telica  sferica  è  una  curva  algebrica  razionale. 

» 

§.  22. 
Traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  oo^  di  sfere. 

Passiamo  ora  a  trattare  per  un  sistema  cd^  di  sfere  il  problema  già 
risoluto  al  §.19  per  un  sistema  di  piani,  il  problema  di  trovare  le 
loro  OD*  curve  traiettorie  ortogonali.  I  risultati  che  qui  faremo  conoscere 
sono  dovuti  a  Darboux  che  li  ha  esposti,  sotto  altra  forma,  a  pag.  35  e  ss. 
delle  Legons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvUignes 
(Tome  I). 

Per  definire  il  sistema  oo^  di  sfere,  daremo  <*>  la  curva  C  luogo  dei 
centri  delle  sfere,  per  la  quale  riterremo  le  consuete  notazioni,  ed  inoltre 
il  raggio  R  della  sfera  come  funzione  dell'arco  s  di  C.  Un  punto  qua- 
lunque M'  =  (sf,  f/y  y)  di  una  delle  sfere  potrà  definirsi  colle  formole 

!aj'  =  a:-fRsen9co8  9a-fR  sen  9  sen  9  S  -f  R  cos  6  X 
j/  =  y  +  R  sen  e  cos  ?5  p  +  R  sen  9  sen  f  Tf]  -f-  R  cos  9|i. 
y  =  2J  -f  R  sen  9  cos  9  Y  +  R  8611 8  sen  (p  C  +  R  cos  9  V , 

dove  R,  9,  y  sono  le  coordinate  polari  di  M',  riferito  al  triedro  principale 
di  C  in  M.  Per  una  curva  C  ortogonale  a  tutte  le  sfere  dovranno  essere 
9,  tp  tali  funzioni  di  s  che  le  tre  derivate 

cb^      d^      ^ 
~ds   '    ds    '   ds 


(^)  È  chiaro  geometricamente  che,  dando  a  e  un  altrd  valore,  si  ottiene  la 
curva  stessa  spostata  sulla  sfera  per  rotazione  attorno  all'asse  polare  (asse  Oz) 
(*)  Lasciamo  da  parte  |1  caso  ovvio  di  un  sistema  di  sfere  concentriche. 
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risaltino  proporzionali  ai  binomii 

Un  semplice  calcolo  conduce  alle  equazioni  differenziali  del  !.<>  ordine 
per  e,  y: 


(48) 


d6    ,   sen^   ,   cos6  cos?) 
&+    T     +— R        =« 

^  -i.  -1  -L  ^Q^  ^  C08  y  __  sen  y  J^  _ 
d5  "^  7  ^  T  sene  R  "~  "  ' 


A  queste,  come  già  alle  (13)  pag.  17  che  ne  sono  un  caso  particolare 
per  ^  =  0,  si  può  sostituire  un'unica  equazione  del  tipo  di  Riccati, 
introducendo  anche  qui  la  variabile  complessa  sulla  sfera 

0  =  R  cot  -  e*?  ; 
SÌ  trova  così  Tequazione: 

^^"^  ^         ds         2T  ^  2E^  \R  ds        pj     ^  2T       2R  ' 

dalla  quale  inversamente,  scindendo  il  reale  dall'immaginario,  seguono 
le  (48). 

Dunque:  Dato  un  sistema  od^  di  sfere,  la  deùerminazione  delle  laro 
traiettorie  ortogonali  dipende  dalla  integrcusùme  di  un'equazione  di  Riccati; 
U  problema  si  risolve  quindi  per  quadrature,  appena  nota  una  delle  traiet- 
torie ortogonali. 

Si  può  facilmente  constatare,  con  calcolo  diretto,  che  se  una  delle 
traiettorie  ortogonali  del  sistema  di  sfere  è  nota,  l'equazione  di  Riccati 
si  riduce  lineare  e  si  integra  quindi  con  quadrature.  Supponiamo  infatti 
che  la  curva  data  C  sia  una  delle  traiettorie  ortogonali  e  sìa  R  =  R  (s) 
il  raggio  della  sfera.  Le  coordinate  a?',  f/,  sf  di  un  punto  M'  della  sfera 
si  potranno  ora  scrivere  sotto  la  forma: 

/  a^  =  a;  +  R  (1  +cos  9)  a  +  R  sen  6  cos  ?  S  +  R  sen  9  sen  ?>  X 

(49)      <  y  =  y  +  R  (1  +cos  9)  p  +  R  sen  9  cos  ?  rj  +  R  sen  9  sen  y  [i 

(  y  =  £f  +  R  (1 +COS  9)  Y  +  R  sen  9  cos  'f  C  +  R  sen  9  sen  y  v. 

Se  vogliamo  che  il  punto  M'  descriva  una  traiettoria  ortogonale  delle 
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sfere,  dovremo  prendere  per  6,  f  tali  funzioni  di  s  che 

d^      ^      d^ 
d8   '   ds   '    ds 

risultino  proporzionali  ordinatamente  a 

ciò  che  dà  per  6,  ^  le  due  equazioni  simultanee  : 

de       R'fl        ^     (l+cos9)co8  9 

-r-  =  -^5—  sen  9  —  ^^ '- ^ 

ds  B.  p 

(49*)  {  8 

^^^       cot-seny       ^ 

ds  p         "^T* 


Se  si  pone  nuovamente 


o  =  R  cot  -  e*> , 


si  trova  per  o  l'equazione 

che  è  lineare  in  —  e  integrata  dà: 


(50) 


l  =  /tì-tì-'jc-/.-/tì-^)**j. 


con  G  costante  arbitraria  (complessa);  così  il  problema  è  appunto  risoluto 
per  quadrature,  e  facendo  variare  le  due  costanti  arbitrarie  contenute 
in  C,  si  avrà  la  doppia  infinità  delle  traiettorie  ortogonali  richieste. 
Dalla  (50)  si  può  dedurre  inoltre  un'altra  elegante  proprietà  geometrica 
dei  sistemi  di  sfere,  osservata  da  Darboux.  Applicando  questa  formula 
a  due  diverse  sfere  S,  Si  della  serie,  e  indicando  con  o,  oi  le  corrispon- 
denti variabili  complesse,  segue  evidentemente  dall'eliminazione  di  C 
fra  0,  Oi  che  le  due  variabili  complesse  sono  funzioni  lineari  Tuna  del- 
l'altra. L'interpretazione  geoÉDietrica  di  questo  fatto  (come  risulterà  nel 
Gap.  Ili,  §.  52),  dà  il  teorema: 

Riguardando  in  due  sfere  qualunque  S,  Si  dd  sistema  come  punti 
corrispondenti  i  punti  d^  incontro  con  una  medesima  traiettoria  ortogonale^ 
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la  rappresentaeìcne  dàV  tma  sfera  stdl'attra  conserva  gli  angoli  ed  i  circoli 
(affinUà  circolare  di  Mòbius). 

In  fine  osserviamo  che,  se  si  vuole  nel  calcolo  superiore  evitare  T  in- 
troduzione dell'immaginario,  basta  procedere  nel  modo  seguente.  Si  as- 
sumano come  funzioni  incognite,  in  luogo  di  6,  f)  : 

tg-cos<p  =  L  ,  tg|sen(p  =  M 

e  le  (49'*')  assumeramio  la  forma  lineare 

dL       R'+l.    ,   1„  ,   1      ^ 

Queste  si  riducono  subito  alle  quadrature  col  metodo  di  D'Alembert, 
cercando  un  moltipUcatore  X  tale  che  L+XM  soddisfi  ad  un'equazione 
lineare;  Tequazione  per  X  è 

(-^  f=^. 

da  cui  integrando  si  ha 


X  =  tg(T+c)  ,  '^J''* 


'0 
Così  potremo  prendere 

Xi  =  tgT  ,  X,=  — cott 
e  le  due  incognite 


L+XiM  = 


tg-cos(t-9) 


COST 

e 
tg 

L+X,M 


tg-sen(r-(p) 


cosr 
verranno  determinate  da  un'equazione  lineare  ciascuna  ^^K 


(*)  Prendendo  per  Xj ,  X,  gli  integrali  singolari  Xj  =  t ,  X,=—  t,  si  ritornerebbe 
alle  formolo  precedenti  cogli  immaginari. 
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§.  23. 
Metodo  di  Darbonx. 

Insieme  alla  soluzione  analitica  del  problema  trattato  al  §.  precedente, 
facciamo  conoscere  anche  una  seconda  soluzione,  più  geometrica,  che  è 
appunto  quella  data  da  Darboux  (l.  e),  il  quale  ha  utilizzato  a  tale  scopo 
la  trasformazione  di  Combescure  (§.  20). 

Insieme  al  sistema  oo^  di  sfere,  dato  al  §.  precedente  eoirassegname 
la  curva  C  luogo  dei  centri  ed  il  raggio  R  =  R(5)  della  sfera,  conside- 
riamone un  altro  qualunque  che  si  ottenga  trasformando  la  curva  C  luogo 
dei  centri  in  un'altra  curva  Ci  per  mezzo  di  una  trasformazione  di 
Combescure  colle  formolo  (§.  20): 

ds^=f(s)ds,   p,  =  pf(s),   T,  =  Tf{s), 
e  nello  stesso  rapporto  riduciamo  il  raggio  della  sfera  assumendo 

Ri  =  R/^(5); 

diremo  che  il  secondo  sistema  di  sfere  è  derivato  dal  primo  per  trasfor- 
mazione di  Combescure. 

Allora  si  vede  subito  che  le  equazioni  (48)  per  6,  «p  restano  le  stesse, 
sicché,  integrando  il  problema  delle  traiettorie  ortogonali  del  sistema 
dato  di  sfere,  è  contemporaneamente  risoluto  il  problema  stesso  per 
tutti  i  sistemi  derivati  per  trasformazione  di  Combescure.  È  ben  facile 
dare  l'interpretazione  geometrica  di  questo  semplice  risultato,  ove  si 
osservi  che  due  punti  dì  due  sfere  corrispondenti,  dati  dai  medesimi 
valori  di  6,  <p,  riuniti  coi  rispettivi  centri,  danno  due  raggi  paralleli. 
Dunque:  Da  una  traiettoria  ortogonale  dd  sistema  dato  di  sfere  si  deduce 
una  traiettoria  ortogonale  del  sistema  trasformato  di  Combescure  segnando 
sopra  ogni  sfera  Si  dd  secofido  sistema  U  punto  Mi  corrispondente  ed 
punto  M,  ove  la  sfera  primitiva  S  è  incontrata  daUa  traiettoria  ortogonale. 

Così  adunque  vediamo  che,  trasformando  per  trasformazione  di  Com- 
bescure un  sistema  od^  di  sfere,  anche  le  loro  traiettorie  ortogonali 
vengono  a  subire  la  trasformazione  di  Combescure. 

Ora  l'osservazione  fondamentale  pel  metodo  di  Darboux  è  la  seguente 
che:  nota  una  ddU  traiettorie  ortogonali  C  dd  sistema  di  sfere,  si  può 
con  quadrature  sostituirvi  un  sistema  trasformato  di  Combescure  nd  quale 
tutte  le  sfere  passino  per  un  punto  fisso. 
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Per  dimostrarlo,  teniamo  per  la  curva  C  le  consuete  notazioni  e 
saranno 

le  coordinate  del  centro  della  sfera.  Tiriamo  per  un  punto  fisso,  p.  e.  per 
Torìgine  0,  un  segmento  Ri  (da  determinarsi  in  funzione  di  s)  parallelo 
alla  tangente  in  {x,  y,  d)  alla  C  ;  saranno 

d?!  =s  Bi  a  ,   J/i  =  Ri  P  >   «1  =  Ri  Y 

le  coordinate  delFestremo,  e  affinchè  la  sfera 

(X-a:i)*  +  (Y  -yi)«  +  (Z-ìtO»  =  RJ 

descriva  il  sistema  trasformato  di  Combescure  dovremo  determinare  R, 
in  funzione  di  5  in  guisa  che  si  abbia: 

dxi  ^  dffi     d0i  _dXo  ^  dyo  ^   cbp 
ds'd8'd$~ds'ds*d8' 

Queste  condizioni  danno  subito  per  Ri  Tequazione 

R\  _  1+R^ 
Ri  ~     R 

e  quindi  integrando 

Rj  =  CRe^ «  (C  costante). 

Ma  viceversa  il  sistema  così  ottenuto  è  effettivamente  trasformato  di 
Combescure  del  primitivo,  poiché  si  verifica  subito  che  si  ha 

dbi  _  &o 
Ri  ~  R  • 

indicando  om  cfob»  àsx  gli  elementi  d'arco  delle  ri)S|»ettive  curve  luogo 
dei  centri. 

Ridotto  così  il  sistema  di  sfere  a  passare  per  un  punto  fisso,  un'in- 
versione per  raggi  vettori  reciproci,  col  centro  in  questo  punto  fisso,  cangia 
le  sfere  in  nn  sistema  00^  di  piani  e  le  traiettorie  ortogonali  delle  sfere 
neUe  traiettorie  ortogonali  dei  piani,  poiché,  come  è  ben  noto,  la  detta 
inversione  conserva  gli  angoli.  Il  problema  generale  è  così  ridotto  in 
fine  a  quello  speciale  del  §.  19  e  si  risolva  quindi  per  quadrature. 
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§.  24. 
Curve  di  Bertrand. 

Chiuderemo  questo  primo  capitolo  coll'esame  di  un  problema  proposto 
e  risoluto  da  Bertrand.  Partiamo  dal  risultato  ottenuto  alla  fine  del  §.  17, 
secondo  il  quale  le  curve  a  flessione  costante  si  presentano  a  coppie 
aventi  a  comune  le  normali  principali  e  domandiamo  di:  determinare 
tutte  le  curve  G  che  ne  ammettono  una  seconda  C  avente  le  stesse  normali 
principali  di  C.  Indicando  cogli  accenti  le  quantità  relative  a  (T,  per  le 
coordinate  a/,  f/^  sf  del  punto  corrispondente  al  punto  M^(:r,  y,  2;)  di  C 
avremo 

(51)  sf^xi-ki  ,  y'  =  y+it),  /  =  5+JbC, 

ove  k  indica  il  tratto  di  normale  principale  MM'.  Ora,  essendo  per  ipo- 
tesi MM'  normale  in  M'  aUa  C,  dovremo  avere  in  primo  luogo 

.  daf  ,       dJ  ,   ^  ds! 

il  che  dà 

-=-  =  0  ,   ossia  k  =  costante. 
ds 

In  secondo  luogo  dalle  (51),  derivando  e  ponendo 

1_*  _* 

(52)  cos  0  = ^     ,  sen  o  = 


otteniamo 

(53)    a'  =  aco8o+X8eno  ,   p'==pco8o+|iseno  ,  /««ycos  3+v8eno, 

dove  0  indica  dunque  T  angolo  delle  due  tangenti  in  M,  M".  Derivando 
nuovamente  le  (53),  dalle  formole  di  Frenet  e  dall'ipotesi  che  Q!  abbia 
le  stesse  normali  principali  della  C  deduciamo 

0  e»  costante, 

e  quindi  dalle  (52)  il  teorema:  La  cmva  C  deve  a/oere  le  due  euroabure 
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ìegaie  dalla  rdaeUme  Hneare: 

,^,^  A;  cos  0       Jbsen  0   , 

(54)  —T^ — +  8en<3  =  0.     . 

Viceversa  supponiamo  che  una  curva  C  abbia  le  curvature  legate 
dalla  equazione  lineare 

(54*)  à  +  2  +  C  =  0, 

senza  che  siano  costanti  insieme  p,  T  (caso  dell'eUca  circolare).  Identi- 
ficando la  (54)  colla  (54*)  troveremo  allora  una  seconda  curva  (T  colle 
stesse  normali  principali  di  C,  la  quale  sarà  pienamente  determinata 
dalle  formolo 

(55)  ^'^"C  '   *8^=  ""a* 

ed  è  chiaro  che  le  due  curvature  della  G  soddisferanno  alla  medesima 
relazione  (54*).  Nel  caso  delP  elica  circolare  invece  si  potrà  pren- 
dere k  affatto  ad  arbitrio;  dunque:  le  traiettorie  ortogonali  détte  normali 
principali  di  un'elica  circolare  hanno  tutte  a  comune  le  normali  principali. 
La  superficie  delle  normali  principali  di  un'elica  circolare  si  presenterà 
più  tardi  in  questi  studi  come  dieoide  rigata  ad  area  minima. 

§.  25. 
Determinaiione  di  tutte  le  cunre  di  Bertrand. 

Le  curve  che  soddisfano  airequazione  intrinseca  (54*)  diconsi  curve 
di  Bertrand.  Esse  si  presentano  a  coppie  aventi  a  comune  le  normali 
principali  e  le  loro  tangenti  in  due  punti  corrispondenti  fanno  un  angolo 
costante  o. 

Come  già  al  §.  21  per  le  curve  a  flessione  costante,  così  per  le  curve 
generali  di  Bertrand  possiamo  dare  per  quadrature  le  equazioni  esplicite 
di  queste  curve,  applicando  la  trasformazione  di  Combescure.  E  infatti 
basta  osservare  che,  data  ad  arbitrio  una  curva  C,  essa  ammette  fra  le 
sue  trasformate  di  Combescure  una  curva  Ci  di  Bertrand  le  cui  curvature 
soddisfano  la  relazione  lineare  prefissata 

^  +  ?-  +  c  =  o. 

Pi      11 
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che  per  le  (44)  pag.  41  ci  dà 

IntrodiKeiìdo  questo  valore  di  fis)  néUe  (43)  si  ayrà  appunto  una 
curva  Ci  di  Bertrand. 

Possiamo  risolvere  la  medesima  questione  in  questo  secondo  modo. 
Proponiamoci  per  ciò  il  problema:  Data  4na  curva  C,  trovarne  una  se- 
conda  G  che  corrisponda  atta  C  per  eguaglianza  d^archi  ed  abbia  in  ogni 
punto  la  normale  prvndpale  parallela  a  quella  nel  punto  corrispondente  di  C. 

Indicando  con  o  l'angolo  di  due  tangenti  corrispondenti  a  C,  CT,  avremo 

(56)  a'=aco8o+Xsen<3  ,  p'=pcoso+|tseno  ,  /=ycoso+vs«io 
e  per  ipotesi 

(56*)  e'  =  ±£,  V=±>1»  c  =  ±c. 

Derivando  le  (56),  ne  risulta  subito 

o  =  costante 
e  per  ciò  la  curva  cercata  (T  dovrà  essere  data  dalle  formolo: 

(57)  a?'  =  /  (a  cos  ^+X  sen  o)  (fo  ,  ^  =1  (^  cos  o+[i.  sen  o)  ds  , 

/  =  /  (y  cos  o+v  sen  o)  ds. 

Ma  viceversa,  dando  a  o  un  qualunque  valore  costante,  le  (57)  defi- 
niscono (a  meno  di  una  traslazione)  una  curva  C  che  sta  colla  C  nella 
relazione  domandata.  Dalle  (56),  (56^*")  deduciamo  poi 

(66**)         X'  a=  ±  X  cos  o=Fa  sen  0  ,  (l'  «=±  (i  cos  o^P  sen  o  , 

v'  =  dt^  cos  ohFt  ^^  0 

e  dalle  (56),  (56*),  (56^*^  seguono  per  derivazione  le  formole 

1       ,  /cos  0  .  sen  o\ 

j  1   coso  _  seno 

\t~       T  p    * 

cioè  le  due  curvature  della  (T  sono  combinazioni  lineari  ed  omogenee 
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di  quelle  della  C;  inoltre  si  osserverà  che:  la  somma  dei  quadrati  détte 
due  curvature  è  un  invariante  per  questa  trasformaeione. 

È  chiaro  cosi  che  le  trasformate  di  ogni  curva  di  Bertrand  sono 
altrettante  curve  di  Bertrand;  in  particolare  ogni  tale  curva  ha  una 
trasformata  a  flessione  costante,  le  più  generali  cirve  di  Bertrand  si 
ottengono  adunque  applicando  la  presente  trasformazione  alle  curve  a 
flessione  costante  già  determinate  al  §.21. 

In  fine  osserviamo  il  caso  particolare  della  nostra  trasformazione  nel 

quale   si   faccia  a»--:  le  formale 


x'  =  l'kds  ,  f/  =  I  ^ds  ,   z'  =  jy  ds 


definiscono  una  curva  C,  corrispondente  per  uguaglianza  d'arco  atta  C; 
le  due  curvature  e  le  direzioni  detta  tangente  e  deUa  hvnormale  vengono 
per  la  trasformaeicne  permutate. 
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Fornie  differeniialì  qnadntiehe 


Forme  quadratiche  al^briohe.—  Definisione  degli  inTarianti  e  i^arametri  differenaiali  di  ima 
forma  differeiuiale  quadratica.—  Parametro  dìfferensiale  primo  AjU.—  Parametro  dif- 
ferenxiale  misto  ^(U,  V).—  EqnÌTalensa  di  due  forme  differensiali  quadratiche.—  Eqaa- 

rioni  fondamentali  di  ChristoffeL—  Simboli  di  Chrìstoffel  a  tre  indici  K       *  )^i  I  *~~ 

Deriyate  seconde  covarianti. —  Parametro  differenziale  secondo  A^  U.—  Condùrioni  di 
integrabilità  delle  eqnasioni  di  Chrìstoffel  e  simboli  a  quattro  in^ci.—  Curvatura  di 
una  forma  difierenxiale  binaria.—  Forma  trUineare  covariante  a  due  forme  differensiali 
quadratiche  simultanee.  —  Ridusione  di  due  forme  binarie  simultanee  a  forma  ortogonale. 

§.  26. 
Forme  quadratiche  aOgebriche. 

Per  la  trattazione  sistematica  della  teorìa  delle  superficie  nell'indi- 
rizzo inaugurato  da  Gauss,  a  cui  il  presente  corso  è  informato,  è  indi- 
spensabile che  premettiamo  alcune  nozioni  fondamentali  sulla  teoria  delle 
forme  differenziali  quadratiche.  Questo  sarà  l'oggetto  dell'attuale  capitolo, 
ove  del  resto  ci  limiteremo  a  quanto  è  necessario  al  nostro  scopo  ^^K 
I  semplici  algoritmi,  che  desumeremo  da  questa  teoria,  ci  permetteranno 
di  condensare  in  poche  formolo  trasparenti  le  equazioni  fondamentali 
della  teoria  delle  superficie. 

Ci  converrà  premettere  con  Beltrami  (l.  e.)  un  breve  cenno  sui  teo- 
remi algebrici  relativi  alle  forme  quadratiche.  Consideriamo  una  forma 


(^)  Le  principali  memorie  che  hanno  servito  alla  redazione  di  questo  capitolo 
sono  le  seguenti  : 

Bbltrami.  —  Sulla  teoria  generale  dei  parameM  differenziali,  (Atti  dell'Ac- 
cademia di  Bologna,  25  febbraio  1869). 

Chbistoffbl.  —  Uèber  die  Transformation  der  homogenen  Differenhalat^ 
sdrUcke  zweiten  Grades.  (Creile  's  Journal,  Bd.  70). 

Bicci.  —  1.*  Sui  parametri  e  sugli  intxirianH  delle  forme  quadratiche  diffe- 
renziali. (Annali  di  matematica,  s.«  2*,  t.  XIV).  —  2.*  Delle  derivazioni  covarianti 
e  controvarianti.  (Padova  1888). 

Whinoabtbn.  —  Ud)er  die  Theorie  der  aufeinander  abwickelbaren  Oberflàchen. 
(Festschrift  der  Tecnischen  Hochschule  zu  Berlin  1888). 
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(1) 


f  =^€L,9XrX9      iflft^aa^^ 


dove  la  sommazione  indicata  si  riferisce  a  tutte  le  combinazioni  dei  due 
indici  r,  s  prese  dalla  serie  1, 2, ...  n.  Rispetto  ai  coefficienti  (costanti)  art 
supporremo  solo  che  il  determinante 


a  = 


«11      0,11  • 

«fi    ««. 


«in 
«in 


«ni     «nt-  •  •  Onn 


che  dicesi  il  discriminante  della  forma,  sia  diverso  da  zero.  Cangiamo  le 
yariabili  x  nelle  nuove  variabili  a!  colla  sostituzione  lineare  omogenea 

1...H 

(2)  Xr  =  ^priXi   (r=l,  2,...n), 

gli  n'  coefficienti  (costanti)  pri  essendo  soltanto  supposti  tali  che  il  de- 
terminante 

1^11     Pvk  •  •  •  jPin 


P  = 


Pn     Pn'  »  » Ptn 


Pnl    Pni' 


(o  modulo  della  sostituzione)  sia  diverso  da  zero,  come  è  necessario, 
essendo  le  XiyXt,...Xn  indipendenti.  Per  la  sostituzione  (2)  la /* si  cangia 
in  una  nuova  forma  quadratica  f  nelle  af: 

(3)  r  =  2  ^r.  a^rOJ',, 

i  nuovi  coefficienti  aV«  essendo  espressi  per  gli  antichi  a  e  pei  coeffi- 
cienti p  della  sostituzione  colla  formola 


(4) 


1 ..  .• 

«'r«  =  2  O'ikPirPkt' 


Da  queste,  indicando  con  c^  il  discriminante  della  /",  segue,  per  la 
regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti,  il  teorema  fondamentale 
espresso  dalla  formola 

(5)  a'  =  aP*. 
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Pongasi  ora 

da  coi,  risolTMido  rispetto  alle  x: 

(6*)  xt=^%ku^, 

dove  con  Ajt«,  come  costantemente  in  seguito,  si  indica  U  complemetUo 
algèbrico  di  au  nd  discriminante  a,  dùnso  per  a  stesso.  Avendo  riguardo 
alle  (6), (6*),  si  formi  la  somma  ^XrXr  e  risulterà:  ' 

r 
1...»  l...a  1...»  • 

2  Xr  a?r  =  2  ^*  ^'"  ^*  ^^  2  ^^*  ^  ^" 

La  forma  quadratica 
(7)  F='2Ar.X,X, 

si  trasforma  nella  f  colla  sostituzione  (6),  come  inversamente  la  f  nella  F 
colla  (6*)i  che  può  anche  scrìversi 

_  1    3F 

^*~  2"  3XÌ* 

Come  si  vede,  la  relazione  fra  jT  e  F  è  reciproca  e  le  due  forme 
quadratiche  f,  F  diconsi  per  ciò  forme  reciproche. 

Supponiamo  ora  che,  mediante  la  sostituzione  lineare  (2),  la  f  si 
trasformi  nella  f  e  sia 

1...» 

F'  =  2)   A'r,  X'r  X'« 

k  reciproca  di  f.  Ora  mediante  la  sostituzione 

1...H 

la  F  si  cangia  nella  f,  questa  poi  nella  f  mediante  la  inversa  della  (2) 

cioè  colla 

1...» 

2 

< 

(dove  con  P^  indichiamo  il  complemento  algebrico  di  jpo  in  P,  diviso 


a^i  =  2  ^i'  ^i 
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per  P  stesso)  ed  in  fine  la  f  si  cangia  nella  F  mediante  la  (6*)  o 

Colla  sostituzione 
(8)  Xr^'^a'r.Vuka^, 


composta  di  queste  tre  successive,  la  F  si  trasforma  dunque  nella  F.  Se 
nella  (8)  sostituiamo  ad  a'm  il  suo  valore  dato  dalla  (5): 

l...n 

a'r,  =   2    ^^  Pxr  hs  » 

X,  jx 

abbiamo 

l...n 

X'r    =        2        ^Ji  ^ik  P\r  P^8  ^i8   ^k  • 

Ma  se  ai  indica  con  Sr,  V  unità  quando  r = «,  e  lo  zero  quando  r^^a^  si  ha 

2^[i«  ^i8—  S> 
e 

e  quindi 

X'r  =   2    ^t   ^tfe  P\r  ^k  ' 
t,/c,X 

perchè  inoltre 

2  ^i  \k  —  \k 

resta  in  fine  la  formola  semplice 

(2*)  X;  =  ^i?*rX4. 

Questa  sostituzione  non  differisce  dalla  (2)  che  per  la  trasposizione 
dei  due  indici  della  p  e  dicesi  per  ciò  la  sostittmone  trasposta  della  (2). 
Ne  concludiamo: 

Se  la  forma  f  si  trasforma  nétta  f  media/nte  la  sostUtmane  ||>«r|,  la 
reciproca  T  di  f  si  trasforma  nella  reciproca  F  di  f  colla  sostUueione 
iraapceta  \pri\. 

Ne  risulta  che  le  Ar«  si  esprimeranno  per  le  h!r»  come  le  a^«  per 
le  ar«,  ove  si  scambino  gli  indici  delle  p;  abbiamo  così  la  formola  che 
importa  notare: 

i...* 

(9)  Ari  =  2  ^'•*  Pri  P»k' 
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§.  27. 
Forme  difTereiudalì  quadratiche. 

Essendo  Xi,  Xt,. ..  Xn  n  variabili  indipendenti  e  dxi,  dxt,.. .  dXn  i 
loro  differenziali,  consideriamo  la  forma  differeneiale  quadratica 

(10)  f^-'^^Or.dXrdXs, 

ove  i  coefficienti  sono  date  funzioni  delle  x. 

In  generale  riterremo  che  le  Xi,x^,...Xn  siano  n  variabili  reali  e 
supporremo  che  siano  ar»  funzioni  reali  delle  x,  nel  campo  di  variabilità 
che  si  considera,  e  siano  ad  un  sol  valore,  finite  e  continue  ed  ammettano 
tutte  le  derivate  parziali  prime  e  seconde  rispetto  alle  x,  pure  finite  e 
continue  (^);  inoltre  nel  campo  stesso  il  discriminante  a  della  f  si  sup- 
porrà sempre  diverso  da  aero.  Le  teorie  che  andiamo  a  svolgere  conservano 
del  resto  il  loro  valore  anche  se  si  suppongono  le  x  variabili  complesse 
e  i  coefficienti  ar,  funzioni  ancdUiche  di  queste,  come  il  lettore  facil* 
mente  avvertirà  ^^. 

Se  esprimiamo  le  n  variabili  x  per  n  nuove  variabili  arbitrarie  oi 
colle  formolo 

x\  =  fi{XuXt...Xn)    (1  =  1,  2,  ...n), 

ove  nuovamente  per  le  funzioni  fi  delle  a!  si  riterranno  le  ipotesi  fatte 
precedentemente  per  le  ar«,  i  differenziali 

àxi ,  dXf  f  .  •  •  dXn 

subiranno  la  sostituzione  lineare  . 

(11)  da?r  =  2  Pri  dx'i    ,    pri^^ 


(')  Occorrendo  qualche  volta  di  considerare  anche  derivate  d'ordine  superiore, 
intenderemo  sempre  tacitamente  ammesso  che  esse  siano  finite  e  continue. 

(')  A  questo  proposito  conviene  ricordare  che  i  teoremi  d'esistenza  deg^li 
integrali  delle  equazioni  simultanee  a  derivate  parziali  (quali  ci  occorrerà  di 
applicare  in  seguito)  hanno  molto  maggiore  generalità  limitati  al  campo  reale 
che  non  estesi  al  campo  complesso.  Ed  appunto  al  campo  reale  si  applicheranno 
generalmente  in  queste  lezioni. 
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e  la  /*  si  cangierà  in  una  nuova  forma  differenziale  quadratica 

(12)  f  =  ^a'r.dafrdaf., 

ove  sarà 


(13)  a:r.  =  ^aa 


n  modulo  P  della  sostituzione  lineare  (11)  sui  differenziali  è  qui  il 
determinante  funzionale  delle  x  rapporto  alle  af 

p  _  d  (Xi.Xt,  ...Xn)    . 

3  {sfijSifi,  . . .  :xfn)  ' 
esso  è  diverso  da  zero  poiché  le  x  sono  indipendenti,  e  si  ha 

essendo  a,  a'  i  rispettivi  discriminanti  di  f,  f. 

Serbando  alle  A^,,  A'^,  il  significato  del  §  precedente,  avremo  per  la  (9): 

(14)  Ara  =  2  A'«*  ^    %T  • 

CT  oxi  cxk 

§.  28. 
Invarianti  e  parametri  diflérenriali. 

Supponiamo  ora  di  avere  un'espressione  formata  coi  coefficienti  a^ 
della  f  e  le  loro  derivate  prime,  seconde  ecc. 

di  tale  natura  che,  operando  un  cangiamento  qualsiasi  delle  variabili  x 
in  nuove  variabili  sf,  essa  si  cangi  nella  medesima  espressione 


formata  nello  stesso  modo  coi  coefficienti  a'r»  della  forma  trasformata  f 
e  colle  loro  derivate;  diremo  allora  che  f  è  un  invariante  differenziale 
della  forma  f. 

Se  in  un'espressione  f  della  natura  precedente,  oltre  ai  coefficienti 
della  forma  fondamentale  f  e  alle  loro  derivate»  entra  un  certo  numero 
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di  funzioni  arbitrarie  U,  V....  insieme  colle  loro  derivate,  in  tal  guisa 
che  per  un  mutamento  qtMisiasi  di  variabili  si  abbia  ancora 

/        dors      j,^       3U    3V      \^    /,      3aV.      ,,,  ^,       d\f    dY     \ 

dove  U',  V...  sono  le  U,  V...  stesse,  ove  per  le  x  si  siano  sostituiti  i 
loro  valori  in  funzione  delle  a/,  diremo  che  «p  è  un  parametro  differenziale. 
Un  parametro  differenziale  si  dirà  d'ordine  r  se  le  più  alte  derivate  delle 
funzioni  arbitrarie  che  vi  figurano*  sono  dell'ordine  r. —  Come  si  vede, 
i  parametri  differenziali,  relativi  ad  una  forma  quadratica  /*,  sono  espres- 
sioni formate  coi  coefficienti  della  f,  con  un  certo  numero  di  funzioni 
arbitrarie  e  colle  derivate  dei  coefficienti  e  delle  funzioni,  che  non  can- 
giano di  forma  per  un  mutamento  qualsiasi  di  variabili.  Ove  in  una  tale 
espressione  manchino  affatto  le  funzioni  arbitrarie,  si  avrà  un  invariante 
differenziale. 

Prima  di  procedere  alla  effettiva  costruzione  di  quei  parametri  dif- 
ferenziali che  più  ci  interessa  di  conoscere,  sarà  bene  chiarire  il  metodo 
che  seguiremo  colle  osservazioni  seguenti  ^^\. 

Supponiamo  di  conoscere  una  forma  differenziale  ^,  quadratica  o 
di  grado  superiore,  i  cui  coefficienti  siano  formati  con  quelli  della  forma 
fondamentale  f  e  colle  loro  derivate,  e  insieme  con  un  certo  numero  di 
funzioni  arbitrarie  e  di  loro  derivate,  e  la  ^  sia  di  tale  natura  che, 
mutando  comunque  le  variabili,  si  cangi  nella  forma  differenziale  ^'  for- 
mata nel  medesimo  modo  rispetto  alla  forma  trasformata  f  ed  alle 
funzioni  arbitrarie.  Diremo  in  tal  caso  che  la  forma  ^  è  covariante  alla  f; 
è  chiaro  che  se  consideriamo  f,  ^  come  forme  algebriche  (nei  differenziali), 
costruendo  i  loro  invarianti  simultanei  assoluti,  otterremo  appunto  dei 
parametri  o  degli  invarianti  differenziali  della  f,  secondo  che  nei  coef- 
ficienti della  ^  entrano  o  no  funzioni  arbitrarie. 

§.  29. 
Parametri  differenàali  primi  ÀiU,  V(U,V). 

Se  U  è  una  funzione  arbitraria  Ai  Xi,  Xt, ...  x^,  nel  quadrato  del 
suo  differenziale  primo 

(*)  Cf.  Bpedalmente  Biooi  Le. 
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abbiamo  manifestamente  una  forma  differenziale  quadratica  covariante 
alla  forma  data.  Indicando  con  X  un  parametro  arbitrario,  sarà  quindi 
anche 


9=2{'*r.-^>^^^^^)dXrdz. 


una  forma  covariante  alla  f.  I  coefficienti  delle  varie  potenze  di  X  nel 
quoziente  del  discriminante  della  (fr  pel  discriminante  a  della  f  saranno 
quindi  attrettanti  parametri  differenziali  primi,  formati  colla  funzione 
arbitraria  U.  In  particolare  il  parametro  differenziale,  coefficiente  della 
prima  potenza  di  X,  che  indicheremo  con  AiU,  ha  manifestamente  il 
valore 

(.6)  i.„J2i,.gg; 

lo  diremo,  con  Beltrami,  il  parametro  differendole  primo  della  funzione  U. 
Sia  ora  V  una  seconda  funzione  arbitraria;  nel  prodotto  dei  due 
differenziali  primi 

d[Jdy  =  Y^^^^dXrdX, 

abbiamo  nuovamente  ima  forma  covariante  a  ^  e  le  stesse  considerazioni 
&fcte  sopra  provano  che  Fespressione 

è  un  pai'ametro  differenziale  primo  colle  due  funizioni  arbitrarie  U,  Y. 
Questo  si  indica,  secondo  Beltrami,  col  simbolo 

V(U,V) 

e  ai  chiama  il  parametro  differenziale  misto  di  U,  V.  È  chiaro  che  se  nel 
parametro  differenziale  misto 

(16)  ^<o.^-2A-.a|è 

SÌ  fa  Vs=U  si  ottiene  il  parametro  differenziale  primo  AiU. 
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§.  30. 
Eqxdvaleua  delle  forme  quadratiche  e  formole  di  OhristofTel. 

Diciamo  equivalenti  due  forme  differenziali  quadratiche 
/•=  2  «r.  dxrdx.  ,  f  =  ^  dm  dafr  daf. 

dove  le a^.  sono  funzioni  assegnate  delle  variabili  indipendenti  Xi ,Xt,...x^ 
e  similmente  le  aV,  delle  oi^^oit,  ...x\^  se  è  possibile  dare  a  Xi,Xt,...x^ 
tali  valori  in  funzione  di  afi.afi,  ...x'n  che  la  prima  forma  si  cangi  nella 
seconda.  Per  l'equivalenza  delle  due  forme  è  adunque  necessario  e  suf- 
ficiente che  si  possano  determinare  le  n  funzioni  incognite 

Xi(pifi,  aftf...afn)  ,   i=l,  2,...n 

in  guisa  da  soddisfare  le  — ^ — -  equazioni  simultanee  a  derivate  par- 
ziali  del  1.^  ordine 

Già  da  questo  primo  computo  (essendo  — ^^ — ^>»)  risulta   che 

l'equivalenza  delle  due  forme  richiederà  particolari  relazioni  fra  i  coef- 
ficienti. Per  esandnare  la  compatibilità  delle  equazioni  (I)  converrà  pro- 
cedere nel  modo  che  insegna  la  teoria  generale,  e  cioè  esaminare  le 
equazioni  che  ne  seguono  per  derivazione.  Una  prima  derivazione  ci 
porterà  subito  a  questa  importante  conseguenza  che  tutte  le  derivate 
seconde  delle  funzioni  incognite  x  si  esprimono  per  le  derivate  prime,  per 
le  funeioni  stesse  e  per  le  vcmabUi  indipendenti.  Sono  queste  le  formole 
fondamentali  di  Christoffel,  che  andiamo  ora  a  stabilire.  Per  ciò  deri- 
viamo la  (I)  rispetto  ad  una  qualunque  delle  a!  sia  a{t\  avremo  ('^: 

(  \  a^'***  _  V  ??^  i^  ^  ^   r   v        /    y^<      9a?jt    ,    dXi^     d^Xk    \ 
^^^  daft  ~iki  3xi  dafr  duf.  daft  ^  ti^'  \dx\  daft  daf. "^ dafr  d:xf.  da/J ' 


(^)  Si  ricordi  che  le  dr$  sono  funzioni  immediate  delle  af,  mentre  le  Or.  sono 
fonaioni  delle  x  che  contengono  le  a^  e  quindi: 

daf,  ~  Y  ^Xi   dai, 
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Scambiamo  in  questa  T  indice  s  con  t,  permutando  nella  somma  tripla 
del  secondo  membro  gli  indici  di  sommazione  k,  l,  onde  risulta: 

(K\  ??^'  _^daii  dXi^  dxk  ^    .    ^        /    ya;.-      3^  ,   3^      ^^k   \ 

In  quest'ultima  permutiamo  r  con  8  e  nella  somma  tripla  del  secondo 
membro,  come  nel  secondo  termine  della  somma  doppia,  i  con  %;  avremo: 

.  s  da'^i 'T,  doki   dXi^  dXk^  ???.  _l  V»        f    ^^*      —  4-  ^^*       ^a?/    \ 

^^^  dafr  ~S  dxi   dafr  W.  dcdt  "^  t'/''*  U^raa^.  dsirda!.  dafr  daftj  ' 

Sommando  la  (b)  colla  (e)  e  sottraendovi  la  (a),  deduciamo: 

da  ri   1   9g^<  ^  3a'rf y,  /3a<j   ,   daui      So^A   3a:<   3agt  3ag|    , 

daf,'^  dafr        3^  ~À  V3^  "^  "3^  ""  IccJ  d^r  dixf.  dait  "*" 


+'ì 


ttik 


yxi    dxk 


dafrdaf.  dx'i  ' 
che  8i  può  scrivere  evidentemente: 

JL  /3aV<   ,   daltt  _  3aVA 

S^  i  \'  i.  (^^  4  ??!'  „  3a<A  ^  3^   ,  ^  3'a;<    ) 

/  doiilii  2   ^3^:*  ■*"  dXi        dxi)  dafr  3a/.  "^4^       dcirda!.]  ' 

Introduciamo  con  Ghristoffel  il  simbolo  a  tre  indici  (di  1.*  specie): 

(\r\  r*  *1  —  JL  (^J^  jlÌSìI  ^  3aa\ 

^  ^  L  M  ~  2    V3^*        dxi        dxj 

e  gli  stessi  simboli  per  la  f  indichiamoli  con  un  accento;  la  formola 
precedente  si  scrive  allora 

r^  ^T — V  ??L  I V  r*  *i  ^  ^  -L  V  /»   ^^  i 

l  t  J  ~^d:x!t  \&ill  ]  dafr  daf.'^ ^'''' dafrdafy 

È  facile  ora  risolvere  le  n  formolo  che  derivano  da  quest'ultima 
tenendo  fissi  r,  ^  e  ponendo  ^«1,  2, ...n,  rispetto  alle  n  derivate  se- 

A  tale  oggetto  si  moltiplichi  l'ultima  formola  per 

dx^ 
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e  si  sommi  rispetto  a  (t,  <  da  1  a  n  ricordando  che  per  la  (14)  (pag.  59)  è 

mentre y  a^  Ayi  =  ^y  [con  e^v  =  1  i         •  1^)  '  ^^  ottiene  così: 

Introduciamo  i  nuovi  simboli  di  Ghristoffel  a  tre  indici  (di  2/  specie) 

e  indicando  cogli  accenti  i  simboli  analoghi  per  la  trasformata,  avremo 
le  formolo  finali: 

Queste  sono  appunto  le  formolo  di  Christoffel,  che  esprimono  nel 
modo  asserito  tutte  le  derivate  seconde  delle  funzioni  incognite. 

§.  Si- 
Proprietà  d0i  cdmboli  a  tre  indici. 

I  simboli  di  Ghristoffel  a  tre  indici  saranno  costantemente  usati  nel 
seguito  ed  è  quindi  necessario  trattenersi  alquanto  sulle  loro  proprietà. 

I  simboli  di  1.*  specie      ,      àe&DÌ\ì  dalla  (17)  godono  evidente- 
mente della  proprietà  espressa  dalla  formola 

[V]-[V]. 

onde  per  la  (18)  segue  che  anche  in  un  simbolo  di  2.*  specie  )  7  |  lo 
scambio  dei  due  indici  superiori  non  ne  altera  il  valore. 

Osserviamo  poi  che  mentre  i  simboli  di  1/  specie     7  Ui  esprimono 

per  le  derivate  dei  coefficienti,  inversamente  ciascuna  di  queste  si  può 
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esprimere  come  aggregato  di  due  tali  simboli.  E  invero  si  ha 


'">        ^ 


i  l 
k 


+[V] 


È  da  notarsi  poi  che,  mentre  i  simboli  di  2/  specie  si  esprimono 
per  quelli  di  1.*  colla  (18),  inversamente  questi  si  esprimono  per  quelli 
colla  formola 


(18*)  L  U  ""  ?  ""^M 


Ne  segue  che  la  (19)  può  anche  scriversi  sotto  la  forma 

d^tik  VI  |Ì  0  .     VI  (%  2 


0»^         ^•"livh^.+ilVh- 

In  fine  è  da  osservarsi  la  formola  che  esprime  la  derivata  logaritmica 
del  discriminante  a,  rapporto  ad  una  qualsiasi  delle  x,  come  aggregato 
di  simboli  di  2.^  specie. 

Per  la  regola  di  derivazione  dei  determinanti  abbiamo 

i.  ??  _  V  A     ??^ 

a  dxi  ~  ^  ^**  dxi  ' 

ovvero  per  la  (19) 

e  poiché  le  due  somme  nel  secondo  membro  sono  eguali 

Introducendo  i  simboli  di  2.*  specie  colla  (18),  abbiamo  dunque  la 
formola  richiesta: 

Dalla  (20)  deduciamo  ancora  una  formola  di  cui  dovremo  far  uso 
fra  breve.  Scriviamola  per  ciò  (come  sopra) 


3  log  Va 
dx\ 


-^^"[V] 
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aggiungendo  da  una  parte  e  dall'altra  y.  Aix\    ,     »  osservando  la  (19), 
nremo 

Ora,  derivando  rapporto  a  a^i  T  identità 
e  sommando  rispetto  a  i,  risulta 

onde  in  fine  la  formola  richiesta: 

§.  32. 
Pajrajnetro  différensiale  secondo  AtU. 

Servendoci  delle  formole  (II)  pag.  64,  possiamo  ora  costruire  una 
forma  differenziale  quadratica,  covariante  alla  forma  data  f,  i  cui  coef- 
ficienti siano  formati  con  quelli  dì  f  e  colle  derivate  prime  e  seconde 
di  una  funzione  arbitraria  U. 

Indicando  infatti  con  U'  ciò  che  diventa  U,  esprimendovi  le  x  per 
le  afy  abbiamo  evidentemente 

air_^  3u  a^ 

dafr  ~  r  Sa;,  dafr  ' 
indi 

3V  _v    yu    a^  3^1     ^  3u    y^ 

aa/r  aa^,  ~  j;^  dx^  dx^  dafr  dafs  "^  f  aa;,  aa^r  aa^.  ' 
cioè  per  le  (II): 


.aa/.    f  I  ix  j  aa/ ~  ^vb^»i3^     4-1  i  i  aa;,J  aar,  aa^. 


aa/r 


'il         it,vL*'-'ti 
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Introduciamo  ora  la  notazione: 

e,  servendoci  della  notazione  analoga  cogli  accenti  per  la  forma  trasfor- 
mata, avremo: 

(23)  '^'-S^.g;^- 

Questa  formola  dimostra  che  le  combinazioni  delle  derivate  prime 
e  seconde  della  funzione  arbitraria  U,  indicate  nella  (22)  col  simbolo 
U^^ ,  sono  appunto  i  coeflScienti  di  una  forma  quadratica  covariante  alla 
fondamentale  f,  giacché  dalla  (23)  segue  evidentemente: 

^\i'r.d£rdafs^^li^^dx^  dir,. 

Per  ciò  le  U^s  si  dicono  (Ricci)  le  derivate  seconde  covarianti  della 
fonzioae  U,  costruite  rispetto  alla  forma  fondamentale  f. 
Operando  sulla  forma  covariante 

2  Ur,  dxr  dx, , 

(che  può  dirsi  il  differenziale  secondo  covariante  della  U)  come  al  §.  29 
sul  quadrato  del  differenziale  primo  dU,  concluderemo  che  i  coeflicienti 
deUe  varie  potenze  di  X  nel  quoziente  del  discriminante  della  forma 

^{OtB-^-Wiri)  dXr  dx» 

pel  discriminante  a  della  f  sono  altrettanti  parametri  differenaiàli  (se- 
condi) di  U.  In  particolare  il  coeflSciente  di  X,  che  indicheremo  sempre 
con  AgU  e  chiameremo  il  parametro  differenziale  secondo  di  U,  sarà  dato  da 

(.4,         ^n  =  gA..U,.  =  5A,.J5|^-||\*||, 

Osservando  la  (21)  pag.  66,  possiamo  dare  all'espressione  di  A,U 
un'altra  forma,  che  sarà  poi  quella  più  frequentemente  usata  nelle  appli- 
cazioni. Sostituendo  nella  (24)  ai  simboli  .  |  di  2*  specie  quelli  di  1% 
abbiamo: 

A    TT  V»    A  3*U  V«        A  A         r*    *1    9U 
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ossia  per  la  citata  (21): 


Ora,  siccome 
resta  _ 

che,  mutando  nella  somma  media  la  notazione  degli  indici,  si  può  scrivere 
sotto  la  forma  definitiva: 

Per  le  forme  binarie,  quali  si  presentano  nella  teoria  delle  superficie, 
bastano  già  i  parametri  differenziali  introdotti 

A,U  ,  V(U,V)  ,   A,U 

poiché  ogni  altro  parametro  differenziale,  come  si  può  dimostrare  (^),  si 
può  ridurre  alla  ripetuta  applicazione  dei  tre  simboli  operatorii  precedenti. 
Sarà  bene  però  considerare  esplicitamente  un  altro  parametro  diffe- 
renziale secondo,  molto  importante  per  la  teoria  dell' applicabilità.  Lo 
definiamo  come  il  quoziente  dei  due  discriminanti  delle  forme 

Un  die?  +  2  Ui2  dXi  dXt  +  V^dai 
Un  cb^ -{- 2  ait  dxi  dxt -{-  On  dai , 

e  indicandolo  con  AaU  abbiamo: 

(26)  A«U  =  ^"^"~?\ 

Esso  si  esprime  del  resto  pei  parametri  fondamentali  colla  formola 

come  si  verifica  facilmente  osservando  che  la  formola  sussiste  per  an-Ort-O, 
al  qual  caso  ci  possiamo  sempre  ridurre  con  una  trasformazione  di 
variabili. 


(^)  Vedi  Dabbouz.  Legons  de.,  T.  UÌ,  pàg.  Ì6Ò. 
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§.  33. 
Equazioni  ai  dilfereiiziali  totali  per  le  Pa. 

Ritorniamo  alla  considerazione  delle  equazioni  di  Christoffel  (II) 
(pag.  64),  che  abbiamo  dedotto  come  conseguenze  differenziali  dalle  (I). 
Introducendo  come  altrettante  nuove  funzioni  incognite,  oltre  le  Xi, 
iCt^...x^y  le  loro  n*  derivate  prime 

dXi 

possiamo  sostituire  alle  (II)  il  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  per 
le  n(n+l)  funzioni  incognite 

X\  f   X%»  .  •  Xn  )  Pir 

f  dxi=^pi,ébf8 

alle  quali  poi  sono  da  aggiungersi,  come  equazioni  in  termini  finiti  fra 
le  a?,i?,  le  (I),  doè: 

(I*)  2  *'»  P'^  ^**  =  *'•••  • 

Ora  importa  osservare  con  Christoffel  (l. e.)  che,  supposto  le  Xi,p^r 
tali  funzioni  delle  x'  da  soddisfare  le  (II*),  le  (I*)  risulteranno  identi- 
camente soddisfatte  quando  lo  siano  per  un  sistema  iniziale  di  valori  afi 
delle  variabili  indipendenti.  Nelle  ipotesi  precedenti  pongasi  infatti 

2rf  =  2^«*^'*•^*•• 
Derivando  questa  rispetto  ad  una  qualunque  x\,  si  avrà 

ed  osservando  le  (II*)  e  ricordando  le  proprietà  dei  simboli  a  tre  indici 
(§.  31),  ne  dedurremo  le  equazioni 
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che  possiamo  considerare  come  un  sistema  di  equazioni  lineari  ed  omo- 
genee ai  differenziali  totali  per  le  fir«-  E  poiché,  per  le  (19*)  (pag.  65), 
anche  le  a^,  soddisfano  alle  medesime  equazioni,  dal  teorema  di  unicità 
degli  integrali  di  un  tale  sistema,  per  valori  iniziali  assegnati  delle  fun- 
zioni incognite,  risulta  che  se  inizialmente,  per  afi  =  Xi ,  si  ha 

sarà  anche  per  tutti  i  valori  delle  od 

ciò  che  prova  appunto  quanto  sopra  è  asserito.  Possiamo  dunque  limitarci 
a  considerare  le  equazioni  indefinite  (IP),  aggiungendo  come  condizioni 
iniziali  le 

2  <»<»  Pir  Pk8  =  dru      (per  iXfi  =  3lÌi)  . 

Il  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  (II*)  potrebbe,  come  è 
ben  noto,  al  massimo  ammettere  un  sistema  integrale  con  n  (n+1)  coluti 
arbitrarie,  i  valori  iniziali  delle  funzioni  incognite  a;<,|?vr.  Ma  poiché 

n  {n-¥\) 
questi  sono  legati  dalle  —^ — -  relazioni  (I*)  (manifestamente  indipen- 
denti) ne  concludiamo  :  Le  formale  dèlia  più  generale  trasformazione  di 
ima  forma  differenjsAale  qtmdratica  fan  variabili  in  un'altra  f  possono 

contefiere  al  massimo  — ^ — -  costanti  arbitrarie. 

Ciò  vale  in  particolare  delle  trasformazioni  di  una  forma  f  in  sé 
stessa;  e  poiché  in  tal  caso  queste  trasformazioni  formano  evidentemente 
un  gruppo,  discontinuo  o  continuo,  secondo  che  nelle  formolo  di  trasfor- 
mazione entrano  o  no  costanti  arbitrarie,  ne  deduciamo: 

Le  trasformajnoni  di  una  forma  differenziale  quadratica  a  n  variabili 

in  se  medesima  formano  al  massimo  u/n  gruppo  continuo  con  — ^ — -  pa- 

rametri. 

Per  proseguire  le  ricerche  generali  sul  sistema  misto  di  equazioni 
ai  differenziali  totali  (II*),  (I*)  converrà  ora  costruire  le  condizioni  d' in- 
tegrabilità delle  (II*),  e  se  queste  condizioni  d' integrabilità,  che  saranno 
relazioni  in  termini  finiti  fra  le  x,  p,  risulteranno  identicamente  soddi- 
sfatte, ovvero  se  saranno  conseguenze  algebriche  delle  (I*),  il  nostro 
sistema  sarà  illimitatamente  integrabile  e  nel  suo  integrale  generale 

entreranno  appunto  — ^ — -  costanti  arbitrarie. 
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In  ogni  caso,  Tesarne  della  possibilità  di  trasformare  la  f  nella  f  ed 
il  computo  del  numero  delle  costanti  arbitrarie,  che  entrano  eventual- 
mente nelle  formolo  di  trasformazione,  viene  così  ridotto  a  successive 
differenziazioni  ed  all'esame  della  compatibilità  di  equazioni  algebriche. 

La  costruzione  di  queste  condizioni  d'integrabilità  ci  condurrà  inoltre 
a  costruire,  nel  caso  delle  forme  binarie,  un  importante  invariante  dif- 
ferenziale. 

§.  34. 
Le  condudcmi  d'integrabiUtà. 


Per  formare  le  indicate  condizioni  si  può  operare  sulle  (II*)  o,  ciò 
che  è  lo  stesso,  sulle  (II)  nel  modo  seguente.  Scriviamo  le  due  formolo  (II)  : 


2^x^ 


\r  i]    dXr 


a^a  3a^p 

vi 

a^a 

aa^p 

ni 

•A 

V 

'hx, 
3^« 

dxi  _vl«PrÌfr 


=  2'"' 


dx^ 


t  \dafi' 


deriviamo  la  prima  rispetto  a  af^,  la  seconda  rispetto  a  o^p  e  sotlnra^ 
gbiamo,  omettendo  i  termini  che  si  distruggono,  il  che  dà: 


2 


dxk  (  V  I      dxt\v 

yxi 


dXr     dXi    dxh     1    VI  j^  *  )       ya?<        3a^ 
W^  di^d^'^  ti\  v]  daf^  daf^   daf^ 


P 


iXh    «et 


+2ir 


Vx^ 


-2 


'Ò3Ìi  'òdi^  t\t\    "òoii  daf^ 


«T 


dx^ 
^x^ 


«V 


v/1    3a?« 


aa/,+ 


Sostituendo  in  questa  per  le  derivate  seconde  delle  x  i  valori  dati 
dalle  (II),  i  termini  contenenti  i  prodotti  di  due  derivate  prime  si-  elidoiio 
e  cangiando  convenientemente  in  alcune  delle  somme  la  notazione  degli 
indici  (sì  da  far  comparire  le  stesse  derivate  nei  termini  omologhi)  risulta 
la  formola: 


1. 


9^*  (  V  i      dXi  {  )f 


+ 


?(i7!i?!-r.ir'!) 


dXr      dXi     dXk 


=  2 


dafg^   dixfq-  3a/- 

dx^ 


4m-4i7i'+?(r/fr/!'-Mt?!'p- 
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I  coefficienti  di  x-^  e  del  prodotto  -r-^    w-J-   ^r-^  nelle  somme 
dxt  "^  daf^     dz^     dx^ 

del  secondo  e  del  primo  membro  sono  costruiti  colla  stessa  legge,  l'uno 
rispetto  ai  coefficienti  della  f  l'altro  rispetto  a  quelli  della  /",  e  dipendono 
ogni  volta  da  quattro  indici.  Introducendo  i  nuovi  simboli  a  quattro  indici  : 

(")|-H-4r;ì-èr.v?(r/in-Mivi)- 

la  precedente  si  scrìve 


/    • 


Insieme  ai  simboli  a  quattro  indici  di  2J^  specie  (27)  introduciamo 
ora  i  nuovi  simboli  a  quattro  indici  di  1.^  specie  colla  posizione 

<29)  (rt,iA)  =  2«vfel^v,a}, 

V 

dalla  quale  formola,  risolvendo  rispetto  ai  simboli  |rv,  iA|,  risulta  poi: 
(29*)  1^^>  **i  =  2  Kk  (r*,  ih) . 

Se  moltiplichiamo  la  (28)  per 

dXk 
<Kk 


e  sommiamo  a  tutti  i  valori  di  v,  h,  osservando  le  (I),  abbiamo  in  fine 
le  formolo: 

OH)  („,M'=J/M»)^^^^-, 

che  sono  appunto  le  nuove  relazioni  fra  le  derivate  prime  fomite  dalle 
condizioni  d'integrabilità. 

§.  35. 
Simboli  di  Biemann  e  loro  proprietà. 

I  simboli  a  quattro  indici  {rie,  ih)  erano  già  stati  introdotti,  prima 
che  da  Ghristoffel,  da  Biemann  in  una  memoria  postuma  (^);  si  diranno 


(M  BiBMANN  's  Wbbkb,  •—  Commentalo  mathematica  etc.,  pag.  391  (2.*  ediz.) 
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per  ciò  i  simboli  di  Riemann.  Conviene  che  ci  tratteniamo  alquanto 
sulle  loro  proprietà,  esprimendoli  innanzi  tutto  pei  simboli  a  tre  indici 
di  !.•  specie.  Per  le  (27),  (29)  abbiamo: 


Ora  si  ha 


?(ivì?-iM-ni2..r:i). 

?-r;i=[v].?-r*ì=["] 

e  quindi 

+?(|VÌ[?]-M[V])- 

Sostituende  per  -^  ,  -^  i  loro  rispettivi  valori 

[v]+[?].[?]+m' 

ne  segue 

('*.-)=è[v]-i;[?]+?([?]r,i-mivì)- 

ovvero,  esprimendo  i  simboli  di  2.»  specie     7  j  »     7  |  per  quelli  di  !.•: 

(-.  (-.-)=4[v]-4[?J+?-lP[t]-M[Y]|- 

Sviluppando  effettivamente  nel  secondo  membro  i  primi  due  termini, 
che  soli  contengono  le  derivate  seconde  dei  coefficienti,  abbiamo: 


+ 


g-(H[?j-Mm). 
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Pa  quest'  ultima  fonnola  discende  subito  che  si  ha 
(ftr,  ih)-  -{rJcy  ih) 


(ri,  Ai)=  -(ri,  ìA)  , 

cioè  per  Io  scambio  fra  i  due  primi  o  fra  i  due  secondi  indici  in  un 
simbolo  di  Riemann  il  valore  del  simbolo  cangia  solo  di  segno;  in  par- 
ticolare se  i  due  primi  o  i  due  secondi  indici  sono  eguali  il  simbolo  è 
identicamente  nullo.  Dalla  (30*)  seguono  ancora  le  identità 

l  (ri,  ih)  +  {ri,  Ai)  +  (rA,  M)  =  0. 

(^)  \ 

f  {iA,ri)  =  (ri,iA). 

Tenendo  conto  di  queste  relazioni,  si  vede  facilmente  che  il  numero 
dei  simboli  distinti  di  Riemann  per  una  forma  a  n  variabili  è  data  da 

(Christoffel,  l.  e.) 

_n^n»-l). 
^"~       12        ' 
così  Njcl,  N8  =  6,  N4«20  ecc. 

§.  36. 
Caso  di  illimitata  ìntegrabiUtà. 

Le  equazioni  (III)  aggiungono  in  generale  nuove  condizioni  del  1.'' 
ordine  alle  (II);  ma  vi  ha  un  caso  molto  notevole  in  cui  esse  risultano 
identicamente  soddisfatte,  ovvero  si  riducono  alle  (II)  stesse;  allora  le 
equazioni  fondamentali  (I),  (II)  formano  un  sistema  illimitatamente  inte- 
grabile. Esaminiamo  subito  questo  caso,  la  cui  importanza  risulterà  meglio 
in  altro  capitolo,  dove  tratteremo  degli  spazi  a  curvatura  costante 
(Cap.  XI). 

Supponiamo,  per  cominciare  dal  caso  più  semplice,  che  tutti  i  simboli 
di  Riemann,  tanto  per  la  forma  f  quanto  per  la  f,  siano  identicamente 
nulli;  allora  le  (III)  si  risolveranno  in  altrettante  identità. 

La  prima  forma  sarà  quindi  equivalente  alla  seconda  e  le  formolo 

di  trasformazione  conterranno  —^ — -  costanti  arbitrarie.  Per  altro,  dal 

punto  di  vista  reale,  è  necessario  aggiungere  la  condizione  necessaria 
che  le  due  forme  algebriche 


2  ^r$  £r  S.    ,      2  ^^»  ^**  ^« 
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(dove  con  a^.,  a%,  intendiamo  i  valori  assunti  dai  coefficienti  per  i  par- 
ticolari sistemi  di  valori  x,  oi  delle  variabili)  siano  algebricamente  equi- 
valenti, per  sostituzione  lineare  reale,  cioè  ridotte  a  forma  ortogonale 
contengano  lo  stesso  numero  di  coefficienti  positivi  (legge  d'inerzia). 
Ora  osserviamo  che  per  una  forma  differenziale  f  a  coefficienti  costanti 
i  simboli  di  Riemann  sono  certamente  nulli  e  si  ha  quindi  il  risultato: 
Affinchè  la  forma  f  sia  equivalente  ad  tma  forma  a  coefficienti  costanti, 
è  necessario  e  sufficiefnte  che  si  armtdlino  tutti  i  simboli  a  quattro  indici 
di  Biemann. 

Supponiamo  ora  che  per  la  forma  /  i  simboli  di  Riemann  siano  in 
un  rapporto  costante  e  coi  minori  di  2.''  ordine  del  discriminante  a  se- 
condo la  formola 
(31)  (r ft,  ih) ^ciariaKk" ari, a<0 . 

Per  una  ragione  che  apparirà  nel  Gap.  XI  diremo  allora  che:  la 
forma  f  e  a  curvatura  di  Riemann  costante  =  e.  Il  caso  precedente  cor- 
risponde evidentemente  al  valore  c  =  0  della  curvatura.  Ora  le  (III)  ci 
danno 

le  quali  per  le  (I)  si  riducono  alle 

(31*)  (a8,  Pt)' =  <?  («'«p  a\i-a:^^a'^^), 

che  sono  le  (31)  stesse  costruite  per  la  f.  Dunque:  8e  la  forma  f  èa 
curvatura  di  Riemann  costante  =c,  qualunque  forma  f  equivalente  ad  f 
ha  pure  la  medesima  curvatura  di  Riemann  costante. 

Inversamente  se  supponiamo  che  le  due  forme  f  f  abbiano  la  me- 
desima curvatura  Riemanniana  costante  e,  essendo  soddisfatte  le  (31), 
(31*),  le  condizioni  (III)  risultano  conseguenze  algebriche  delle  (I)  e  per 
ciò  il  sistema  deUe  equazioni  fondamentali  (I),  (II)  è  illimitatamente  inte- 
grabile. Ne  concludiamo:  Due  forme  differenaiali  quadratiche  coUa  me- 
desima  curvatura  di  Riemann  costante  sono  sempre  equivalenti,  e  le  formale 

n  in^X\ 
per   la   trasformajrione   ddVuna  neU*  altra  contengono    — r — -  costanti 

arbitrarie. 

In  particolare  abbiamo  il  risultato: 

Una  forma  f  a  curvatura  Riemanniana  costante  ammette  un  gruppo 

continuo  di  trasformazioni  vn  se  slessa  con  — ~ — -  parametri. 
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§.  37. 
Onrratara  di  una  forma  binaria. 

Le  forinole  (III)  conducono  subito  nel  caso  binario,  n  =  2,  a  ricono- 
scere resistenza  di  un  invariante  differenziale. 

In  questo  caso  infatti,  per  le  proprietà  dei  simboli  di  Riemann  (§.  35), 
vi  hanno  quattro  soli  simboli  (r£,  ih)  non  nulli,  e  cioè 

(12,12),  (12,21),  (21,12),  (21,21), 

dei  quali  però  i  due  estremi  sono  eguali  e  i  due  medii  eguali  a  questi 
cangiati  di  segno.  Le  formolo  (III)  si  riducono  quindi  ad  una  sola  e  cioè 

(iM.,'-aM.)(g,^.-,^;^)' 

e  poiché  anche  pei  discriminanti  a\  adif.f  vale  la  medesima  relazione 

se  ne  conclude 

(12,  12)'       (12,12) 


Dunque:  Nd  caso  di  una  forma  binaria  il  qtwjriente  deU* unico  simbolo 
di  Riemann  pél  discriminante  è  un  invariante  differenjnale  della  forma. 

Questo  invariante  differenziale  si  indica  col  simbolo  E  e  si  chianoia 
la  curvatura  della  forma;  si  ha  dunque 


(32) 


g_(12,12) 


Alla  curvatura  E  si  possono  dare  varie  altre  forme,  che  importa  di 
considerare  per  il  seguito.  Dalla  (29^  e  dalle  proprietà  del  simbolo  di 
Riemann  (rk.ih)  nel  caso  n  =  2  seguono  subito  le  quattro  formolo 
seguenti: 

Eau  =  |12,12}  ,  Eai,  =  jll,21j,  Eai,  =  j22,12j  ,  Eaa  =  {21,21j, 
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che,  sviluppate  pei  simboli  a  tre  indici,  si  scrìvono 


(IV) 


Koit 


a  (12 


m 


77 


12)« 
2 


a_ 

dxt 


\nm- 


11) (22 

2|il 


dxi  I  1 
Ora  scrìviamo  la  prima  della  (IV)  nel  modo  seguente: 

^-4iVj-,^r.i-imivra)+iyì(iMì)+ 

ricordando  che  per  la  (20)  §.31  (pag.  65)  è 

1    3v/a 


"^^2i-^-    dx, 


(22| 

|2' 


(12)     j_  d_^ 


e  sostituendo  risulterà: 


^"v'af^'^^""   1^'''       ^'^'*"   Isljj''" 


+à 


111)  dOn 

[2)  dxt 


12)  daii 


2     do;. 


r+-..(r/ìrM\nv!) 


Ma  il  fattore  di  -^  è  identicamente  nullo,  come  rìsulta  dalle  (19*) 

aii 


pag.  65,  e  resta  quindi  la  formola 

v/a 


(V) 


^  ~  Va  P^  V«"   i  2  Ij       a».  Uu  I  2  Ijj  • 


Per  calcolare  E  da  questa  formola  converrà  che  sia  On^O.  Se  è 
an-0  ed  at,:^0,  si  potrà  calcolare  E  dall'altra  simmetrica: 
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Quando  siano  Onsson^O,  le  (IV)  intermedie,  essendo  allora 

11)       31oggu     (221  _  3  legai, 
1  )  3^1      '  (  2  )  dx^     ' 

ci  danno 

(VI)  K=-i-^M^. 

Consideriamo  ora  il  caso  particolare  in  cui  la  forma  binaria  abbia 
nulla  la  curvatura  K.  Pel  teorema  generale  al  §.  35,  la  forma  f  sarà 
traducibile  in  un'altra  a  coefficienti  costanti,  e  se  consideriamo  il  risultato 
dal  ponto  di  vista  reale  per  forme  reali  /*,  dovremo  distinguere  solo  il 
caso  delle  forme  indefinite  (a  discriminante  auOn— aj  negativo)  dal  caso 
definito  (aiia«-aiì>0). 

Nel  primo  caso  per  forma  tipica  a  coefficienti  costanti  si  potrà  prendere 

f=  dffi  dyt 

e  nel  secondo  f-dj^i+difi.  Se  consideriamo  p.  e.  il  primo  caso  e  scin- 
diamo /"nei  suoi  due  fattori  lineari  reali  adxi+^dxt,  ^àxi+^dx^  avremo 

(a  (foi+p  dx^j  (y  da?i+8  dx^  =  dyi  dy^ 

e  quindi 

dyi  =  \(adxi+^dxj^  ,    dyt^^  itdxi-^Sdxt), 

essendo  X  un  conveniente  fattore. 

Dunque  se  f  ha  la  curvatura  K  nuUa,  decomponendo  f  nei  suoi  fattori 
lineari,  esiste  un  fattore  integrante  del  primo  la  cui  inversa  è  fattore 
integrante  del  secondo.  Ne  segue  che  questo  fattore  può  determinarsi 
con  una  quadratura.  £  infatti  posto  'k^e^  avremo 

3(g^a)^3(evp)     d  (e-^j)  _dié^  S) 
cioè 


dxt 

• 

) 

dXt 

dXr 

;pè-« 

dv 

da 

3P 

dXi 

3x1 
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quindi,  essendo  «8— pY+0   perchè  anOw—ail+O,  otterremo  i  valori 
^  òT"  »  ^5Z"  ^^^  ^  ^^^  ^^^  quadratura,  e  successivamente  yi ,  yt  con  altre 

due  quadrature.  Nel  caso  di  una  forma  definita  il  risultato  è  il  medesimo, 
onde  abbiamo  il  teorema: 

Una  forma  binaria  a  curvatura  nulla  si  pub  ridurre  alla  forma  nor^ 
male  dtfi  dy^,  se  indefinita,  o  alVaUra  dj/i+dyiy  se  definita^  con  scie  qpe- 
rcurioni  di  quadratura. 

§.  38. 
Forme  quadratiche  simultanee. 

Riprendendo  ora  il  caso  generale  di  n  variabili,  prendiamo  a  studiare 
due  forme  quadratiche  simultanee 

f  =  ^arsdxrdxs  ,   9  =  2  ^r»  dXr  dx, , 

delle  quali  la  prima  è  soggetta  sempre  alla  condizione^di  avere  il  discrì- 
minante  a  non  nullo.  Quanto  ai  coefficienti  brt  della  seconda,  potranno 
essere  funzioni  delle  sole  x,  ovvero  anche  delle  a,  dei  coefficienti  a,.»  e 
delle  loro  derivate,  come  anche  di  un  certo  numero  di  funzioni  arbitrarie 
e  delle  loro  derivate,  purché  in  questo  secondo  caso  si  aggiunga  la  con- 
dizione che  la  forma  9  sia  covariante  alla  f  Ci  proponiamo  di  costruire 
una  forma  trilineare  in  tre  sistemi  di  differenziali,  covariante  alle  /*,  f , 
forma  trilineare  che  ha  la  massima  importanza  nelle  applicazioni  geo- 
metriche. 

Supponiamo  che  per  una  trasformazione  delle  variabili  x  nelle  x^  le 
f,f  si  cangino  rispettivamente  in 

r^'^a'rsdafrdaf,  ,  ^' =2b'r.  dafr  dx\ 
e  prendiamo  la  formola 

che  deriviamo  rispetto  a  ^^  col  sostituire  alle  derivate  seconde  i  valori 
dati  dalle  formolo  fondamentali  di  Christoffel  (II)  pag.  64;  otteniamo: 

(33)      &-2ÌVf^V,-2JVf*W-       .  • 


^t     rìv- 


V- 


V- 


V- 


V  (3**»        V  i*  ^)  A  V  I*  ^ì  i     )  \/  ^**    ^*   ^*' 


Digitized  by 


Google 


iì^-ir;i^'-n;?'Hh"^'^' 


80  CAPITOLO  II.  —  §.  38 

i  simboli  di  Christoffel  essendo  costruiti  al  solito  per  la  forma  /*  e  la 
la  sua  trasformata  f. 

n  primo  membro  della  (33)  ed  il  coefficiente  del  prodotto  delle  tre 
derivate  prime  nella  somma  tripla  del  secondo  membro  sono  costruiti 
nello  stesso  modo  Tuno  rispetto  alle  forme  trasformate  f,^\  l'altro 
rispetto  alle  primitive  f,  <p,  sicché  la  forma  cubica 

è  una  forma  covariante  al  sistema  delle  fy  f .  Queste  espressioni  a  tre 
indici 

diconsi  per  ciò,  secondo  Ricci,  le  d)erivaie  covarianti  del  sistema  dei 
coefficienti  hix  rispetto  alla  forma  primitiva.  Esse  si  annullano  identica- 
mente quando  si  pone  ?>  =  /*,  cioè  6^^  =  «<*,  come  risulta  dalle  (19*)  pag.  65. 
Pel  nostro  scopo  dovremo  considerare  le  espressioni  a  tre  indici  che 
nascono  dalla  (34)  sottraendo  da  questa  quella  che  se  ne  ottiene  scam- 
biando h  con  Z,  cioè: 

li   ^  r*  '  u. 

che  indichiamo  col  simbolo  hi^i ,  ed  avremo 
(35*)  6,..=  ^^6,,,  ___. 

Si  verificano  subito  le  formolo 

Indichiamo  ora  coi  simboli  d,  S,  D  tre  diversi  sistemi  di  differenziali 
delle  variabili  indipendenti  x;  moltiplicando  le  (35*)  per  daifr  Sx\  Baf^ 
e  sommando  rispetto  a  r,  ^,  ^  otteniamo 

2  i'r.f  cbfr  8x\  Da^t  =  2  ^*^^  ^»  ^^*  ^^*' 

Dunque  la  forma  trilineare 

2  ^if^i  ^i  S^*  ^^i 


('^)    »— ^'-^+?i;i^-?ì;>- 
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è  una  forma  covarìante  ad  /*,  <p;  essa  sì  dirà  la  forma  trUwieare  C09lruita 
per  la  forma  op  rapporto  aUa  f  q  sì  indicherà  con 

=  y  ^ihi  dXi  Sxx  DiTj . 


Vediamo  che  :  VannuUarsi  identico  della  forma  trUineare  {f,  9)  esprime 
una  reicufione  fra  le  due  forme  f,  9  che  non  varia  per  un  cangiamento 
qualsiasi  di  variabUù 

Per  l'osservazione  fatta  sopra,  la  forma  trilineare  (/*,  9)  si  annulla 
identicamente  se  si  fa  f-f. 

Supponiamo  ora  in  particolare  n^2;  abbiamo  allora  quattro  sole 
biM.i  non  identicamente  nulle  e  cioè 

6112  >    6121  t    &ti2  >    ^m  9 

delle  quali  però  le  prime  due  e  le  ultime  due  sono  eguali  e  di  segno 
contrario.  In  tal  caso:  VannuUarsi  identico  deUa  forma  trilineare  (/*,  7) 
è  espresso  dalle  due  relazioni 


01    bni  =  0, 


dò»        %u    ,    (22 


§.  39. 
Fonaa  binarie  qnadratiebe  sunnltanee. 

Consideriamo  da  ultimo  due  forme  binàrie  quadratiche  simultanee 

f=andxi-^2ai2dxidxfi'  Ondai 
f  =  bxidixi+2bitdXidXt-\-bndxi, 

delle  quali   la  prima  almeno  supponiamo  a  discriminante  a  =  a»  022  -  aj 
diverso  da   zero. 
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Nelle  espressioni 


H  = 


CAPITOLO  II.  —  §.  39 

«11 622 -2  «12  612+0»  6ii 


K  = 


«11  Ott  -  a« 
611  6»  -  ftJ 

«11  ««  —  Oli 


abbiamo  due  invarianti  algebrici  simultanei  di  f,  ^  ^^K  Se  costruiamo  ora 
il  Jacobiano  delle  due  forme 

Oli  dxi  -|-  ai2  dxt  ,    Oi£  dxi  -|-  022  dxt  [ 

611  dxi  +  bi^dxt  ,    612  dxi  +  622  *«?«  I 

abbiamo  una  forma  quadratica  che,  per  un  cangiamento  qualsiasi  di 
variabili,  acquista  per  fattore  il  modulo  della  sostituzione,  precisamente 
come  la  radice  quadrata  del  discriminante  o  =  Oii082-Oi|. 
Ne  segue  che  la  forma  quadratica 


e  = 


1 


Oli  dXi  -\-  O12  da^  ,    «12  dxi  +  O22  dXf 
611  dxi  +  612  dXf  ,    612  do?!  +  &K  da?2 


v/ou  O22  -  Oli 
è  un  covariante  (irrazionale)  simultaneo  di  f,  <p.  Per  questa  terza  forma 

%==  Cucb^  +  C12  dxi  dXi -{- Cn  dai 
il  discriminante  4tCiiCti''Cil  si  pone  identicamente  sotto  la  forma 


4ciiC2,-^il=  -: 


Oii&2t-O«26ll- 


2oi2 

Oli 


(011612-O12611) 


+  T^(«ii^t-o«^i)*L 

Oli  ) 


supposto  che  sia  an^O.  Supponiamo  ora  che  la  forma  f  sia  d^niia, 
cioè  o  =  OiiO22-Oi|>0;  sarà  4ciiC22-Ci|  negativo,  ma  non  nullo  se  non 
sussistono  le  proporzioni  &u  :  bu  :  &22==Oii  :  O12  :  o»,  cioè  se  f  non  diffe- 
risce da  f  per  un  fattore,  nel  qual  caso  6  è  identicamente  nullo. 

L'equazione  differenziale  quadratica  0  =  0  si  decompone  adunque,  in 
questo  caso,  in  due  fattori  lineari  reali  e  distinti 

(a)  a  etei  +  p  eir,  =  0 

(6)  ^dXi'{-Sdxt  =  Ò'. 


(^)  H  e  E  sono  i  coefficienti  di  X,  "k*  nel  quo2dente 


a 


Oli  +  >^&ll         Ou+>^^« 
1   On+^^«  Oft+^'&tl 
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Se  indichiamo  con  a;'i  =  costante,  a^'j  =  costante  i  rispettivi  integrali 
delle  (a),  (6)  e  prendiamo  per  nuove  variabili  oÌx,j!%  (che  sono  certa- 
mente indipendenti  perchè  aS-p^+O),  è  facile  vedere  che  nelle  due 
forme  trasformate 

f  =a\i  (fa^  -f  2  a\i  dx\  dx\  +  d^  dafl 

risulterà  ad  un  tempo 
E  infatti  il  covariante 

^d      6'ji  djfi  -}■  ^'ii  ^'2  >    ^'i«  ^1  "f"  ^'»  ^« 

deve  ridursi  per  ipotesi,  salvo  un  fattore,  al  prodotto  dx\  d/,,  e  però 
sarà: 

Eliminando  p.  e.  ò'»  fra  le  (e)  segue 

a  u  (a'ii  6  M  -  a  K  6'u)  =  0  , 

e  poiché   l'ipotesi  a'n6»-a«6'ix=0  è  da  escludersi  perchè  insieme 
colle  (e)  condurrebbe  alle  proporzioni 

avremo  necessariamente  a'i8  =  0,  e  quindi  anche  per  le  (e)  6'it  =  0. 

Inversamente  si  vede  subito  che,  supposte  trasformate  f,  f  in  /^,  y' 
con  0^2  =  ^18  =  0,  le  nuove  variabili  x\,  Xi,  eguagliate  a  costanti,  danno 
appunto  gli  integrali  delle  (a),  (ò).  Abbiamo  dunque  il  teorema:  Date  due 
forme  differenssiali  quadratiche  binarie,  di  cui  una  almeno  definita,  si  può 
con  una  trasformazione  reale  di  variabili  ridurle  a  mancare  contempora- 
neamente dd  termine  medio,  o,  come  si  dice,  a  forma  ortogonale.  Le  nuove 
variabili  da  vntrodmsi  sono  qudle  che,  eguagliate  a  costanti,  danno  gli 
integrali  ddl'equajnone  quadratica  9  =  0. 

In  fine  si  osservi  che  nel  caso  escluso  della  proporzionalità  delle  due 
forme  la  riduzione  può  farsi  invece  in  infiniti  modi. 
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Capitolo  III. 


Coordinate  cnrriliDee  sulle  superficie.  -  Rappresentazione  conforme 


CooTOmate  curvilinee  sopra  una  Buj^erficie.  —  Elemento  lineare.  ~  Angoli  di  nna  curva  sulla 
superficie  eolle  linee  coordinate.  —  Simboli  di  Christoffel,  parametri  diiferensiali  e  our- 
yatura.  —  Sistemi  isotermi.  —  Parametri  isometrici.  —  Teorema  di  lie.  —  Rappresentasione 
conforme  di  una  superficie  sopra  il  piano  o  di  una  superficie  sopra  un'altra. —  Sistemi 
isotermi  sulle  superficie  di  rotazione.— Proiezione  stereografica  polare  della  sfera.— 
Sistemi  doppt  ortogonali  di  circoli  sulla  sfera  e  sul  piano.  —  Movimenti  della  sfera 
complessa  in  sé  medesima  rappresentati  da  sostituaioni  lineari  (Gayley). 


§.  40. 
Coordinate  cnrvilmee. 

Una  curva  che  si  muova  deformandosi  con  continuità  nello  spazio 
genera  una  superficie.  Potremo  ottenere  la  determinazione  analitica  di 
una  superfìcie  con  un  processo  analogo  a  quello  tenuto  al  §.  1  per  le  curve. 
Per  questo  supponiamo  che  le  coordinate 

di  un  punto  mobile  sopra  una  curva,  oltre  alla  variabile  u,  i  cui  singoli 
valori  individuano  i  punti  delia  curva,  contengano  un  parametro  t;,  siano 
cioè  funzioni  (finite  e  continue  in  un  certo  campo)  delle  variabili  u,  v, 
talché  si  possa  scrivere 

(1)  x  =  xiu,v)  ,   y  =  y{u,v)  ,   z  =  z{u,v). 

Ad  ogni  valore  particolare  Vi  di  t^  corrisponderà  una  curva  speciale 

X  =  x(u,Vi)  ,    y  =  y{u,Vi)  ,    j8  =  0(u,Vi) 

e,  variando  v  con  continuità,  questa  curva  si  muoverà  con  continuità  nello 
spazio,  descrivendo  una  superficie,  la  quale  risulta  analiticamente  definita 
dalle  formole  (1).  Fra  le  tre  equazioni  (1)  eliminando  «,  v  si  ottiene  evi- 
dentemente una  relazione 

f{x,y,a)^0, 

che  è  Tequazione  ordinaria  della  superficie. 
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Questa  superficie  sarà  ricoperta  dal  sistema  di  linee  ora  considerate, 
ciascima  delle  quali  corrisponderà  ad  un  valore  particolare  di  t^  e  si  dirà 
perciò  una  linea  v  »  costante,  o  più  brevemente  una  linea  v. 

Ora  è  manifesto  che  quanto  si  è  detto  rispetto  alle  equazioni  (1)  per 
la  variabile  v,  si  può  ripetere  per  la  u.  Dando  cioè  ad  u  un  valore  co- 
stante 111,  la  curva 

x  =  x(uuv)  ,   y  =  y{uuv)  ,   B  =  e{ui,v) 

sarà  tutta  sulla  superficie  (1)  e,  variando  u  con  continuità,  questa  curva  si 
muoverà  descrivendo  la  superficie.  Otteniamo  così  un  secondo  sistema  di 
linee  sulla  superficie  che  diremo  le  linee  u  =  costante,  ovvero  le  linee  u. 
Un  punto  P  della  supei-ficie  ^arà  noto  quando  si  conoscano  i  valori 
tfi,t7i  delle  variabili  u,v  in  esso  punto.  In  altro  modo  possiamo  dire  che 
il  punto  P  è  individuato  come  punto  d'intersezione  delle  due  linee 

appartenenti  rispettivamente  Tuna  al  sistema  ti,  Taltra  al  sistemata.  I 
valori  111 ,  Vi  dei  parametri  diconsi  le  coordinate  curvilinee  del  punto, 
mentre  le  lìnee  u,  v  assumono  il  nome  di  linee  coordinate. 
Una  equazione 

(2)  T(w,f;)  =  0 

fra  le  coordinate  curvilinee  del  punto  mobile  P  ne  limiterà  evidente- 
mente il  corso  ad  una  linea  tracciata  sopra  la  superficie;  diremo  per  dò 
che  la  (2)  è  Tequazione  di  questa  linea. 

Infiniti  sono  i  sistemi  di  coordinate  curvilinee  che  possono  scegliersi 
sopra  una  superficie  data 

(3)  f{x,y,z)  =  0. 

Se  ne  ottiene  uno  ogni  qualvolta  si  esprimano  le  coordinate  x,  y,  0 
di  un  suo  punto  mobile  per  due  variabili  indipendenti  a,  p,  in  modo  che 
eliminando  a,  ^  fra  le  tre  corrispondenti  equazioni 

a:  =  a;(a,p),   y  =  y(a,p),   ^  =  ;j(a,p) 

si  ri  tomi  all'equazione  (3)  della  superficie.  Quando  poi  sia  già  stabilito 
sulla  superficie  un  sistema  di  coordinate  curvilinee  (u,  v)  se  ne  ottiene,  nel 
modo  più  generale,  uno  nuovo  (a,  p)  ponendo  u,  v  eguali  a  funzioni  di  a,  p: 

fi  =  ti(a,P)  ,    t;  =  t;(a,P). 

Per  altro  è  da  osservarsi  che  se  per  ea.  u  (a,  p)  contenesse  una  sola 
delle  nuove  variabili,  poniamo  tx,  le  linee  coordinate  u  non  verrebbero 
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cangiate  per  tale  trasformazione,  essendo  a  costante  con  u  e  viceversa; 
soltanto  il  parametro  che  le  individua  nel  loro  sistema  verrebbe  cangiato 
da  u  in  a.  In  fine  notiamo  che  rispetto  alle  funzioni 

a;  (w,  v)  ,  y  (w,  v)  ,   e  (w,  v) , 

che  danno  le  coordinate  cartesiane  dei  punti  della  superficie,  si  supporrà 
sempre  in  seguito  che:  in  tutto  il  campo  di  variabilità  da  considerarsi 
per  w,  V  esse  siano  finite  e  continole  ed  ammettano,  rispetto  ad  u,  v,  le  de- 
rivate pannali  prime,  seconde  e  terze  pure  finite  e  continm,  tranne  tutto 
al  più  in  punti  singolari  o  linee  singolari  isolate. 

Le  coordinate  curvilinee  che  abbiamo  così  introdotto  diconsi  anche 
coordinate  di  Gauss.  Esse  sono  utilissime  nell'analisi  delle  proprietà  delle 
superficie,  come  quelle  che  per  loro  natura  sono  già  intimamente  legate 
alla  superficie  in  sé,  astrazion  fatta  dalla  sua  posizione  nello  spazio. 

§.  41. 
Elemento  lineare  ed  elemento  d'area. 

Supponiamo  scelto  sopra  una  superficie  S  un  sistema  di  coordinate 
curvilinee  (w,  v)  ed  espresse  quindi  colle  formole  (1)  le  coordinate  correnti 
di  un  punto  della  superficie. 

Se  consideriamo  una  linea  qualunque 

(a)  9  (w,t;)  =  0 

tracciata  sulla  superficie,  e  con  ds  indichiamo  il  suo  elemento  d'arco, 

avremo 

ds'==d^  +  d!/'  +  dz\ 

ove  per  x,  y,  j8  si  sostituiscano  i  valori  (1)  e  in  questi  u,  v  siano  legati 
dalla  (a).  Ora  abbiamo 

"^-a^+g*'  ^-s^+s*'  '^=a*'+l*. 

quindi  ponendo  con  Gauss 

(==g)'+(r+g)" 

U)  )  F  =  ^-  -  -I-  ^  ^  4-  -  - 


!«=(a^)'+a)'+(ir. 
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avremo 

(5)  &»  =  EdM*  ^2¥dudv  +  Gdv\ 

dove,  essendo  ti,  v  legate  dalla  (a),  saranno  conseguentemente  ì  diffe- 
renziali du,  do  vincolati  dalla  relazione 

l^  +  t^-o. 

Valendo  la  (5)  per  qualunque  lìnea  tracciata  sulla  superficie,  Tespres- 
sione  data  per  ds  dalla  (5)  si  dirà  Yelemento  lineare  della  superficie. 
La  forma  differenziale  quadratica 

che  ne  eguaglia  il  quadrato,  si  dirà  la  prima  forma  quadratica  fondar 
mentale.  Il  suo  discriminante 


dx 

3y 

da 

du 

du 

du 

EG-F?  = 

dx 

ay 

dz 

dv 

dv 

dv 

è  positivo,  cioè  la  forma  stessa  è  definita. 

È  chiaro  che  i  suoi  coefficienti  E,  F,  G,  dati  dalle  (4),  sono  funzioni 
finite  e  continue  di  t«,  t;  ed  ammettono  (per  le  ipotesi  fatte)  le  derivate 
parziali  prime  e  seconde  pure  finite  e  continue.  Inoltre  E,  G,  come  E  G-P, 
sono  sempre  positivi  e  coi  simboli 

Ve  ,  Vg  ,  Veg— F* 

denoteremo  sempre  in  seguito  i  valori  positim  dei  radicati. 

In  ogni  punto  di  una  linea  coordinata  u,  o  v  distingueremo  la  dire- 
zione positiva  della  linea  dalla  opposta  negativa,  e  converremo  di  assu- 
mere per  direzione  positiva  delle  linee  u  quella  secondo  cui  cresce  l'altro 
parametro  v,  e  così  per  direzione  positiva  delle  linee  v  quella  del  para- 
metro u  crescente.  Ne  segue  che  se  d$^^  dsy,  indicano  gli  archi  elementari 
positivi  delle  linee  ti,  t;,  si  avrà  per  la  (5) 

dSu  =  }/Gdv  ,    ds^==ÌEdu. 


Se 


C0S(UX)   ,     COS(tiy)  ,     C08(tlier) 

A  A  A 

cos(t«r)  ,    cos(vy)  ,    cos(t;jer) 
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denotano  i  coseni  di  direzione  (positiva)  delle  tangenti  alle  linee  coor- 
dinate Uy  V,  avremo  dunque: 

cosM  =  -g-,    cosM=-3^,   cosM  =  -g- 


(P) 


—  ^  ,   cos  (f?y)  =  —  /,  ,   cos  (va)  =  —  g- 


Indicando  con  co  T  angolo,  compreso  fra  0  e  tc,  formato  in  un  punto 
della  superficie  dalle  direzioni  positive  delle  linee  coordinate  u,  v  che 
vi  passano,  avremo 

A  A  A  A  A  A 

COS  0)  =  COS  (wa?)  cos  (vx)  +  cos  {uy)  cos  (vy)  +  cos  (ti^)  cos  (vjs)  , 
ovvero  per  le  precedenti  e  per  le  (4): 

F 

(6)  cos  ìa  = ; 

v/EG 
ne  risulta  poi 


rate,  VEG— F 

(6*)  sentì)  =  ^^^ — z= —  , 

v/EG 

i  valori  adottati  pei  radicali  essendo  al  solito  i  positivi. 

Dalla  (6)  risulta:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affincìw  le  linee 
coordinate  u,  v  siano  ortogonali  fra  loro  è  che  nella  espressione  (5)  dell'e- 
lemento lineare  aia  F^o. 

Consideriamo  il  quadrilatero  infinitesimo  racchiuso  sulla  superficie 
dalle  quattro  linee  coordinate  u^u+du.v^v+dv;  esso,  a  meno  d'infini- 
tesimi d'ordine  superiore,  può  riguardarsi  come  un  parallelogrammo  e 
poiché 

Ve  rft*   ,    Vg  (fo 

sono  le  lunghezze  dei  suoi  lati,  mentre  l'angolo  o)  racchiuso  dai  due  primi 
lati  (u,v)  è  dato  dalla  (6'*'),  la  sua  area  sarà 


VEG— F*  du  dv 

onde  il  teorema  :  L'elemento  d'area  da  ddla  Sìkperfide  è  dato  dalla  formella 

do  =  Ve  G— F*  dudv. 
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§.  42. 
Angolo  di  ima  curva  ooUe  linee  v. 

Consideriamo  una  linea  qualunque  C  tracciata  Bulla  superficie,  per  la 
quale  sia  fissata  arbitrariamente  la  direzione  positiva  dell'arco  s.  Per 
misorare  senza  ambiguità  gli  angoli  che  in  ogni  suo  punto  la  curva  C 
fa  colle  linee  coordinate  u,  v,  immaginiamo  in  ogni  punto  P  della  su- 
perficie il  -piano  tangente  e  conveniamo  di  riguardare  come  faccia  positiva 
di  questo  piano  quella  in  cui  la  rotazione  della  tangente  nel  senso  po- 
sitivo alla  linea  v  verso  la  tangente  alla  linea  u,  attraverso  l'angolo  a> 
sopra  definito,  avviene  nel  senso  positivo  delle  rotazioni,  che  sarà  per 
noi  quello  da  destra  verso  sinistra  ^^K  Ciò  premesso,  indichiamo  con  6 
Tangolo  fra  0  e  27c,  di  cui  deve  rotare  nel  senso  positivo  sul  piano 
tangente  la  direzione  positiva  della  tangente  alla  linea  v  per  sovrapporsi 
a  quella  della  tangente  alla  curva  C. 

Se  un  punto  mobile  M  si  sposta  lungo  C,  le  sue  coordinate  curvilinee 
tf,  t;  e  le  cartesiane  x,  y,  a  possono  riguardarsi  come  funzioni  ài  s  e  se  con 

A  A  A 

cos  {fìx)  ,   cos  (Cy)  ,   cos  (C^) 
indichiamo  i  coseni  di  direzione  dela  tangente  alla  curva  C,  si  avrà  quindi: 
/r^s      9^  du   ,   dx  dv  ,/>.       du  du   ,   dy  dv 

.^.       dz  du   ,   dz  dv 
indi 

A  A  A  A  A  A 

COS  e  =  cos  {Cx)  cos  (vx)  +  cos  (Cy)  cos  (vy)  +  cos  (Ca)  cos  (va) , 
ossia,  per  le  (b)  del  numero  precedente: 

n        1     /•,  du  ,  T^  dv\ 
(7)  co8e  =  -   (E-^-+F^J. 


(^)  In  ciò  teniamo  férma  la  convenzione  già  fatta  al  §.  7  (pag.  18)  rispetto 
alla  orientazione  degli  assi  ;  supponiamo  cioè  che  sulla  faccia  positiva  del  piano 
xy  la  direei^nae  positiva  di  Oy  giaccia  a  sinistra  di  quella  di  Ox. 
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Ora,  a  causa  della  (5),  abbiamo  T  identità 


onde 


sen  e  =± -T-  . 

v/È        * 


L'incertezza  del  segno  si  toglie  osservando  che,  pel  modo  secondo 
cui  abbiamo  convenuto  di  contare  6,  sen  6  è  positivo  se  v  cresce  con  $, 
negativo  nel  caso  opposto.  Abbiamo  dunque 


(7*)  sen  e  = —  . 

v/È        * 

Da  queste  e  dalle  (6),  (6*)  del  numero  precedente  deducesi  anche 


ras                                    i      m      vEG— Pdw 
(8)  ^  sen  (w  -  6)  =  ^ -- 


Come  si  vede  dalla  formola 
(9)  tang  e  =  v/ÈG— F* 


•         dv 


Edw+Frft;  ' 


rangole  d* inclinazione  d'una  curva  tracciata  sulla  superficie  sulle  linee 
coordinate  dipende  soltanto  dal  rapporto  degli  incrementi  dt«,  dv  delle 
coordinate  curvilinee  lungo  la  curva  stessa. 

Se  le  linee  coordinate  u,  v  sono  ortogonali  (F  »  0)  le  nostre  formolo 
diventano  semplicemente 

(10)      o«9=^lg,.«,e  =  v/Gf,tg9-y||. 

Supponiamo  ora  che  sulla  superficie  S  da  un  punto  M  della  curva  G 
esca  una  seconda  curva  C'  ortogonale  alla  G  e  cerchiamo  di  esprimere 
la  condizione  per  la  loro  ortogonalità. 

Nel  punto  M  i  coseni  di  direzione  della  tangente  alla  C  sono  dati 
dalle  (<;)  e  se  con  hs  indichiamo  F  elemento  d'arco  della  C",  con  du,  Sv 
gli  incrementi  delle  coordinate  curvilinee  spostandosi  da  M  neUa  direzione 
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della  C,  avremo  similmente: 

,^,  .       da  Su   ,   daSv 

e  la  condizione  d'ortogonalità 

cos  (Cx)  cos  (Cfx)  +  cos  (Cy)  cos  (Cy)  +  cos  (Csf)  cos  (G'a)  =  0 

diventa  quindi 

(11)  EduSu+F  (duSv  +  dv Su)  +  G  dvov  =  0  . 

Essa  esprime  insomma  la  condizione  perchè  i  due  elementi  lineari 
spiccati  dal  punto  (u,  v)  della  superficie  ai  due  punti  infinitamente  vicini 
{u+du,  v-\'dv)  ,   (w+5m,  v+Sv)  siano  fra  loro  ortogonali. 

Per  mezzo  della  (11)  possiamo  facilmente  risolvere  il  problema:  Dato 
un  sistema  od^  di  curve  sulla  superficie,  trovare  Veqmzione  differerufiale 
delle  loro  traiettorie  ortogonali.  L'equazione  delle  curve  del  sistema  dato, 
risoluta  rispetto  alla  costante  arbitraria  e,  sia 

(p  (w,  v)  =  e  . 

Se  Su,  St;  sono  gli  incrementi  delle  coordinate  curvilinee  (u,v)  di  un 
punto,  spostandosi  lungo  la  linea  'f  che  vi  passa,  si  avrà  evidentemente: 


cioè 


l»»+s'*=«. 


cv         cu 


e  la  (1 1)  dà  quindi  per  l'equazione  differenziale  cercata  delle  traiettorie 
ortogonali 

(•«      (4'-^l)*'+(^^-«l)*=»- 

Ma  importa  notare  che  anche  se  le  curve  del  sistema  <p  non  sono 
note,  ma  soltanto  definite  da  un'equazione  differenziale  del  l.o  ordine 

M  (iw  +  N  dv  =  0  , 

avendosi  la  proporzione 

^ •  ^      Zu    dv' 
potremo  immediatamente  scrìvere  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie 
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ortogonali  sotto  la  forma 

(13)  (EN  — FM)<?!*  +  (FN  — GM)fl[t>  =  0. 

§.  43. 
Simboli  di  OhTÌ8to£bI,  parametri  differenziali  e  cnrvatara. 

Nelle  questioni  trattate  al  §.  precedente,  come  in  tutte  quelle  che 
concernono  soltanto  la  così  detta  geometria  ddla  superficie,  intervengono 
esclusivamente  i  coefficienti  E,  F,  G  della  prima  forma  fondamentale.  È 
utile  quindi  che  fin  d'ora  calcoliamo  i  valori  esplìciti  dei  simboli  di 
Christoffel,  dei  parametri  differenziali  e  della  curvatura  per  la  nostra  forma 

lEdu*-\-2Fdudv-^Gdv', 

ove,  considerando  u  come  prima  e  v  come  seconda  variabile,  faremo 


Cu  =  E  ,    Ow  =  F  ,    Oa  =  G  , 


quindi 


Au  = 


G 


EG-F»' 


F  E 


I  simboli  di  Christoffel  di  1.*  e  2.*  specie  hanno  quindi  i  valori  che 
riuniamo  nella  tabella  seguente: 


f 


L 1 J     2  a«  '  L 1 J  ~  2  a»  ' 
j"ii|     aF_  j^aE 

[2  J       3m        2  3»' 


12 
2 


(A)| 


3E       3E         3F 

G*^+F^-2F^- 

du         dv  du 

2(EG-Ì^ 


22 
1 

JI^3G 
2   3m  ' 


3F 

dv 

22" 
2 


2  du 


J_3G 
2  3» 


CU  cu        cv 


2  (EG-F*) 


G^-F^ 
3i;        du 

2(EG-fT 


_F?^+2g|^-G^^ 
dv  ov        du 

2IEG-F») 


du         dv 
2(EG-F*) 


22    dv         du  dv 

2}""  2(EG-F^ 
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I  parametri  differenziali  1.^  e  2.^  di  una  funzione  arbitraria  tp  e  i\ 
parametro  differenziale  misto  di  due  funzioni  arbitrarie  7 ,  ^  assumono 
le  rispettive  espressioni: 


(14) 


(16)   A,9  = 


'^~  EG-P 

3^  I      du dv      . 

F/^L  v/EG— F*  J 


(16) 


VEG 


V  (?,<!')  = 


dv  ^  I    > 

\/EG— F  J  \ 

e???$-f/'-~+-^-Vg^^ 

dvdv        \dudv    dvduj         dudu 


EG-F 


Per  la  curvatura  della  nostra  forma  fondameatale  (di  cui  impareremo 
più  tardi  a  conoscere  il  significato  geometrico  come  curvatura  della  su- 


perficie), dalla  (V),  §.  37  pag.  77,  sostituendo  ai  simboli 


11 


Talori  effettivi  dati  nella  tabella  (A),  abbiamo  Tespressione: 


(17) 


K  = 


+ 


dv 


S^EG— Fy 

2 


du 


dE 


1 


V/EG— F 


dF 
du 


Ev/EG-F^ 
1         3E 


VEG— F 


F 


96 
du 


12 
2 


+ 


VEG— F 


dv 


^ 

Ev'EG— F*^ 


Supponiamo  in  particolare  che  le  linee  coordinate  siano  ortogonali, 
cioè  F»0-,  allora  Tespressione  precedente  per  E  diventa: 


(18) 


K  = 


\    ,    3/1   3v/E\) 


Ancor  più  in  particolare  se,  essendo  sempre  F»0»  è  inoltre 

E  =  G  =  X 

(dò  che  si  può  ottenere  per  qualsiasi  superficie,  come  ora  vedremo)  ne 
risulterà  per  E  Tespressione  semplicissima: 


(19) 


^  2XJ    3«?     "^     3e»    ) 
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§.  44. 
Sistemi  iaotemù. 

Per  mezzo  dei  parametri  differenziali,  possiamo  risolvere  il  problema 
di  calcolare  i  coefficienti  della  forma  trasformata  della  fondamentale 

quando  alle  variabili  u,  v  se  ne  sostituiscano  due  nuove  arbitrarie  7, 4"- 
Sia  infatti 

Ei  df  +  2  Fi  rf?)  *I>  4-  Gì  *[)» 

la  forma  trasformata.  Per  la  proprietà  fondamentale  dei  parametri  diffe-^ 
renziali,  i  valori  di 

calcolati  per  la  forma  primitiva  sono  eguali  a  quelli  calcolati  per  la 
trasformata.  Ma  per  quest'ultima  risulta  dalle  (14),  (16) 

^^'^  =  EiGi-Fi-   V(?,*)  =  -EiGi-Fi-   ^^*  =  EiGi1fi^' 


da  cui 


e  però 


^'y^^^'-v'(y>^)  =  EiG^Fi' 


^^""^         ""^      Ai^Aic^-vM?,*)'  Ai'fAi(|.-v'(?,*)  ' 


Gi=  ^^^ 


Al  9  Al  ([>  -  V*  ((p,  ^)  ' 
Come  si  vede,  la  condizione  perchè  le  nuove  linee  coordinate 
ff  =  cost*«  ,  4>  =  cost*« 
siano  ortogonali  è  che  si  abbia: 

il  che  risulta  altresì  dal  §.  42. 

Osserviamo  poi  che  il  denominatore  comune  nelle  (20)  si  può  mettere 
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Ai9Ai4)-V«(7,(|*)  =  ^g— pj 


3y  9y  * 
du  dv 

du  dv 


Applichiamo  subito  le  formolo  (20)  alla  dimostrazione  dell' importante 
proprietà,  già  superiormente  accennata,  che  si  può  (in  infiniti  modi) 
eseguire  un  tale  cangiamento  di  variabili,  che  ne  risulti 

Ei  =  Gi   ,      Fi  =  0. 

A  tale  scopo  prendiamo  per  7  una  soluzione  dell'equazione  a  deri- 
vate parziali  del  2.<>  ordine 

A,(p  =  0, 
cioè: 


_  (     gM       gp  I  _i.  _  1     9»       01* 
^  \v'EG-F/        ^  \v/EG-F», 


=  0 


Li'  espressione 


e^-f|?        g^-f|? 

>/EG-F* 


Jt; 


VEG-F» 

è  dunque  il  differenziale  esatto  di  una  funzione,  che  indicheremo  con  ^y 
e  si  lia: 


(21) 


E^-F^ 
9^_         dv du 

^      Vèg^"f* 


G^-F^ 
du       dv 


Veg-f» 

Queste,  risolute  rapporto  alle  derivate  di  <p,  danno 


(21*) 


E?*-F?^ 
3f  dv       du 

^      Veg^T* 
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ne  risalta  che  la  funzione  ^,  determinata  a  meno  di  una  costante  addi- 
tiva dalle  (21),  è  alla  sua  volta  una  soluzione  di 

e  noi  la  diremo  la  soUmone  coniugata  di  f . 
Segue  inoltre  che  si  ha 

e  però  la  trasformata,  ponendo 

assame,  per  le  (20),  la  forma  enunciata 

Hék^  +  di^. 

§.  45. 
Linee«di  Inofheua  nnlla. 

n  risultato  ultimamente  conseguito  è  di  tanta  importanza  che  sarà 
bene  ritrovarlo  per  altra  via. 

Decomponiamo  la  forma  quadratica 

ds*  =  E  dti*  +  2  F  A*  dv  +  6  rft;* 
nei  suoi  due  fattori  lineari  immaginarli  coniugati 

(fe»=    Ve dw+(F+i VEG - F*) ^!  iVEdw+(F-iVEG-F*)—  . 

(  Ve)  (  Ve^ 

Dal  calcolo  integrale  si  sa  che  esistono  fattori  integranti  di 
(a)  v/E<?»  +  (F  +  »v'EG-F*)-=^; 

uno  di  essi  sìa 

jt  +  iv 

talché  avremo,  indicando  con  7+i<|)  la  funzione  (complessa)  di  cui  la  (a), 
moltiplicata  per  (i+iv,  diventa  il  differenziale  esatto: 

(H  +  »v)  S VEd«  +  (F  4-ìVeG-F*)-—  \  =  df-\-idò 

(  Ve) 
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oade 

(it  — iv)!VEdM  +  (F  — iVlG^Ip)  — {=»cto— i<fc  , 

(  Ve) 

e  moltiplicando  queste  due  ultime  fra  loro,  col  porre  X  =  ^    ,,  risulta 
(22)  &*  =  X((ij^  +  df). 

Questi  particolari  sistemi  ortogonali  (9,  ^),  che  danno  all'elemento  li- 
neare della  superficie  la  forma  caratteristica  (22),  diconsi  sistemi  isotermi. 
La  loro  ricerca  dipende,  come  si  vede,  dalP  integrazione  deirequazione 

Vldw  f  (F  +  i  VÈG^f*) -^  =  0  , 

Ve 

ossia 

d^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdff  =  0. 

Le  linee  immaginarie  della  superficie,  determinate  da  questa  equa- 
zione, diconsi  perciò  le  linee  di  lunghezza  nulla  ;  esse  sono  caratterizzate 
dalla  proprietà  che  le  loro  tangenti  si  appoggiano  al  circolo  immaginario 
air  infinito.  (^) 

I  sistemi  isotermi  Cf ,  ^)  godono  di  una  proprietà  geometrica,  che  li 
caratterizza.  Per  enunciarla,  osserviamo  che  il  quadrilatero,  1  acchiuso 
sulla  superficie  da  due  linee  7,^  e  dalle  due  infinitamente  vicine  nei 
rispettivi  sistemi 

può  riguardarsi,  a  meno  di  infinitesimi  di  ordine  superiore,  come  un  ret- 
tangolo. Ora  se  il  sistema  (<p,  ^)  è  isotermo  e  si  fanno  crescere  %  ^  per 
incrementi  infinitesimi  d^,  d^  costanti,  prendendo  inoltre  df  =  d^,  si  ha 
il  risultato  in  questione:  I  sistemi  isotermi  dividono  la  superficie  in  qua- 
drati infinitesimi. 


(*)  Per  vederlo  basta  osservare  che,  detta  z=^z(z,y)  l'equazione  della  super- 
ficie, requazìone  differenziale  delle  linee  di  lunghezza  nulla  (colle  notazioni  di 
Monob)  è: 

(te«  +  dy^  +  (pdx  +  qdyf  =  0  . 
Se  si  sceglie  Torigine  0  in  un  punto  della  superficie  e  il  piano  tangente  per 
piano  xy,  si  ha  jp^gs^O  per  x=s^=0  e  le  direzioni  delle  tangenti  alle  linee 
di  lung^hesza  nulla  sono  determinate  da  dx^'\-dy^^=Q  che  si  scinde  nelle  due 
dx  +  tdj^'^O,  le  quali  danno  appunto  le  direzioni  cicliche. 
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In  fine  osserviamo,  ritornando  alle  formolo  (21),  che  se  il  sistema 
primitivo  (u,  v)  era  già  isotermo,  esse  diventano  semplicemente  : 

9^   d^ 

du  dv 

3'f  _      d^ 
dv~      du 

Queste  esprimono,  come  è  ben  noto,  che 

?  +  i^ 
è  funzione  della  variabile  complessa  w+iv. 

Poiché  inoltre,  mutando  ^  in  — (p,  la  forma  caratteristica  (22)  non 
cangia,  abbiamo  il  risultato.  Nato  suUa  superfìcie  S  un  sistema  isatermo 
(y,  i^\  ogni  àUro  siètema  isotermo  (<p',  ^^  si  ottiene  ponendo 

?'  +  i4''  =  FCf±itl.), 

dpve  F  è  il  simbolo  di  una  funjsAone  arbitraria  di  variabile  complessa. 
Aggiungiamo  che  ad  ogni  funzione  complessa 

formata  con  due  soluzioni  coniugate  deirequazione 

si  dà  il  nome  di  variabile  complessa  sulla  superficie. 

§.  46. 
Parametri  isometrici. 

Se  in  un  sistema  isotermo,  che  dà  all'elemento  lineare  della  super- 
ficie la  forma 

d^=z\{dui^-\~dv^^r 

senza  cangiare  le  linee  coordinate  Ui,Vi,  si  cangiano  i  parametri  che  le 
determinano  ponendo 

Wl  =  ?  («*)     ,        Vi  =  '^  (v) , 

Felemento  lineare  prende  la  forma 

cfe«  =X  (9'«  (tt)  du'  -h  f  *  (v)  dif), 
in  cui  il  quoziente  di 

E  =  X7'«(m)  per  (ì  =  \^'^{v) 
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è  evidentemente  il  quoziente  (o  il  prodotto)  di  una  funzione  della  sola 
u  per  una  funzione  della  sola  v.  Inversamente,  se  in  un  sistema  orto- 
gonale {u,v) 

(23)  ds^  =  Echf-\Qdff 
si  ha 

f24)  ^  -  ^ 

(24)  G  -  V   ' 

essendo  U  funzione  deUa  sola  u  eY  della  sola  v^  si  potrà  scrivere  anche 

E  =  XU   ,      G  =  XV, 

onde 

d^  =  \(JJdu^+Yd^ 

e  cangiando  i  parametri  (u,v)  col  porre 

JylJJdu^u,  ,      /VVcfe  =  t;i, 

avremo  la  forma 

Per  questa  ragione,  se  nel  sistema  ortogonale  {u^v)  è  verificata  la 
condizione  (24),  il  sistema  {u,v)  dicesi  ancora  isotermo.  I  parametri 
rhyViy  che  danno  all'elemento  lineare  la  forma  caratteristica  con  E  =  G, 
diconsi  parametri  isometrici. 

Dopo  queste  osservazioni,  possiamo  facilmente  esprìmere  la  condizione 

affinchè  le  linee 

y  =  cost** , 

insieme  con  le  traiettorie  ortogonali,  formino  un  sistema  isotermo.  Per 
ciò  è  nec^sarìo  e  sufficiente  che,  cangiando  convenientemente  il  para- 
metro ^  col  porre 

9i  =  F(?), 

risulti 

A,  fi  =  0  . 

Ma  risulta  subito  dalla  (15)  §.  43  (pag.  93) 

A,[F((p)]  =  F((p)A,(p  +  rCf)A,y, 

gli  accenti  indicando  derivate  rapporto  a  'f  e  però 

A,9        F'(?) 


(25) 


Al?"     F(?) 
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n  secondo  membro  è  una  funzione  della  sola  9  e  tale  deve  essere 

A   CD 

anche  il  primo.  Inversamente  se  —^  è  funzione  della  sola  9,  si  può 

(dalla  precedente)  determinare  F  ((p)  in  modo  che  risulti 

A,F(?)  =  0. 

Dunque  :  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  conche  le  linee  9  =  cos^, 
insieme  ccìUe  traiettorie  ortogonali^  formino  un  sistema  isotermo  è  che  U 
rapporto  dei  due  parametri  differenziali  1^  e  J^  di  ^  sia  fwmcne  di  7 
soltanto. 

§.  47. 
Teorema  di  Ide. 

Supposta  soddisfatta  la  condizione  ora  enunciata,  cioè  note  in  un 
sistema  doppio  ortogonale  isotermo  le  linee  di  uno  dei  due  sistemi 

tf  =  cost**, 

quelle  dell'altro  sistema  si  avranno  con  quadrature.  E  invero  le  (21) 
§.  44  (pag.  95),  ove  si  cangi  9  in  F  (9),  danno 


E^^-F- 

G??-F?? 

.  ^,   =   *  W  -—1=1=  ' 


mentre  dalla  (25)  segue 

F(y)  =  e 


-n 


Possiamo  enunciare  questo  risultato  sotto  la  forma:  Se  le  linee  9  =  cos^ 
appartengono  ad  un  doppio  sistema  isotermo,  scritta  Veqimzione  differen- 
ziale delle  traiettorie  ortogonali  sotto  la  forma  (12)  pag.  91 

dv        du   ,  du        dv   ,        ^ 

du ■  rft>  =r  0  , 

VEG-P  VEG-F* 


«     • 

••   .••     •     • 

•  •  .    •    •     • 

•  •     •     • 

•     •        •  • 
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se  ne  ha  immediatamente  un  fcMore  integrante  dato  da 

Possiamo,  eoa  Lie,  spingere  più  avanti  la  presente  ricerca  e  dimo- 
strare che:  se  dette  linee  di  un  sistema  isotermo  si  conosce  soltanto  tm'e- 
qucu9iane  differeneiate  del  T"  ordine 

di  cui  esse  sono  gli  integrati^  se  ne  potrà  avere  con  quadrature  Vequasione 
in  termini  finiti. 

£  invero  risulta  dalle  (21)  §.  44  che  esiste  in  tale  ipotesi  un  fattore 

integrante  X  di 

Mdu  +  ìfdv, 

il  quale  è  al  tempo  stesso  fattore  integrante  di 
EN-FM^  ,  FN-GM  , 
VÉG-F*  VEG-F* 

Ponendo  per  un  momento 

^^      EN-FM      .,       FN-GM 

Mi  ==    ^ ,   Ni  = , 

v/EG-F*  v^EG-F* 

avremo  quindi  le  due  equazioni 

3(XM)  ^3  (XN) 
dv  du 

a(XMO  ^a(XNo 

\      dv  du 

da  cui 

/aN  _  3M\  _„  /3Ni  _  aMA 

aiogx_  ^'\du      dv)       \du      dvj 

(2^>  du     ~  MN,-MiN 

N  f^^  -  ^^]  -N  r^^  -  ?^^ 

aiogx^^^^yati     'dvJ     ^  \du      dv) 

dv  MNi-NMi 

e  però  X  si  ba  con  quadrature  (^). 


(i)   Si  noti  che 

-MN,  +  NMi=*=EN«-2FMN+QM«, 
a  causa  di  EG-F*>0,  non  può  essere  nullo. 


Digitized  by 


Google 


102  CAPlTOtiO  III.  —  §§.  47,  48 

Si  osserverà  che  si  ha  qai  al  tempo  stesso  il  modo  di  decidere,  dal- 
l'equazione  differenziale 

se  le  linee  integrali  appartengono  ad  un  sistema  isotermo.  Per  le  (26) 
è  perciò  necessario  e  sufficiente  che  V  espressione 

aMx> 


«.C^-f)-"C^-_^^ 


MN,  — M,N 


sia  un  differenziale  esatto. 


".(l^-f)-"® 


aMi 


+  MN,  — MiN  * 


§.  48. 
RappreBentazioni  conformi. 

Supponiamo  noto  sopra  una  superficie  un  sistema  isotermo  ridotto 
ai  parametri  isometrici  (u,  v),  che  dia  dunque  all'elemento  lineare  la  forma 

eb»  =  X  (du*  +  df^) , 

e  interpretiamo  u,v  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  £,y]  di  un 
punto  in  un  piano  ausiliario  (piano  rappresentativo),  ponendo 

£  =  u  ,    Y]  =  t; . 

Ciosl  ad  ogni  punto  P  ^  (u,  t;)  della  superficie,  o  di  quella  regione  di 
superficie  cui  si  estendono  le  nostre  considerazioni,  faremo  corrispondere 
quel  punto  F  del  piano  rappresentativo  i  ri,  le  cui  coordinate  cartesiane 
eguagliano  le  coordinate  curvilinee  di  P;  avremo  insomma  una  rappre- 
sentazione della  nostra  superficie  sul  piano.  Ed  ora  andiamo  a  stabilire 
che  in  questa  rappresentazione  gli  angoli  sono  conservati,  cioè  T  angolo 
sotto  cui  si  tagliano  due  linee  qualunque  della  superficie  è  eguale  a  quello 
formato  dalle  linee  rappresentative  sul  piano. 

Per  accertarsene,  basta  ricordare  le  formole  fondamentali  del  §.  42 
in  particolare  la  (9)  (pag.  90),  che  nel  nostro  caso  diventa 

tang  e  =  g 
e  dimostra  che  ogni  linea  (obiettiva)  sulla  superficie  taglia  le  linee  v  =  cost^ 
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sotto  lo  stesso  angolo;  che  la  sua  linea  iinagine  stl  piano  fa  colle  rette 
Tfj  =  cost*^. 

In  generale,  se  stabiliamo  una  corrispondenza  fra  i  punti  P,  F  di 
due  superficie  S ,  S'  (o  regioni  di  superficie),  in  guisa  che  ad  ogni  punto 
P  dell'una  corrisponda  un  punto  F  dell'altra  e,  se  P  si  muove  con 
continuità  sulla  S,  il  punto  immagine  F  si  muova  con  continuità  sulla 
S\  diciamo  che  si  fa  una  rappresentcmone  ddrmm  superficie  suU'àUra. 

Se  la  rappresentazione  è  tale  che  gli  angoli  siano  conservati,  essa 
si  dice  conforme.  Talora  si  esprime  anche  lo  stesso  fatto,  dicendo  che 
la  rappresentazione  conserva  la  similitudine  delle  parti  infinitesime,  il 
che  corrisponde  evidentemente  appunto  alla  conservazione  degli  angoli. 

Dietro  il  risultato  ottenuto  al  principio  di  questo  numero,  è  chiaro 
che,  per  risolvere  il  problema  generale  della  rappresentazione  conforme 
di  una  superficie  S  sopra  una  superficie  S",  basterà  rappresentare  l'una 
e  l'altra  superficie  in  modo  conforme  sopra  un  piano  e  domandare  poi 
la  più  generale  rappresentazione  conforme  dell'  un  piano  sopra  l' altro. 

§.  49. 
Bappresentazioni  conformi  fra  due  piani. 

Per  risolvere  il  problema  ultimamente  enunciato  conviene  distinguere 
il  caso  in  cui  gli  angoli  corrispondenti  delle  due  figure  piane  sono  eguali 
e  dello  stesso  senso  da  quello,  in  cui  pure  essendo  eguali,  hanno  senso 
contrario  <*^  Scelti  nei  due  piani  tt,  ::'  due  sistemi  di  assi  cartesiani  or- 
togonali Ox,  Oy;  OV,  Oy,  siano  a?,  y  le  coordinate  di  un  punto  P  di  tc, 
afj  ìf  quelle  del  punto  corrispondente  P'  di  tì  ;  la  nostra  rappresentazione 
sarà  analiticamente  espressa  dalle  formolo: 

x'  =  af{x,y)   ,    f/  =  ^{x,y) 

e  dobbiamo  ora  ricercare  le  condizioni,  che  debbono  imporsi  alle  funzioni 
af,^è\  x,y  (che  supporremo  finite  e  continue  insieme  colle  loro  derivate 
parziali  nella  regione  da  rappresentarsi),  perchè  la  rappresentazione  riesca 
conforme. 


<^)  In  ciò  supponiamo  che  per  Tnno  e  per  Taltro  piano  si  siano  fissate  le 
faccie  positive  e  supponiamo  che  gli  assi  cartesiani  ortogonali  Ox,  Oy;  Ood,  O}/ 
dei  due  piani  siano  egualmente  orientati. 
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Essendo  P^(^,y)  un  punto  di  tc,  F^(a:',  j/)  il  corrispondente  di  ic', 
consideriamo  una  curva  di  tc  uscente  da  P  in  una  direzione  arbitraria. 

Per  r  inclinazione  6  della  sua  tangente  sull'asse  delle  x,  misurata  nel 
verso  positivo  delle  rotazioni,  abbiamo  la  formola 

(27)  tang  e  =  ^ 

e  per  la  curva  G  immagine  analogamente 

:r- dx -{-  -^  chf 
dx  3y 

Se  per  una  seconda  curva  Ci,  uscente  da  P,  il  valore  di  6  è  O^  e  il 
corrispondente  di  6'  è  6'i,  deve  essere 

Gì  — e  =  e'i— e' 

nel  caso  della  conservazione  diretta  degli  angoli,  e  invece 

9i-e  =  e'  — O'i 
per  la  conservazione  inversa.  Ne  segue 

nel  primo  caso  e 

nel  secondo,  essendo  a  dipendente  soltanto  dal  punto  P,  ma  costante  ri- 
spetto alla  direzione  fissata  dal  rapporto  ^  .  Ponendo  per  abbreviare 

tang  a  =  m  , 
avremo  dunque 

i  segni  superiori  valendo  nel  l.<*,  gli  inferiori  nel  2.<>  caso.  Per  le  (27), 
(27*)  ne  risulta  la  equazione: 

dx       dy  da ~  dx 

3^   ,3^  dy  "  .  x-.^  ' 
dx'^  dydx        '■  ^^  dx 
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che  deve  valer  per  tutti  i  valori  di  ^ .  Ne  seguono  le  relazioni 

dx       ^  dy 

che  caratterizzano  af-^ij/  come  funzione  della  variabile  complessa  x±iy. 
Ne  concludiamo:  La  pia  generale  rappresentazione  conforme  di  un  piano 
sopra  un  aUro  si  ottiene,  ponendo  la  variabile  complessa  délT  un  piano  eguale 
ad  una  funziotie  (arbitraria)  della  variabile  complessa  delV altro  piano,  o 
ddla  coniugata.  Nel  primo  caso  si  avrà  conservazione  diretta  degli  angeli, 
nd  secondo  gli  angoli  corrispondenti  saranno  eguali  e  di  senso  contrario. 
Se  ricordiamo  ora  il  risultato  al  principio  del  numero  precedente,  ne 
deduciamo  più  in  generale  :  La  più  generale  rappresentazione  cotiforme  di 
una  superficie  sopra  un'altra  si  ottiene,  ponendo  la  variabile  complessa 
ddTuna  eguale  a  una  funzione  della  variabile  complessa  sull'altra  (o  della 
coniugata). 

§.  50. 
Gaso  delle  superficie  di  rotazione. 

Applichiamo  i  risultati  generali  dei  numeri  precedenti  ad  una  classe 
di  superficie  per  le  quali  si  sanno  immediatamente  determinare  i  sistemi 
isotermi,  alle  superficie  di  rotazione.  Sopra  una  di  tali  superficie  assumiamo 
a  linee  coordinate  i  meridiani  ed  i  paralleli.  Per  parametro  di  un  me- 
ridiano variabile  prendiamo  Tangolo  o,  che  il  suo  piano  forma  col  piano 
di  un  meridiano  fisso  (longitudine),  e  per  parametro  del  parallelo  il  suo 
raggio  r,  restando  così  escluso  per  ora  il  caso  del  cilindro  (circolare  retto). 
Se  per  asse  delle  z  prendiamo  Tasse  di  rotazione  e  per  meridiano  fisso, 
da  cui  si  conta  la  longitudine  (o,  scegliamo  quello  del  piano  xz,  le  co- 
ordinate di  un  punto  della  superficie  saranno  date  dalle  formolo 

(28)  a;  =  r  cos  0)  ,   y  =  r  sen  co  ,   z  =  (f(r), 

essendo 

z==^(r) 

l'equazione  della  curva  meridiana.  Per  l'elemento  lineare  ds  della  super- 
ficie, in  coordinate  r,  w,  abbiamo  quindi 

(fe«  =  j  1  +  y'«  (r)  j  dr*  +  r*  dio*. 
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Cangiando  il  parametro  r  nell'arco  u  del  meridiano,  contato  da  un 
punto  fisso,  col  porre 

u  =  J  VT+  ?'*  (r)  dr  , 

avremo 

r  =  (j)  (ti)  , 

la  natura  della  funzione  ([>  determinando  la  specie  della  curva  meridiana, 
e  si  avrà  . 

(29)  ds*  =  du^  +  f^d(ù\ 

Questa  vale  anche  pel  caso  del  cilindro,  ove  si  ha 
a;  =  r  cos  (0  ,   y  =  r  sen  0)  ,   jgr  =  m  , 

con  r  costante.  E  poiché  nella  (29)  r  è  funzione  di  u  soltanto,  ne  segue 
pel  §.46: 

Sopra  ogni  superficie  di  rotazione  i  meridiani  e  i  parallèli  costituiscono 
un  sistema  f^rtogonale  isotermo. 

Se  scrìviamo  poi  la  (20)  sotto  la  forma 

/du 
—  . 

Per  ogni  superficie  di  rotazione  sappiamo  dunque  risolvere  il  problema 
di  rappresentarla  in  modo  conforme  sul  piano.  In  particolare  ponendo 

.  fdu 

«  =  «-    .     ri  =  J--, 

e  rìguardando  £,  yj  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  sul 
piano  rappresentativo,  si  avrà  una  rappresentazione  conforme,  in  cui  i 
meridiani  e  i  paralleli  hanno  per  rispettive  immagini  le  rette  parallele 
all'asse  delle  y)  o  delle  i(^K 

§.  51. 
Sfera  complessa. 

Consideriamo  la  sfera 

(^)  Si  osservi  che  in  questa  rappreseritazione  le  lossodromiche,  cioè  le  curve 
della  superficie  che  tagliano  sotto  angolo  costante  i  meridiani,  hanno  per  immagini 
le  rette  del  piano  rappresentativo.  Ne  risulta  p.  e.  il  teorema  seguente  :  In  ogni 
triangolo  racchiuso  sulla  superficie  di  rotazione  da  ire  archi  lossodromici  la  somma 
degli  angoli  è  eguale  a  due  retti. 
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il  coi  raggio  abbiamo  posto  per  semplicità  eguale  air  unità  lineare.  Essa 
può  pensarsi  come  superficie  di  rotazione  attorno  all'asse z  eie  coordi- 
nate di  un  suo  punto  sono  allora 

a:  =  sen  M  cos  t?  ,   y  =  sen  m  sen  t;  ,   ^  =  cos  te , 

dove  t;  è  la  longitudine  ed  u  la  distanza  angolare  del  punto  dal  polo 
tfsO,  cioè  il  complemento  della  Zo^i^tedfine  (colatitudine);  per  Telemento 
lineare  ayremo  quindi 

(fo«  =  du*  +  sen*  u  dif, 

e  i  parametri  isometrici  essendo 


_  r  du 

^^~  J  sent* 


log   tg     -    M,    Vy 


potremo  prendere  per  variabile  complessa  sulla  sfera  t  =  c~^+*«,  cioè 

(30)  t  =  cot|-M.  cH-*«. 

Per  variabile  complessa  C  nel  piano  dell'equatore  possiamo  prendere 

p,6  essendo  le  coordinate  polari;  e  ponendo  r  =  C,  cioè 

(31)  p  =  cot  -  te  ,   e  =  t; ,. 

avremo  una  rappresentazione  conforme  della  sfera  sul  piano  dell'equatore. 
Questa  rappresentazione  può  ottenersi  geometricamente  così.  Dal  polo 
fe=0  si  proietti  il  punto  Ì/L  =  {u,v)  della  sfera  sul  piano  equatoriale  in 
m  e  questo  sarà  precisamente  il  punto  rappresentativo,  dato  dalle  for- 
mole  (31),  Tale  rappresentazione  della  sfera  sul  piano  prende  perciò  il 
nome  di  j^roiezione  stereografica  polare. 

Oltre  alla  proprietà  di  conservare  gli  angoli,  questa  rappresentazione 
ha  anche  l'altra  importantissima  che  ogni  circolo  della  sfera  ha  per  im- 
magine un  circolo  sul  piano  e  viceversa,  proprietà  che  si  può  dimostrare 
con  considerazioni  geometriche  elementari  <^). 


(A>  In  modo  molto  semplice  cosi.  Si  osservi  dapprima  che  se  M,  M^  sono  due 
ponti  sulla  sfera,  in,  m!  i  due  punti  immagini  sul  piano  dell'equatore,  il  quadri- 
latero MM!m!m  è  inscrittibile.  Supponiamo  che  M  descriva  un  circolo  C  sulla 
sfera  e  sia  M'  una  posizione  speciale  di  M,  m'  la  sua  immagine.  La  sfera  che 
che  passa  per  C  e  per  m'  contiene,  per  quanto  precede,  tutto  il  circolo  MM'm'm 
/"che  ha  sulla  sfera  tre  punti)  e  però  il  luogo  del  punto  immagine  m  è  il  circolo 
e  d*  intersezione  della  detta  sfera  col  piano  dell'equatore. 
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Dalle  formolo  di  rappresentazione  (31)  essa  risulta  sabito,  osservando 
che  reqaazione  d'un  circolo  sulla  sfera  è 

a  sen  w  cos  v  +  6  sen  w  sen  t;  +  e  cos  w  4"  ^  =  0 

con  a,  &,  e,  d  costanti  e  la  sua  immagine  piana,  avendo  per  equazione  in 
coordinate  polari  (per  le  (31)) 

2  a  p  cos  e  -f-  2  6  p*  sen  e  +  e;  (p*— 1)  +  à  (p*+ 1)  =  0  , 
è  un  circolo  (o  una  retta).  L'inversa  è  pur  vera  evidentemente. 

§.  52. 
Sistemi  ortogonali  di  circoli  sol  piano. 

Per  mezzo  della  rappresentazione  stereografica  della  sfera  possiamo 
facilmente  risolvere  il  problema:  T^e^^ermìnaretMi  i  possibili  sistemi  doppi 
ortogonali  di  circoli  (o  rette)  sul  piano. 

Un  tale  sistema,  riportato  sulla  sfera,  deve  pur  dar  luogo  ad  un  sistema 
doppio  ortogonale  di  circoli  (C)  ((7).  Ora  si  vede  subito  che  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  affinchè  due  circoli  sulla  sfera  si  taglino  ad 
angolo  retto,  è  che  il  piano  dell'uno  passi  pel  polo  del  piano  dell'altro. 
Per  ciò  i  poli  dei  piani  dei  circoli  del  sistema  (C)  dovendo  essere  situati 
sopra  ogni  piano  di  un  circolo  di  (CO,  il  loro  luogo  è  una  retta  r',  per 
la  quale  passano  tutti  i  piani  del  secondo  sistema.  Similmente  tutti  i 
piani  dei  circoli  del  sistema  (C)  passano  per  una  retta  r,  che  è  eviden- 
temente la  polare  reciproca  di  /  rispetto  alla  sfera. 

Ne  concludiamo  che  il  modo  più  generale  di  costruire  un  sistema 
doppio  ortogonale  di  circoli  sulla  sfera  è  d'intersecare  la  sfera  con  due 
fasci  di  piani,  i  cui  assi  siano  rette  polari  reciproche  rispetto  alla  sfera. 

Se  supponiamo  dapprima  che  la  retta  r  non  sia  tangente  alla  sfera, 
essa,  0  la  sua  polare  reciproca  /,  intersecherà  la  sfera  in  due  punti  reali 
distinti,  che  saranno  comuni  a  tutti  i  circoli  del  rispettivo  sistema.  Proiet- 
tando stereograficamente  sul  piano,  otteniamo: 

A)  Due  fasci  ortogonali  di  circoli,  Vuno  coi  due  punti  base  reali,  l'altro 
cai  punti  base  immaginarii. 

In  particolare,  se  la  r  è  l'asse  polare  della  sfera,  il  sistema  A)  si  cangia 
nelle  rette  di  un  fascio  e  nei  circoli  col  centro  nel  centro  del  fascio. 

Se  r  è  tangente  alla  sfera,  /  tocca  la  sfera  nello  stesso  punto  in 
direzione  ortogonale  are  per  proiezione  stereografica  si  ottiene  sol  piano: 
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B)  Due  sistemi  di  circoli  che  toccano  nd  medesimo  ptmto  dus  rette  fra 
ìcro  ortogonali. 

In  particolare,  se  il  punto  di  contatto  di  r,  /  cojla  sfera  è  il  polo 
di  proiezione,  abbiamo  nel  piano,  come  caso  lìmite,  un  sistema  doppio 
ortogonale  di  rette. 

§.  53. 
Formola  di  Oayley. 

Supponiamo  di  far  rotare  attorno  al  centro  la  sfera  su  sé  stessa  e  indi- 
cando i  punti  della  sfera  col  valore  della  variabile  complessa  t  (pag.  107) 
in  esso  punto  ^^^  sia  z'  il  punto  in  cui  va  t  dopo  il  movimento.  Poiché 
due  figure  descritte  dai  punti  corrispondenti  t,  t'  sono  eguali,  nonché 
conformi,  sarà  t"  una  funzione  della  variabile  complessa  t,  ed  ora  diciamo 
che  z'  è  funzione  lineare  di  t: 

im  z'  —  ?^^^ 

Giovandoci  dei  teoremi  fondamentali  sulle  funzioni  di  variabile  com- 
plessa, ciò  si  dimostra  subito  osservando  che  t'  ha  un  valore  soltanto 
per  ogni  valore  di  t  e  inversamente.  Più  elementarmente  lo  proviamo 
osservando  che  sulla  sfera,  come  sul  piano  rappresentativo,  ad  ogni  cìrcolo 
descritto  da  r  corrisponde  un  circolo  descritto  da  t'.  Ora  le  rappresen- 
tazioni conformi  del  piano  su  sé  stesso  che  cangiano  i  circoli  in  cìrcoli 
sono  date  necessariamente  da  sostituzioni  lineari  ('). 


<*>  Ciò  è  evidentemente  lecito,  poiché  vi  ha  corrispondenza  univoca  tra  i  valori 
della  variabile  complessa  x  e  i  punti  della  sfera,  non  escluso  il  valore  t  =  od  , 
che  ha  luo^  nel  polo  di  proiezione. 
(*)  Che  una  sostituzione  lineare 

cangi  i  circoli  descritti  da  g*  in  circoli  descritti  da  z  (e  viceversa)  si  prova  nel 
modo  seguente.  Indicando  (con  Hermite)  con  a^  la  coniugata  di  una  quantità 
arbitraria  a,  l'equazione  di  un  circolo  descritto  da  ^  si  scrive  nel  modo  più 

generale 

A«'2'o  +  Ba/  +  Bo2'o  +  C  =  0, 

essendo  A,  C  costanti  reali.  La  corrispondente  linea  descritta  da  «  ha  per  equar 
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Il  determinante  «5  -Py  della  sostituzione  lineare  (32)  essendo  essen- 
zialmente diverso  da  zero,  si  può  supporre,  senza  alterare  la  generalità, 
eguale  air  unità: 

(33)         '  a8-pT  =  l; 

ed  ora  vogliamo  ricercare  quali  particolari  relazioni  debbono  aver  luogo 
fra  i  coeflScienti  a,  p,  7, 8  perchè  la  (32)  rappresenti  effettivamente  un  puro 
movimento  della  sfera.  Esprimiamo  per  ciò  Telemento  lineare 

(fo*  =  dti*  +  sen*  u  di^ 
della  sfera  per  la  variabile  complessa  t  e  la  coniugata  tq.  Essendo 

t  =  cot  —  M  e*' ,  To  =  cot  -X-  tt  e-*^ , 
troviamo  subito 

Perchè  la  (32)  rappresenti  un  movimento,  è  adunque  necessario  e 
sufficiente  che  ne  risulti 

d-i  d^Q  dx  dxQ 


(t't'o+1)*        (rro+l)' 


«  » 


zione,  secondo  la  (1)  : 

A(«2  +  P)(ao25o  +  Po)  +  B(az  +  P)(To«o+òo)  +  Bo(ao«o+Po)(T«+5)  + 
+  C(7a  +  B)(Toao+^o)  =  0 

ed  è  quindi  nuovamente  un  circolo. 

Osserviamo  inoltre  che  se  s^  è  un  punto  arbitrario  del  piano,  la  sostituzione 

lineare                                     .         e      ,        ^    j.  x 
"^  a^  = (e  costante) 

Z  '—  Zt 

cangia  i  circoli  tangenti  nel  punto  fìsso  z^  a  una  determinata  direzione  in  rette 
parallele,  die,  prendendo  e  (l'argomento  di  e)  convenientemente,  possono  rendersi 
parallele  ad  uno  degli  assi  coordinati.  Ciò  posto  sia 

una  rappresentazione  conforme  del  piano  su  sé  stesso  che  conservi  i  circoli.  Le 
rette  parallele  agli  assi  coordinati  nella  figura  (2")  si  muteranno  nella  figura  (2) 
in  un  sistema  di  circoli  che  toccano  in  un  medesimo  punto  due  rette  ortogonali 

Questi,  con  una  conveniente  sostituzione  lineare  «'== si  mutano  nuovamente, 

Z  —  25| 

nella  figura  (z'),  in  rette  parallele  agli  assi  coordinati. 

Ora,  poiché  ponendo  z^ = ac"  +  ir/', zl^a^  +  ii/f  deve  risultare  ac"  funzione  della 
sola  scf,  0  della  ^,  e  corrispondentemente  1/'  di  y'  soltanto,  0  di  se',  la  relazione 
fira  si',^  è  evidentemente 

con  a  costante  reale  (0  puramente  immaginaria). 
Dunque  si'  è  legata  linearmente  a  z  e.  d.  d. 
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ovvero,  avendosi  per  la  (32) 


^  /  d^  n,  dzo 


(Tt+8)«  '         '       (ToTo+So)*'. 
(at  +  P)(«ot,  +  PQ)4-(T^  +  8)(Yoto  +  8o)  =  TTo.+  l  . 
L'ultima  relazione,  dovendo  verificarsi  per  qualunque  valore  di  t,  dà: 

^aao  +  TTo=l  (apo  +  T8o  =  0 

rP«o  +  8To  =  0  (ppo  +  85o=l. 

Queste,  per  la  (33),  si  risolvono  nelle  condizioni  necessarie  e  sufficienti 

8  =  00  ,     T=  — Po; 
cioè  8  è  la  coniugata  di  a  e  7  la*  coniugata  di  p,  cangiata  di  segno.  Ne 
concludiamo  : 

Il  movimefUo  più  generale  della  sfera  complessa  in  sé  medesima  si 
rappresenta  cótta  sostituzione  lineare  sulla  variàbile  complessa 

r 

Questa  formola  è  dovuta  a  Cayley. 

In  ogni  tale  movimento  (34)  della  sfera  in  sé  medesima  i  due  punti, 
che  corrispondono  ai  valori  di  t  radici  dell'equazione  di  2.^  grado 

ft,t«  +  (a-ao)t  +  p  =  0, 

rimangono  fissi.  Essi  sono,  come  è  chiaro,  diametralmente  opposti  e  il 
movimento  consiste  in  una  pura  rotazione  attorno  al  diametro  che  li  con- 
giunge. Per  rampiezza  %  di  questa  rotazione  si  trova  facilmente  la 
formola: 


(35)  COS  (^1) 


(^)  La  formola  (35)  è  d*  immediata  evidenza  nel  caso  p  r=  p^  :=  0.  Ora  se  con 
S  indichiamo  una  qualunque  sostituzione  (34),  con  T  una  sostituzione  (34)  che 
porti  i  due  punti  fissi  della  S  nei  poli  T=0,T=ao  della  sfera,  la  trasformata  di 
S  per  mezzo  di  T: 

T-^ST 

è  una  rotazione  della  medesima  ampiezza  di  S  attorno  all'asse  polare.  D'altronde 
S  e  T*~^ST  hanno  la  medesima  somma  del  l.<>  e  del  4.<>  coefficiente,  cpme  si 
▼erifica  sabito  col  calcolo  effettivo. 
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Forinole  fondamentali  della  teoria  delle  snperflcie 


Le  dn6  forme  quadratiche  fondamentali  ì  t^.*^  "!"„»>.  j**?1"S  T^  .  — Formole  ohe  danno 

le  derivate  seconde  di  x,jf,s  e  le  derivate  prime  di  X,  T,Z.  —  Eqnaàoni  di  Gauss  e  Mai- 
nardi-Codazzi  fra  i  coefficienti  £,  F,  G,  D,  D*,  D^  delle  due  forme  fondamentali.  —  Esistenza 
e  unicità  della  superficie  corrispondente  a  due  date  forme  fondamentali,  per  le  quali  le 
equazioni  di  Gauss  e  Codazzi  sono  soddisfatte.  —  Linee  di  curvatura.  —  Baggi  di  L"  cur- 
vatura delle  linee  tracciate  sopra  una  superficie.  —  Teorema  di  Meunier.  —  Formola  di 
Eulero.—  Indicatrice  di  Dupin.—  Curvatura  totale  e  curvatura  media.  —  Sistemi  coniu- 
gati.— Linee  assintotiche.—  Calcolo  di  parametri  differensialL—  Elementi  di  una  super- 
ficie in  coordinate  cartesiane. 

§.  54. 
La  seconda  forma  quadratica  fondamentale. 

Nelle  proprietà  studiate  nel  Capitolo  precedente  abbiamo  visto  in- 
tervenire una  sola  forma  differenziale,  quella  che  dà  Telemento  lineare 
della  superficie 

/•=  efe«  =  E  dti*  +  2  F  du  dv  +G  dv* , 

cioè  la  prima  forma  fondamentale.  Ma  quando  si  studiano  le  proprietà 
inerenti  alla  effettiva  forma  che  la  superfìcie  ha  nello  spazio,  insieme 
alla  precedente  interviene  una  seconda  forma  differenziale  quadratica  e, 
come  fra  breve  vedremo:  La  teoria  ddle  superficie,  considerala  dal  nostro 
punto  di  vistaj  si  riduce  essenzialmente  alto  studio  di  due  forme  dìfferen- 
eiali  quadratiche  simultanee. 

Per  introdurre  la  seconda  forma  differenziale  accennata,  cominciamo 
dal  fissare  i  coseni  di  direzione  positiva  della  normale  alla  superficie, 
che  indicheremo  costantemente  con 

X,Y,Z. 

Come  al  §.  42,  fissiamo  che  la  faccia  positiva  del  piano  tangente  sia 
quella  sulla  quale  la  direzione  positiva  della  tangente  alla  linea  u  giace 
alla  sinistra  rispetto  a  quella  della  linea  v(^). 


(^)  Tenendo  sempre  fissa  la  convenzione:  che  sulla  faccia  positiva  del  piano 
xy  la  direzione  positiva  0^  giaccia  a  sinistra  rispetto  alla  Ox. 


Digitized  by 


Google 


LA   SECONDA   FORMA  FONDAMENTALE 


113 


La  direzione  positiva  della  normale  sarà  quella  verso  cui  è  rivolta 
la  faccia  positiva  del  piano  tangente.  Per  note  formolo  di  geometria 
analitica  abbiamo  allora: 


X  = 


sena) 


1    dy       1 
Ve3«'  Ve 

1     dy         li 

Vg  ^  '  Vg  ' 

de 
du 

senw 

z-    ' 

sene» 

1    dx        1     dy 

Ve 3«  '  V E  ^ 

1     dx         1     dy 

Vg  ^^  '   V G  ^ 

1    de 
VÈ^  ' 

1  dx 
Ve^ 

1     de 

Vg^ 

1    dx 

o>  essendo  l'angolo  delle  linee  coordinate  definito  al  §.  41.  Per  la  (6*) 
di  questo  §  (pag.  88)  risolta  adunque 


(1) 


1 

dy    d0 

du  du 

dy     de 
dv     dv 

1 

,   V-         ' 

dz  dx 
du     du 

Veg— F 
z 

7 

Veg 

dx    dy 
du.    du 

dx    dy 

dv   dv 

— F 

de  dx 
dv     dv 

VEG- 

-F 

La  seconda  forma  dififerenziale  che  introdurremo  sarà 
(p=  -{dx dS.+dy  dY+de dZ) , 
per  la  quale  adopereremo  costantemente  la  notazione 
(2)  ?=  -2dirdX  (1)  ^J)  du^+  21)'  du  dv  +  W'  dv". 

Osserviamo  subito  le  diverse  forme  che  si  possono  dare  ai  coeflScienti 
D,  D',  D"  di  'f .  Dalle  identità 

dx 
du 


2x^=«.2Xs=o, 


(i)   Il    simbolo  sommatorìo  I  qui  ed  in  seguito  indica  una  somma  di  tre 
termini  che  si  deducono  dal  primo,  cangiando  rispettivamente  x,  X  in  y,  Y;  z,  Z. 
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derivando  rapporto  ad  w,v  seguono  le  altre: 


'3»  du 


Vy    yg  _     VI  3X  8a!_     V  ax  aa; 


3»  3» 


Abbiamo  dunque: 


Tw V  T    ^* -y  3a;  3X 


(3) 


D'= 


3»3p      -^aw  3»      -^-ai  ^ 


D"==2x  g — 2^^^ 


dv  dv 


Per  le  (1),  possiamo  quindi  anche  scrivere  D,  D',  D",  sotto  forma  di 
determinante: 


(3*)  D  =  - 


1 


Veg-p 


3*«  3V  3*« 

du*  3m*  3tt* 

dx  dy   de 

3u  dw    3tt 

dx  dy    d» 

dv  dv    dv 


D'= 


1 


Veg-f* 


3'a;     3»y      3»* 


3tt3v  3Mdt'  3u3p 


du 

dx 
dv 


dj 
du 

dy 

dv 


de 

du 

de 

dv 


D" 


Veg^p 


3'a; 
3»» 

3»» 

S'è 
dv" 

dx 
du 

du 

de 
du 

dx 

3y 

dz 

dv 

3t; 

dv 

Le  due  forme  differemsiali  quadratiche 

f=  ^da?  =  Edu*  +  2F  du  dv  +  G  di^ 
tp^  --^dxdH^J)  du*  +  21)'  dudvB"  d^ 
et  diranno  la  prima  e  la  seconda  forma  fondamentale  ddla  superfuAe  S. 
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È  chiaro  che,  cangiando  comunque  le  variabili  u,v,  esse  si  trasfor- 
mano nelle  nuove  forme  fondamentali. 


§.  55. 
Eqnaiioni  fondameatali. 

In  questo  paragrafo  stabiliremo  le  eqwmmi  fondamentali  della  nostra 
teoria.  Premettiamo  per  ciò  F  osservazione  seguente.  Se  À,  B,  C  sono 
tre  funzioni  qualunque  di  u,  v,  possiamo  determinare  tre  coefficienti  in- 
cogniti a,  p,  7  in  guisa  che  si  abbia: 


(<■) 


perchè  il  determinante 


9tt     dt; 


=  Ve  g— f 


non  è  zero. 

Ciò  premesso,  riprendiamo  per  un  momento  la  notazione  cogli  indici, 
ponendo 

E  =  a»  ,   F  =  a^  ,   G  =  a» 


essendo 


ne  segne 


dx    dx 


2dx      d^X      _  Irs 
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Se  nelle  (a)  facciamo 


A  = 


indi,  moltiplicandole  ordinatamente  una  prima  volta  per 

una  seconda  per  ^  ,  ^  ,  r—  ,  una   terza  per  X,  Y,Z,  ogni  volta 
sommiamo,  risulta 


dUrdUt  ' 

dx       dy      de 


1  an  <x  +  ai,  p  = 
Y  =  6r.  , 


rs 
1 

2 


da  cui 


—  Ali 


rs 
1. 

rs 
1 


+  A., 


rs 
2 

r» 
2 


1 

rs 
2 


e  però 


a»/3«.  ~  1 1 1  a«»  "^  1 2  )  3u,  "^  -    ' 


0  più  brevemente  colla  notazione  delle  derivate  seconde  covarianti  (§.  32) 

Scrivendole  per  disteso,  colla  notazione  antica,  abbiamo  il   primo 
gruppo  di  equazioni  fondamentali 


du* 


(I) 


dove  omettiamo  quelle  per  y,  z  perfettamente  simili,  che  se  ne  deducono 
col  cangiamento  di  X  in  Y,  Z  rispettivamente. 
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n  secondo  gruppo  di  formolo  fondamentali  sarà  quello  che  esprime  le 

derivate  parziali  prime  di  X,  Y,Z  per  ^  ,  r-  ,  X  ecc.  Facendo  nelle  (a) 
successivamente  : 


A  = 

ax 
du  ' 

du 

r_3z 

A  = 

ax 
dv  • 

troviamo 

per 

le  formole 

1  in  questione: 

/ax 

FD'- 

-GD  dx 

,    FD-ED' 
■+■    EG-P 

dx 

ai) 

l  du  " 

"    EG 

-F»    du 

dv 

iax 
rat;  ~ 

FD" 
'    EG 

-GD'a* 
-p  du 

FD'-ED"aa; 
"^    EG-P   a»' 

ove  nuovamente  si  omettono  quelle  analoghe  per  Y,  Z. 

Come  si  vede,  i  coefficienti  dei  secondi  membri  nelle  formole  (I),  (II) 
sono  formati  unicamente  coi  coefficienti  delle  due  forme  fondamen- 
tali  f,  7  ^'^• 

§.  56. 
Eqnasioni  di  Oaw»  e  dì  Ck>daiii. 

I  sei  coefficienti 

E,F,G;   D,D',D" 

delle  due  forme  fondamentali  non  sono  fra  loro  indipendenti,  bensì  legati 
da  tre  relazioni  importanti  che  andiamo  ora  a  stabilire.  Per  ciò  scriviamo 
le  condizioni  d'integrabilità  del  sistema  (I): 


dvW)      du\dudv)'^^ 

awW     dv\dudv)~^' 


(i)   In  particolare,  bisogna  sempre  ricordare  che  i  simboli  di  Christoffel }  / 1  » 
che  compariscono  nelle  (I),  sono  costruiti  rispetto  alla  /.<>  forma  fondamentale  f. 
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cioè 

/  3 
\  dv 

rl!M"^-] 

12)3^     (12)^           ■ 

.  i|aM  +  Ì2Ìai>+"^. 

(P)   \ 

1     ^ 

[  du 

rs^^.^^H 

d 
di, 

12  dx^  )12|aa;^  ^^ 

.  1  ai+  2|a"«+^^. 

=  0 


=  0. 


È  chiaro  che,  facendo  oso  delle  forinole  fondamentali  stesse  (I)  (II), 
i  primi  membri  delle  (b)  si  pongono  identicamente  sotto  la  forma 


du 


dv 


onde  dovendo  sassistere  insieme  le  equazioni 
dx 


dx,^ 

*3i  +  l 


dv 


+  tX  =  o 


-t+p'K+^^=« 


du 


dy 

dv' 


«g+PS  +  fY 


«-+P^  +  tZ  =  o 


du 


dv 


du  dv 

avremo  per  le  condizioni  d'integrabilità: 

a'=0  ,   p'=0  ,   i=0. 
Le  quattro  condizioni 

a  =  0  ,   p  =  0  ,    a'=.0  ,    p'=-0, 

mediante  i  simboli  a  quattro  indici  di  Christoffel  ( 

scrivono 

DD"— D", 
EG— F 

DD"— D'* 


0 
0, 


34,  pag.  72),  8i 


EG— F 
DD"— D'* 
"EG 

iG-P" 


^E  =  |12,12 
F  =  111,21 


-^"F  =  J22.12J 


G  =  J21,21 
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Indicando  con  K  la  curvatara  della  prima  forma  fondamentale,  esse 
danno  concordemente  (§.  37,  formolo  IV): 

in  parole  esprìmono  cioè  che:  U  quoziente  dei  discriminanti  détte  due 
forme  fondamentali  tp,  f  eguaglia  la  curvatura  E  ddla  prima  forma  fon- 
damentale f. 

Quanto  aDe  altre  due  condizioni 

sviluppate,  diventano: 


if-^-|\>+(iVHl1)-^H"l-=» 


av) 


ed  esprimono,  secondo  il  §.  38  (pag.  81),  che  la  forma  covariante  trili- 
neare  (f,  f),  costruita  per  la  seconda  forma  fondamentale  fp  rispetto  aUa 
prima  f,  è  identicamente  nulla. 

L'equazione  (III)  è  data  da  Gauss  nelle  Disquisitiones  etc.,  ove  si  tro- 
vano già  tutti  gli  elementi  per  la  deduzione  delle  (IV).  Queste  ultime  si 
citano  più  comunemente  sotto  il  nome  di  formelle  di  GodasH,  perchè 
equivalenti  appunto  alle  equazioni  date  da  questo  geometra  <^);  esse 
furono  però  date  assai  prima,  sotto  altra  forma,  da  Mainardi  (1856)  <^. 

Alle  fonnole  (TV)  si  può  dare  un'altra  forma  utile  ad  osservarsi, 
giovandosi  delle  formolo  (20),  §.31 

a  log  VeG— F»  _  (11|       |12 


du  1      '      2 


aiogVEG— F*  _  (22)    ,   (12 
dv  "~    2)"^|l 


(<>  AnnaU  di  ntat.  T.  II,  p.  278  (1868). 

<t)   Oiomale  delP  Istituto  Lombardo  T.  IX,  p.  I 
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esse  risnltano  inCgitti  equivalenti  al  sistema  seguente: 


3^ 
dv 


1      D      \_if_X_Up2|       D 


+ 


<\ 


li 


D' 


V'EG-P 
D' 


(IV*) 


22)       D 


VEG-P' 


2  '  v^E  Q-ì 
12)       D' 


=  0 


if 


V'EG-P 


+i'/l 


ir 


V'EG-P 


=  0. 


Le  relazioni  (III),  (TV),  che  esistono  fra  i  coefficienti  delle  due  forme 
fondamentali,  danno  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  a  cui  essi 
debbono  soddisfare.  Enunciando  questa  proprietà  sotto  forma  più  precisa, 
abbiamo  il  seguente  teorema  fondamentale: 

Date  due  forme  diffèretmàli  quadratiche 

/'=EAi*4-2FeZMrff;  +  G  rft;» 
y  =  D  dw»  +  2  l^'dudv  +  jy'd^, 

deUe  quaii  la  prima  definita,  perchè  esista  una  superficie  che  le  ammetta 
rispettivamente  per  prima  e  seconda  forma  fondameutaie,  è  necessario  e 
sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  relazioni  (III),  (IV).  Verificate  queste 
condisioni,  la  superficie  corrispondente  è  unica  e  determinata,  prescindendo 
da  movimenti  ndlo  spazio. 

Colla  dimostrazione  di  questo  teorema,  che  ora  faremo,  resta  giusti- 
ficato il  nome  di  forme  fondamentali  dato  ad/*, ^  e  s'intende  che  tutte 
le  proprietà  inerenti  alla  forma  della  superficie  non  potranno  dipendere 
che  dai  sei  coefficienti  delle  forme  fondamentali.  In  analogia  col  nome 
di  equazioni  intrinseche  per  una  curva  (cap.  I,  §.  8),  si  potrà  dire  in- 
somma che  le  equazioni 

f='Rdff-\'2Y  dudv-\-G  dif 
9  =  D  rftt»  +  2  "D'dudv  +  "ù" dff 

sono  le  equazioni  intrinseche  della  superficie. 
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§.  57. 
IntQgrasione  delle  equazioni  intrinfleche. 

Pel    carattere  ìnyariantiyo  delle  equazioni  fondamentali  (III)  (TV), 
potremo,  nella  dimostrazione  del  teorema  enunciato,  introdurre  le  va- 
TÌabilì  indipendenti  u,  v  più  convenienti.  E  qui,  utilizzando  il  risultato 
del  §.  38,  cap.  II,  assumeremo  quelle  variabili  u,  v  che  rendono  simul- 
taneamente 

F  =  0  ,   D'  =  0. 

Come  abbiamo  visto  al  numero  citato,  eccettuato  il  caso  in  cui  sus- 
siste la  proporzione 

D:D':D"=E:F:G, 

la  quale,  come  si  vede  facilmente,  ha  luogo  soltanto  nel  caso  di  una  su- 
perficie sferica  (o  piana)  (^),  queste  nuove  variabili  u,v  sono  pienamente 


(^)  E  invero  ai  ha  in  tal  caso 

D  —  XE  ,   D^\F  ,    D"«XG. 

Ma  sostituendo  neUe  (IV)  col  ricordare  (§.  38)  che  si  ha  identicamente 

f-l4-l'>+(l'H1)-+l"ì«=» 


risnlto 


e  però 


\  ss  costante, 
Le  (IX)  P*^'  ^^^  danno  qnindi,  ponendo 

X  =—  ^ (E  costante) , 


au^^     /ay_   ar     [  dz      dz 

dx         du        \du  du       \du  du 

dx_    dX      ldy_j.dY      j  dz       d^ 
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determinate.  Esse,  eguagliate  a  costanti,  danno  le  così  dette  linee  di 
curvatura  della  superficie  (Cf.  il  §.  60). 

Le  equazioni  fondamentali  (III),  (IV*),  sostituendo  in  quest'ultime 
ai  simboli  i  loro  valori  effettivi  (tabella  (A)),  pag.  92)  e  per  E  ponendo 
il  valore  dato  dalla  (18)  pag.  93;  diventano 

D^       d  (  ì     d  V g\   .    3  I    ^     ^  f  -\  — n 


(V)  \l(^]_^l^  =  o 

rnvE/  ^  ^ 


Per  la  superficie  di  cui  vogliamo  dimostrare  l'esistenza  e  T unicità 
(nell'ipotesi  che  le  (V)  siano  verificate)  considereremo  in  ogni  punto  un 
triedro  trirettangolo,  che  diremo  il  triedro  principale,  formato  dalle  di- 
rezioni positive  della  tangente  alla  linea  v,  della  tangente  alla  linea  ti 
e  della  normale  alla  superficie.  Indicando  con  (Xi  Yi  Zi) ,  (X^  Té  Zt) , 
(Xs  Ys  Zs)  i  rispettivi  coseni  di  queste  tre  direzioni,  avremo  : 

X=-L^      Y=  — ^      Z=— - 
X,=    X  Ys=   Y  Zs=    Z. 


che  integrate  danno 

a5«=RX  +  a  ,  y  =  RY  +  6,   »==RZ  +  c, 
con  a,  b,  e  costanti,  e  però 

(a,-a)*+(y-ft)«  +  (a-c)«=R«, 

equazione  di  una  sfera  di  raggio  R.  Nel  caso  X=0  risulta  poi  che  X,  Y,  Z  sono 
costanti  cioè  la  superficie  è  xm  piano.  E  invero,  senza  alterare  la  generalità, 
possiamo  supporre  allora 

X  =  0  ,    Y  =  0  ,   Z  =  l 

e  dalle  (1)  pag.  113  risulta  quindi 


cioè  e  «scostante. 


du    ^  '  dv    "  ' 
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Dalle  formole  fondamentali  (I)  (II)  pag.  116-117,  sostituendo  ai  sim- 
boli di  Ghrìstoffel  i  loro  valori  effettivi  attuali,  deduciamo  le  formole 
seguenti: 

aXi^      1    9\/E^    ,    D  ^ 
^  VG    ^      *      VE 

dv         ^/g    3»      * 
ax,  ^  J_  3\/E 

^  y/E    ^       '      v/G 

/3X3_      D  Y 

lax._    D% 

Le  funzioni  incognite  Xi,  Xt,  Xs  debbono  dunque  soddisfare  alle  tre 
equazioni  lineari  omogenee  ai  differenziali  totali: 

\  (      VG    ^  VE      ]  v^E    ^ 

(4)        s  dKt=  — :  -^Xirftt+ —  -^Xi  +  ":=X8>rft; 

i  VG    ^  (      x'E    ^  VG      ) 

I    dXs  = Xi  dtt Xi  efo . 

\  \/E  v^G 

Al  medesimo  sistema  (4)  dovranno  pur  soddisfare  (Yi  YsYs) ,  (Zi  Zt  Z3). 

Ora  il  sistema  (4)  è  un  sistema  illimitatamente  integrabile,  poiché, 
le  condizioni  d'integrabilità  si  riducono  appunto  alle  tre  relazioni  (V), 
che  supponiamo  soddisfatte. 

§.  58. 
Esistenza  ed  unicità. 

Appoggiandoci  ora  sul  noto  teorema  che  di  un  sistema  di  equa- 
zioni ai  differenziali  totali,  illimitatamente  integrabile,  esiste  sempre  un 
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sistema  integrale,  che  pei  valori  iniziali 

delle  variabili  si  riduce  a  valori  iniziali  arbitrariamente  dati,  possiamo 
facilmente  condurre  a  termine  la  nostra  dimostrazione.  Per  ciò  conviene 
ancora  osservare  che  se  (Xi,Xt,X3)  (X'i,X't,X'3)  sono  due  sistemi  in- 
tegrali, distinti  0  coincidenti,  delle  equazioni  (4),  a  causa  della  forma 
speciale  di  queste  equazioni,  si  avrà 

XiX'i  +  X,X',  +  Xsrs  =  costante, 

poiché  il  differenziale  totale  del  primo  membro  risulta  identicamente 
nullo  in  forza  delle  equazioni  (4)  e  delle  analoghe  per  X'i  X's  XV 

Ciò  premesso,  siano  •  (Xi  X2  Xs) ,  (Yi  Yt  Y3) ,  (Zi  Zs  Z,)  tre   sistemi 
integrali  della  (4),  che  per  u  =  UoyV  =  Vo  si  riducano  ai  nove  coefficienti 

Xf  V?  XS? 
^jo)  Yf  Yf 
Zf        Z^?        Z^\ 

di  una  sostituzione  ortogonale.  DalFosservazione  precedente  risulta  che, 
per  tutti  i  valori  di  ti,  v,  saranno 

A.X  A.f         A® 

Yi        Y,        Y, 
Zi        Zt        Zj 

i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale;  in  particolare,  si  avrà 

X!  +  YÌ  +  ZÌ=1 
X.X,  +  Y.Y,-hZ.Z,  =  0 
ecc. 

Ora,  per  le  (4)  stesse,  le  tre  espressioni 

VÈX,(it«  +  VGX,<fo,  VÈY.rfft-f  VGY»d»,  Ve  Z, (iu -f  Vg  Z, d« 

sono  differenziali  esatti  e  ponendo 

a;=y*(VEX,A«  +  VGX.<fo)  ,  y  =/ (VE  Y,  dw  +  Vg  Y.  d»)  , 

e  =  Ave  Z,  du  +  Vg  Z»  dv) , 
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col  riguardare  x,  y,  z  come  coordinate  correnti  di  un  punto  di  una  su- 
perficie, si  verificherà  che  questa  superficie  ha  per  forme  fondamentali 
le  due  forme  assegnate. 

In  fine  per  la  parte  del  teorema  fondamentale  che  si  riferisce  all'u- 
nicità,  essa  risulta  sia  dalla  fDrma  lineare  delle  (4),  sia  dal  ripetere  il 
ragionamento  già  fatto  al  §.  8  per  le  curve. 

Osservaeione.  —  Nel  dimostrare  il  teorema  enunciato  ci  siamo  riferiti, 
per  semplicità,  ad  un  particolare  sistema  di  linee  coordinate  (linee  di 
curvatura);  ma  è  bene  osservare  che  si  può  anche,  lasciando  alle  va- 
riabili indipendenti  tutta  la  generalità,  introdurre  come  triedro  principale 
p.  e.,  quello  formato  in  ogni  punto  della  superficie  dalle  bisettrici  delle 
tangenti  alle  linee  coordinate  e  dalla  normale.  Pei  nove  coseni  di  queste 
tre  direzioni  troveremmo  ancora  un  sistema  lineare  di  equazioni  ai  diffe- 
renziali totali,  come  il  sistema  (4),  illimitatamente  integrabile  in  virtù  delle 
equazioni  fondamentali  (III)  (lY).  E,  come  al  §.  9,  si  potrebbe  ridurre 
il  problema  della  determinazione  della  superficie  alla  integrazione  di  un'e- 
quazione (a  differenziali  totali)  del  tipo  di  Riccati,  onde  il  risultato: 

Per  trovare  effettwamente  la  superficie  corrispondente  a  due  date  forme 
fondamenkUi  occorre  integrare  un'equazione  dd  tipo  di  Riccati. 

.     §.59. 
Linee  di  curvatura. 

Se  si  considera  sopra  una  superficie  S  una  linea  qualunque  L  e  lungo 
di  essa  si  conducono  le  normali  alla  superficie,  queste  formano,  in  ge- 
nerale, una  superficie  rigata  non  sviluppabile.  Nel  caso  particolare  che 
questa  superficie  rigata  sia  sviluppabile,  cioè  le  normali  alla  S  lungo  L 
siano  le  tangenti  ad  una  curva  dello  spazio  (ovvero  passino  per  uno 
stesso  punto),  la  linea  L  si  dirà  linea  di  curvatura  della  superficie. 

Osserviamo  subito  che,  secondo  questa  definizione,  ogni  linea  tracciata 
sopra  un  piano  od  una  sfera  deve  considerarsi  come  linea  di  curvatura, 
perchè  la  superficie  rigata  delle  normali  corrispondenti  è  un  cilindro  o 
un  cono. 

Per  ogni  altra  superficie,  come  ora  andiamo  a  dimostrare,  esiste  sol- 
tanto una  semplice  infinità  di  linee  di  curvatura,  formanti  un  doppio 
sistema  ortogonale  di  linee  sempre  reali. 

Notiamo  in  primo  luogo  alcune  proprietà  delle  linee  di  curvatura 
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che  seguono  dalla  loro  definizione  stessa  e  dai  teoremi  A)  B)  sulle  evo* 
Iute,  dati  al  §.  18  (pag.  38). 

Se  V  intersezione  C  di  due  superficie  è  linea  di  curvatura  per  ambedue^ 
Vangalo  sotto  cui  le  superficie  si  taglia/no  lungo  C  è  costante.  Viceversa,  se 
due  superficie  s'incontrano  sotto  avicolo  costante  e  la  loro  intersezione  è 
linea  di  curvatura  per  V  una  superficie^  tale  sarà  anche  per  V altra. 

E  poiché  sul  piano  e  sulla  sfera  ogni  linea  è  linea  dì  curvatura, 
avremo  come  corollario: 

Se  un  piano  o  una  sfera  tagliano  una  superfime  S  lungo  una  linea 
di  curvatura,  taglierantio  S  sotto  angolo  costante.  Viceversa,  se  un  piano 
0  una  sfera  tagliano  S  sotto  angolo  costante,  la  intersezione  sarà  linea 
di  curvatura  per  S. 

Così  p.  e.  sopra  una  superficie  di  rotazione  i  meridiani  ed  i  paralleli 
sono  linee  di  curvatura. 

Cerchiamo  da  quale  condizione  analitica  viene  caratterizzata  una  Unea 
L  di  curvatura.  Lungo  di  essa  u,  v;  x,  y,  z;  X,  Y,  Z  sono  da  riguardarsi 
come  funzioni  di  una  sola  variabile,  p.  e.  dell'arco  ^  di  L.  Se  ÌA.^{x,  y,  zy 
è  un  punto  di  L,  Mi^(:e;i,  yi,z^  il  punto  di  contatto  della  normale  in  M 
collo  spigolo  di  regresso  Ci  della  sviluppabile,  generata  dalle  normali 
alla  S  lungo  L,  avremo 

(5)  a?i  =  a?-rX  ,   yi=y-rY  ,   z^^z-rZ, 

indicando  con  r  il  valore  algebrico  del  segmento  MiM  (dove  dunque  r 
è  positivo  0  negativo  secondo  che  la  direzione  da  Mi  verso  M  coincide 
colla  direzione  positiva  della  normale  o  colla  opposta). 

Derivando  le  (5)  rapporto  ad  s,  ed  osservando  che  per  ipotesi 


dxi 
ds   ' 

dyr 

ds  ' 

dz, 
ds 

t.Y, 

Z,  avremo 

XX: 

dx 
~ds' 

dX 
'  ds 

—  X 

dr 
ds 

ds  ds  ds 

.„ dz  dZ       rj  dr 

~  ds  ds  ds  * 
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Moltiplicando  queste  ordinatamente  per  X,  Y,  Z,  e  sommando  risulta 

dr 


onde 


^--à,. 


dx^     dX      di^     dY      ck^     dZ 
ds~      ds   '   ds  ds   '   d8~     ds   ' 


ovvero:  Spostandosi  lungo  la  linea  L  di  curvaturay  deve  st^ssisùere  la 
proporzione 

(6)  dx:dy:dz  =  d^:dY:dZ. 

Viceversa,  se  lungo  L  ha  luogo  la  proporzione  (6),  e  con  r  indichiamo 
il  valore  comune  dei  tre  rapporti 

dx dy dz 

dX~rfY""dZ  ' 

si  vedrà  subito  che  le  (5)  ci  definiscono  una  curva  Ci,  le  cui  tangenti 
sono  le  normali  alla  S  lungo  L.  Dunque:  la  proporjnone  (6)  è  caratte- 
ristica déUe  linee  di  curvatura. 

Né  viene  qui  escluso  il  caso,  in  cui  la  curva  Ci  si  riduce  ad  un  punto  ; 
soltanto,  essendo  allora 

dxi  =  dyi  =  dzi  =  0, 
% 
sarà  altresì  dr=0,  cioè  r»  costante. 

§.  60. 
Linee  di  cnrvatara  in  coordinate  corTilinee. 

Trasformiamo  ora  le  equazioni 

cbt  =  rdSL  ,   (^  =  rdY  ,   cb)  =  rdZ, 

caratteristiche  per  una  linea  di  curvatura,  in  coordinate  curvilinee.  Scri- 
vendole per  ciò: 

a*  ,   ,  a*  ,       /3x  ,   .  ax  ,N 

-du+gdv==r[^du-]-^dv) 
^^du+^dv^ri^-^du  +  ^dv), 
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possiamo  sostituirvi  il  sistema  equivalente  che  si  ottiene  moltiplicandole 

-^  dx     dy     dz  j  dx     dy     dz 

una  pnma  volta  P®r  ^  ,  ^  ,  g- ,  una  seconda  P®r  ^  ,  ^-  ,  ^  ,  una 

terza  per  X,  Y,  Z  e  ogni  volta  sommando. 

L'ultima  volta  si  ottiene  un'identità  e  troviamo  così  le  equazioni 
(Cf.§.54): 

^duA-Y  dv=  -r(Ddti+D'(fo) 

(7)  \  ' 

FdM  +  Gdt;=-r(D'dM+iy'di;). 


(8) 


=  0, 


Eliminando  r  fra  queste  due,  si  ottiene: 

E  dw  +  F  (fo    Y  du-\-G  dv 

come  equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura. 

n  determinante  scritto  è  precisamente  il  Jacobiano  delle  due  forme 
fondamentali;  se  escludiamo  adunque  il  caso 

D:D':D"=E:F:G, 

in  cui  la  superficie  è  una  sfera  o  un  piano  (^),  ricordando  i  risultati  del 
§.  39,  pag.  83,  abbiamo  il  teorema: 

Sopra  ogni  superficie  esiste  un  doppio  sistema  ortogonale  sempre  reale 
di  linee  di  curvatura.  Indeterminazione  vi  ha  soltanto  per  la  sfera  e  per 
U  pianOj  ove  ogni  linea  è  linea  di  curvatura. 

Per  ogni  punto  M  della  superficie  S  passano  due  linee  di  curvatura 
Li,  Ls,  che  ivi  s'incontrano  ad  angolo  retto.  La  normale  in  M  tocca  lo 


(^)  Alla  dimostrazione  analitica  di  questo  fatto,  data  nella  nota  al  §.  57,  è 
fàcile  ora  aggiugere  una  semplice  dimostrazione  geometrica.  Nel  caso  della  pro- 
porzione 

D:r)':r)"=E:F:G. 

i 

ogni  linea  tracciata  sulla  superficie  S  è,  per  la  (8),  linea  di  curvaturaJ  Ne  segue 
che  se  M,  M'  sono  due  punti  qualunque  di  S,  le  normali  in  M,  M!  giacciono  in 
un  piano.  Per  la  normale  in  M  e  per  M'  si  faccia  infatti  passare  un  piajio,  che 
seghi  S  lungo  la  curva  C.  Le  normali  lungo  C  alla  S  formano  una  sviluppabile 
cioè  sono  tangenti  ad  una  evoluta  di  C  e  poiché  la  normale  in  M  giace  nel  piano 
di  C,  ogni  altra  normale  lungo  C,  in  particolare  quella  in  M*  giaceranno  nel  piano 
stesso.  Dunque  tutte  le  normali  di  S  s' incontrano  due  a  due  e  però,  non  po- 
tendo giacere  in  un  piano,  passeranno  per  un  medesimo  punto  0.  Se  O  è  a 
distanza  finita  la  S  è  in  conseguenza  una  sfera  (col  centro  in  0),  se  O  è  air  in- 
finito la  S  è  un  piano. 
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spigolo  di  regresso  della  sviluppabile,  generata  dalle  normali  a  S  lungo  Li, 
in  un  punto  che  indicheremo  con  Mi  ;  questo  punto  dicesi  il  cerUro  di 
curvaiitra  della  superficie  in  M,  relativo  alla  linea  di  curvatura  Li .  Si- 
milmente abbiamo  sulla  normale  in  M  un  secondo  centro  di  curvatura  Mg 
relativo  alla  Ls  e  i  segmenti 


ri  =  MiM  ,   r,  =  M,M  (^) 

portano,  per  una  ragione  che  ora  vedremo,  il  nome  di  raggi  principali 
di  curvatura  della  superficie  in  M. 

Se  dalle  nostre  equazioni  (7)  eliminiamo  il  rapporto  du  :  dv,  otteniamo 
evidentemente  il  risultato: 

1  raggi  principali  di  curvatura  ri,  rj  della  superficie  sono  dati  in  ogyii 
punto  daUe  radici  deiP equazione  di  2.^  grado  in  r: 

(9)  (DD"-D'*)r  +  (ED"+GD--2FD0r  +  EG-F*=O. 

§.  61. 
Onnratura  delle  sezioni  normali. 

Passiamo  ora  ad  esaminare  le  relazioni  che  esistono  fra  i  raggi  di 
(prima)  curvatura  delle  infinite  linee,  tracciate  sopra  una  superficie  per 
un  medesimo  punto  M. 

Sia  C  una  tale  curva,  lungo  la  quale  ti,  v;  x,  y,  z  sono  funzioni  del- 
Parco  «  di  G.  Riten^ido  per  la  C  le  notazioni  del  cap.  I,  avremo  anzi 
tutto  pei  coseni  di  direzione  della  sua  tangente: 

^  "^     '*~3i&"^av&  '   ^~duds^d'vds'  ^^~dud8^  dvds' 

Indicando  con  o  Tangolo,  fra  0  e  tt,  formato  dalle  direzioni  positive 
della  normale  principale  di  G  e  della  normale  alla  superficie,  abbiamo 
per  le  formolo  dì  Frenet: 

2^  da coso 
^  &  ~T' 

onde  per  le  (10)  : 

coso  _  Ddu*+2D'dtic?t?-fiy^dt;^ 
P    ~  cfo* 


<^)  Si  ricordi  che  r^ ,  r^  sono  computati  positivi  o  negativi,  secondo  che  le 
direzioni  da  Mi  verso  M  (o  da  M,  verso  M)  coincidono  colla  direzione  positiva 
della  normale  o  colla  opposta. 
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ovvero 

cos  0       D  rfM'+2  D' du  dv+  J)"dv* 


(11) 


E(fei*+2F  ducfo  +  G  df^ 


Per  la  normale  in  M  alla  superficie  e  per  la  tangente  in  M  alla  C 
facciamo  passare  un  piano  ;  esso  produce  nella  superficie  una  sezione  F, 

che  dicesi  la  sejsione  normale  tangente  a  C.  La  prima  curvatura  ^^  di  F  in 
M  sarà  data  dalla  formola  stessa  (11)  ove  si  faccia 

cos  (3=±  1  , 

secondo  che  la  concavità  di  F  è  rivolta  verso  la  direzione  positiva  o  ne- 
gativa della  normale.  Ne  risulta  intanto  la  formola 

p=±R  cosa, 

cioè  il  teorema  di  Mounier: 

U  raggio  di  prima  curvatura  di  una  curva  C  tracciata  sopra  una  st^ 
perfide  S  eguaglia  in  ogni  punto  M  U  raggio  di  curvatura  déUa  sejrìone 
normale  tangente  alla  curva  G  in  M,  moltiplicato  per  il  coseno  ddrangcio^ 
che  U  piano  della  sezione  fa  cól  piano  osculatore  alla  curva. 

Potremo  dunque  limitare  il  nostro  studio  a  quello  delle  sezioni  normali. 

Per  le  sezioni  normali  la  formola  (11)  diventa 

1  _     J)  du^  +  2\)' du  dv  -[-  J)" dv^ 
R~-Edw*  +  2F  dudo  +  G  dv^' 

la  scelta  del  segno  superiore  o  inferiore  essendo  legata  alla  circostanza 
sopra  notata;  con  questa  scelta  (a  seconda  della  convenzione  fatta  nella 
teorìa  delle  curve  di  dare  alla  prima  curvatura  sempre  un  valore  positivo) 
il  segno  effettivo  del  2.**  membro  risulterà  in  ogni  caso  il  positivo. 

Ma  qui,  essendo  tutte  le  lunghezze  R  (per  le  infinite  sezioni  normali) 
contate  sulla  medesima  retta,  la  normale  in  M,  sulla  quale  è  già  fissato 
un  verso  positivo,  converrà  meglio  attribuire  ad  R  anche  un  segno.  E  noi 
converremo  di  contare  R  positivo,  se  la  direzione  che  va  dal  centro  di  cur- 
vatura della  sezione  normale  al  piede  M  della  normale  coincido  col  verso 
positivo  di  questa,  negativo  nel  caso  contrario  (Cfr.  numero  precedente). 
Gon  questa  nuova  convenzione,  avremo  senz'altro  in  tutti  i  casi 

1  _     D  du'  +  2  D'  du  dv  +  D^^  dv" 
^^  R"     EdM«  +  2F  di«di;  +  G  dt;*' 
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§.  62. 
7onnola  di  Eulero. 

Assumiamo  ora  a  linee  coordinate  le  linee  di  curvatura  e,  indicando 
con  fi ,  Tf  rispettivamente  le  quantità  introdotte  al  §.  60,  avremo  spo- 
standoci lungo  le  linee  di  curvatura  u: 

dx  =  ri  dX.   ,    dy  =  ri  dY   ,    da  =  ri  dZ 


e  lungo  le 

v: 

Ax-=^r^  dX   ,    rfy  =  rj  iY   ,    de^u  dZ, 

cioè: 

(13) 

i^x         3X     3y          3Y     ^z          3Z 
t  3ti""*'*3u  '  3i*~''*3w  '  3w~*'*3tt 

3a:_^3X      3y_^  3Y      3^_^  3Z     ^,, 
\  St?          3t7      3c?          3t?      3w          3v 

onde 

(14) 

D=-^,D'==0   .   D"= ^. 

quindi 

per 

la  (12): 

E            G 

Questa,  indicando  con  6  l'angolo  che  la  sezione  normale  considerata 
fa  colle  linee  «,  ci  dà  la  fomuAa  di  Eulero 

1       C08*8   ,  aen*  6 

Di  qui  risulta  intanto:  n^rg  sono  i  raggi  di  curvatura  dèlie  sessioni 
normali  tangenti  alle  linee  di  curvatura.  Queste  sezioni  diconsi  sezioni  prin- 
cipali ed  Ti ,  rj  chiamansi  perciò,  come  sopra  si  è  detto,  i  raggi  principali 
di  curvatura;  i  centri  di  curvatura  delle  sezioni  principali  sono  i  due 
punti  Mi,  M«,  considerati  alla  fine  del  §.  60,  che  si  dicono  i  centri  di 
curvatura  ddla  superficie  in  M. 


(^)  Queste  sono  le  formolo  che  si  citano  comunemente  sotto  il  nome  di  for- 
inole di  Bodrigues. 
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Esaminiamo  ora  come  varia  il  raggio  R  di  curvatura  della  sezione 
normale,  quando  si  fa  ruotare  il  piano  della  sezione.  L' immagine  più  chiara 
del  modo  di  variazione  si  ottiene,  facendo  uso  delle  considerazioni  seguenti: 
l.^  Supponiamo  che  nel  punto  in  considerazione  r^,  r^  abbiano  lo 
stesso  segno,  p.  e.  il  positivo.  Nel  piano  tangente  in  M  stabiliamo  un  si- 
stema di  assi  cartesiani  ortogonali  i  /],  coincidenti  colle  tangenti  alle  linee 
di  curvatura  u,  v  rispettivamente,  e  consideriamo  la  ellisse,  che  ha  per 
equazione: 

(16)  i-  +  j-=l. 

Un  semidiametro  di  questa  ellisse,  inclinato  dell'  angolo  6  sull'  asse  t] 
(tangente  alla  v),  ha  una  lunghezza  p  data  dalla  formola 

1.  _  cos*6      sen'  0 

ossia  si  ha  per  la  (15) 

P*  =  R. 

Dunque:  Il  quadrato  di  ogni  semidiametro  déW ellisse  (16)  egtmglia  H 
raggio  di  curvatura  della  sezione  normale^  il  cui  piano  è  condotto  per  U  dia- 


Per  questa  ragione  la  ellisse  (16)  si  dice  V ellisse  indioatrU»^ 
È  da  notarsi  che,  se  n  =9*2,  V  ellisse  indicatrice  diventa  un  circolo  e 
tutte  le  sezioni  normali  per  M  hanno  lo  stesso  raggio  di  curvatura.  Il 
punto  M  dicesi  allora  un  punto  circolare  0  un  onibdieo.  L'unica  superficie 
a  punti  tutti  circolari  è  la  sfera  ^^K 

2.^  Abbiano  ora  n  ,  r,  segno  contrario  e,  per  fissare  le  idee,  suppo- 
niamo ri  positivo,  r,  negativo.  Consideriamo  allora  nel  piano  taagente  le 
due  iperbole  coniugate 

ri      -r» 
(17) 

=    1 


ri      -r, 


e  si  avrà  col  sistema  di  queste  due  iperbole  conseguita  la  rappresentazione 
geometrica  stessa,  che  ci  era  dianzi  fornita  dalla  ellisse  (16). 


(^)  E  infatti  si  ha  allora 
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La  ellisse  (16)  nel  primo  caso  e  il  sistema  delle  due  iperbole  (17)  nel 
secondo  costituiscono  la  così  detta  indicatrice  di  Dupin^  dal  nome  del 
geometra  che  primo  diede  la  interpretazione  geometrica  superiore  della 
formola  di  Eulero. 

È  da  osservarsi  che,  mentre  nel  l.^'  caso  la  superficie  nell'intorno  di  M 
giace  tutta  da  una  parte  del  piano  tangente  (le  sezioni  normali  volgendo 
tutte  da  una  stessa  parte  della  normale  la  loro  concavità),  nel  2.^  caso 
invece  la  superficie  giace  ora  da  una  parte  ora  dall'  altra  del  piano  tan- 
gente (^}  e  precisamente  quelle  sezioni  normali,  il  cui  piano  incontra  in 
punti  reali  la  prima  iperbola  (17),  volgono  tutte  da  una  parte  le  loro  con- 
cavità, le  rimanenti  (i  cui  piani  incontrano  in  punti  reali  T  iperbola  coniu- 
gata) dalla  parte  contraria.  Il  passaggio  dair  una  air  altra  specie  di  sezioni 
ha  luogo,  quando  il  piano  normale  passa  per  Tuno  o  per  T  altro  assintoto 
delle  iperbole  (17)  e  allora  per  la  corrispondente  sezione  si  ha: 

ciò  che  indica  \m  flesso  nella  sezione  corrispondente.  Queste  due  speciali  di- 
rezioni uscenti  da  M  nel  piano  tangente  prendono  per  ciò  il  nome  di  di- 
resioni  ctssintotiche  ;  esse  dividono  la  superficie  neir  intorno  di  M  in  quattro 
settori  che  a  vicenda  passano  dalF  una  air  altra  parte  del  piano  tangente. 

§.  63. 
Onrratora  media  e  cnrYatura  totale. 

Il  modo  come  una  superficie  S  è  incurvata  nelF  intomo  di  un  suo 
punto  M  dipende  essenzialmente,  come  ora  si  è  visto,  dai  valori  dei 
due  raggi  principali  di  curvatura  n,  r,.  In  luogo  di  ri,  rs  possono  darsi. 


W  Allo  stesso  risultato  arriviamo  più  brevemente  co^. 

Consideriamo  il  piano  tangente  nel  punto  {u,  v)  della  superfìcie  e  calcoliamo 
la  distanza  Z  del  punto  infinitamente  vicino  {u-\-h  ,  v-\-k)  (ove  h,  k  si  riguarde- 
ranno come  infinitesimi  di  l.<^  ordine)  dal  detto  piano;  troviamo 

3  =.  i  (D  A«  +  2  D»  A  fc  +  D"  fc«)  +  r; 

^sendo  yj  infinitesimo  di  3.^  ordine.  Il  segno  di  Z  dipende  adunque  da  quello  di 

{a)Dh*  +  2iyhk  +  iy'k^. 

Ora  se  D  D"—  ly*  >  0,  cioè  se  il  punto  è  ellittico,  la  forma  (a),  è  definita 
6  ò  eonserva  sempre  lo  stesso  segno  ;  se  D  D"  —  D*^  <][  0  (punto  iperbolico)  la  forma 
{a),  e  quindi  $,  assume  valori  positivi  e  negativi. 
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per  definire  qaesto  modo  d'mearTamento,  dae  combinazioni  di  n ,  r^,  dai 
coi  valori  possano  inversamente  trarsi  qnelli  di  n ,  r^.  Le  più  importanti 
fiinzioni  di  ri ,  rt,  che  occorre  di  considerare,  sono  il  prodotto  e  la  somma 

delle  dne  curvature  principali  —,  — .  Le  indicheremo  rispettivamente  con 

rirt  n   *   r. 

La  prima  porta  il  nome  di  curvatura  totale  o  di  Ganss  della  superficie, 
la  seconda  quella  di  curvatura  media.  Se  ricordiamo  che,  in  coordinate 
curvilinee  qualunque,  i  raggi  principali  di  curvatura  sono  le  radici  della 
equazione  di  2.<»  grado  (9)  pag.  129,  otteniamo  senz'altro  pei  valori  ge- 
nerali di  E  ed  H: 

D  ir  —  D^ 
^~ EG— P 
(18) 

/„_  2FD^— Eir  — GD 

',      ""  E  G  —  P 

ove  i  secondi  membri  sono  invarianti  assòluti  delle  due  forme  fondamentali 
(Cf.  §.  39)  i^K 

Ma  per  la  curvatura  totale,  secondo  i  risultati  del  §.  56,  abbiamo  di 
più  r importantissimo  teorema:  La  curvatura  totale  di  una  superficie 
eguaglia  la  curvatura  deUa  prima  forma  fondamentale. 

Questa  proprietà  della  curvatura  di  Gauss,  di  dipendere  soltanto  dai 
coefficienti  della  forma  che  rappresenta  T  elemento  lineare,  è  quella 
(come  si  vedrà  in  appresso  nel  capitolo  deirapplicabilità)  che  dà  alla 
curvatura  stessa  l'importanza  preponderante  nelle  applicazioni  geome- 
triche. Essa  si  designa  spesso  per  ciò  semplicemente  col  nome  di  curvatura. 

La  curvatura  E  è  positiva  nei  punti  a  indicatrice  ellittica,  negativa 
in  quelli  a  indicatrice  iperbolica;  i  primi  si  dicono  punti  diittici  della 
superficie  i  secondi  punti  iperbolici. 

In  generale  esiste  sopra  una  superficie  una  regione  di  punti  ellittici 
ed  una  regione  di  punti  iperbolici,  confinanti  ad  una  linea  di  punti 
parabolici,  ove  cioè  la  curvatura  E  è  nulla. 


W  Ciò  comsponde  al  fatto  che  la  cnryatura  totale  e  la  media  hanno  nn 
significato  affatto  indipendente  dalle  coordinate  curvilinee  scelte  sulla  superficie. 
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A  complemento  di  queste  osservazioni  dimostriamo  il  teorema:  Una 
superficie  a  cwrvatura  miUa  in  tutti  i  punti  è  una  superficie  svUt^ppabUe. 

Che  le  sviluppabili  abbiano  tutte  la  curvatura  nulla  risulta  subito 
dall'osservare  che,  pei  teoremi  sulle  evolute  delle  curve  (§.  18),  le  linee 
di  curvatura  di  una  sviluppabile  sono  le  generatrici  e  le  loro  traiettorie 
ortogonali  ;  delle  due  curvature  principali  quella  relativa  alle  generatrici 
è  costantemente  nulla. 

Inversamente,  se  la  superficie  S  è  a  curvatura  E  nulla,  sarà 

DD"— D'»  =  0 
e,  prendendo  a  linee  coordinate  u,  v  quelle  di  curvatura,  sarà 

D'=0, 
indi  anche  D,  o  D''.  Poniamo  che  sia 

D  =  o  ,  iy=o. 

Per  le  formole  fondamentali  (II)  pag.  117,  sarà  quindi 

ax     ^    aY     ^    az    ^ 

3tr  =  ^'    3e^  =  ^'   3t^  =  ^' 
cioè  X,  Y,  Z  saranno  funzioni  di  v  soltanto.  Ma  dalle  formole 

J_??X+—  ^Y  +  — -Z=0 

Ve  ^         Ve  ^        Ve  ^ 

_1_  3a?aX      J_  ^3Y      J_  a^3Z^^ 
^du  dv        y  jj  du  dv        y^dudv  ' 

la  seconda  delle  quali  segue  da  D'  =  0,  risulta  allora  che  i  coseni  di  direzione 

J^  a^      J_Sy       JL  ?f 

Ve  ^  '  Ve  ^  '  Ve  ^'^ 

della  tangente  alle  linee  di  curvatura  v  sono  funzioni  di  v  soltanto, 
quindi  costanti  lungo  ogni  singola  linea  v.  Le  linee  di  curvatura  v  sono 
dunque  rette  e,  pei  teoremi  ora  citati  sulle  evolute,  la  S  è  quindi  svi- 
luppabile* 

§.  64. 
Tangenti  coniugate. 

Due  tangenti  ad  una  superficie  uscenti  da  un  suo  punto  M  diconsi, 
secondo  Dupin,  coniugate  se  esse  sono  coniugate  rispetto  alla  indicatrice. 
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Riferendosi  alle  linee  di  cnryatora  «,  v,  e  indicando  con  6,  0"  le  in- 
dinazioni  di  due  tangenti  coniagate  sulla  linea  v,  abbiamo,  per  la  defi- 
nizicme  stessa: 

tgetgy^-p. 

D'altronde  se  col  simbolo  d  indichiamo  gli  incrementi  delle  coordi- 
nate curvilinee  lungo  la  prima  direzione,  con  S  quelli  lungo  la  direzione 
coniugata,  abbiamo 

e  però 

(19)  5rfti8ti  f  -  ifo8t;  =  0. 
r»  ri 

A  considerare  le  direzioni  coniugate  sulla  superficie  siamo  anche 
condotti  dall'osservazione  seguente.  Sia  C  una  curva  arbitraria  tracciata 
sulla  superficie  S,  riferita  ad  un  sistema  qualunque  di  coordinate  cur- 
vilinee (ti,  t;).  I  piani  tangenti  alla  S  lungo  C  inviluppano  una  svilup- 
pabile circoscrìtta  alla  S  lungo  G.  Dimostriamo  che  in  ogni  punto  di  C 
la  tangente  a  G  eia  generatrice  della  sviluppabile  circoscritta  sono  tangenti 
coniugate  ^^K 

Scriviamo  perciò  l'equazione  del  piano  tangente  a  S  in  un  punto 
(x,  y,£f)  dì  G 

(20)  (S-a:)X  +  (7i-y)Y  +  (C-^)Z  =  0, 

indicando  con  i,  ri,  C  le  coordinate  correnti.  Spostandosi  (x,  y,  é)  lungo  C, 
tanto  Xy  y,  e  quanto  X,  Y,  Z  sono  funzioni  dell'arco  5  di  C  e  derivando 
la  (20)  rapporto  ad  s,  l'equazione  risultante 

(21)  (€_.)f  4-0i-y)f +  (C-.)f  ==0. 

associata  alla  (20),  dà  la  generatrice  G  dell'indicata  sviluppabile  uscente 
da  (x,  y,  e).  Indicando  adunque  col  simbolo  8  gli  accrescimenti  di  x,  y,  ir 


(^)  In  particolare  segue  di  qui  :  Sidla  sviluppabile  circoscrìtta  ad  una  super- 
ficie S  lungo  una  linea  di  curvatura  C,  la  curva  C  è  traiettoria  ortogonale  delle 
generatrici,  E  questa  una  proprietà  caratteristica  delle  linee  di  curvatura,  che 
potrebbe  servire  a  definirle. 
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spostandosi  sulla  superficie  nella  direzione  O,  osservando  che  i  coseni  di 
direzione  di  G  sono  proporzionali  a 

Y^_Z—      Z— —  X—      X  — —  Y  — 
ds  ds   '       ds  ds   '       ds  ds  ' 

come  anche  a  ^x,  Sy,  $5,  avremo 

Sa;  dX  +  8y  tZY  +  6j0r  dZ  =  0  , 

ovvero  esprimendo  x,  y,  2?,  X,  Y,  Z  per  w,  v: 

(22)  D  dw  8m  -f-  D'  (rfw  8t;+rft;  5^)  -f  D"rft;  8t?  =  0. 

Questa,  se  per  linee  u,  v  si  prendono  quelle  di  curvatura,  coincide 
appunto,  per  le  (14),  colla  (19)  e  dimostra  la  proprietà  enunciata. 

Si  osserverà  che  la  (22),  la  quale  esprime  che  i  due  elementi  lineari 
corrispondenti  agli  accrescimenti  d,  §  sono  coniugati,  è  costruita  rispetto 
alla  seconda  forma  fondamentale,  nel  modo  stesso  come  la  condizione 
d'ortogonalità  (11)  §.  42,  pag.  91 

E  rfw  Sm  -h  F  (rfw  Zv-^dv  8w)  +  G  dv  St;  =  0 

rispetto  ai  coefficienti  della  prima  forma  fondamentale. 

Un  doppio  sistema  di  linee  tracciato  sopra  una  superficie  dicesi  un 
sistema  coniugato,  se  in  ogni  punto  le  direzioni  delle  linee  dei  due  si- 
stemi, che  vi  passano,  sono  coniugate. 

È  chiaro  £he  uno  dei  due  sistemi  può  prendersi  ad  arbitrio  e  se  la 
sua  equazione,  risoluta  rispetto  alla  costante  arbitraria,  è: 

le  linee  del  sistema  coniugato  saranno  le  linee  integrati  dell'equazione 
diiSerenziale  del  l.^»  ordine  (Cf.  §.  42) 

V     9y  duj  \      dv  duj 

In  particolare  si  osservi:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  af- 
finchè le  linee  coordinale  m,  v  formino  un  sistema  coniugato  è  che  si  abbia 

Il  doppio  sistema  delle  linee  di  curvatura  è  insieme  un  sistema  or- 
togonale e  coniugata  ed  è  T  unico  dotato  di  questa  doppia  proprietà. 
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§.  65. 
Linee  assiiitotiche. 

Una  Imea  tracciata  sopra  una  superficie  dicesi  assinhHca,  se  in  ogni 
suo  punto  la  tangente  della  linea  coincide  colla  propria  coniugata.  Dalla 

(22)  segue  che  lungo  un'assintotica  deve  essere  soddisfatta  la  condizione 

(23)  J)du^  +  2  D' du  dv  +  D"  d^  =  0 

e  viceversa,  se  una  «linea  della  superficie  soddisfa  l'equazione  differen- 
ziale (23),  essa  è  un'assintotica.  Come  le  linee  di  curvatura,  le  assinto- 
tiche,  che  hanno  la  (23)  per  equazione  differenziale,  sformano  un  doppio 
sistema  (in  generale  non  ortogonale)  e  in  ogni  punto  della  superficie  le 
direzioni  delle  due  assintotiche,  che  vi  passano,  coincidono  cogli  assintoti 
della  indicatrice  di  Dupin.  v 

Naturalmente  le  assintotiche  sono  reali  soltanto  se  DD"— D'*<CO, 
cioè  nella  regione  dei  punti  iperbolici,  immaginarie  nella  regione  dei 
punti  ellittici.  Soltanto  per  le  sviluppabili  (§.  63)  accade  che  i  due  si- 
stemi di  linee  assintotiche  coincidono  (nelle  generatrici  della  sviluppabile). 

Osserviamo  poi  che  dalla  definizione  stessa  delle  linee  assintotiche 
risulta  il  teorema: 

In  ogni  punto  di  una  linea  assintotica  A  il  piano  osculatore  detta  linea 
coincide  cól  piano  tangente  della  superficie.  Viceversa^  se  una  linea  À  gode 
di  questa  proprietà,  essa  è  assintotica. 

Infatti  la  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie  lungo  Fassintotica  A, 
ha  per  generatrici  le  tangenti  di  A,  che  ne  è  lo  spigolo  di  regresso. 

Viceversa,  se  la  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie  lungo  A  ha 
la  linea  stessa  per  spigolo  di  regresso,  questa  è  assintotica. 

Le  proprietà  qui  osservate  seguono  anche  subito  analiticamente  dalla 
formola  (11)  pag.  130,  poiché  ne  risulta  che  se  lungo  una  curva  si  ha 

D  rfw*+2  D' du  dv+D"  dv^=0,  sarà  anche  =  0  e  quindi  cos  o  =  0, 

P 

0  -  =  0,  cioè  0  il  piano  osculatore  della  linea  coincide  col  piano  tan- 
gente alla  superficie,  ovvero  la  lìnea  è  retta.  Ma  in  quest'  ultimo  caso, 
il  piano  osculatore  essendo  indeterminato,  si  può  ancora  riguardare  come 
coincidente  col  piano  tangente. 
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§.  66. 
Proprietà  dei  sistemi  coniugati. 

Andiamo  ora  a  dare  con  Darboux  (^)  alcune  importanti  proprietà  dei 
sistemi  coniugati  e  delle  linee  assintotiche. 
Supponiamo  che  le  formolo 

ci  definiscano  una  superficie  riferita  ad  un  sistema  coniugato  (u,  v).  Al- 
lora Tequazione  media  fra  le  fondamentali  (I)  del  §.  55,  pag.  116  essendo 
D'  =  Ò,  ci  dà  il  teorema: 

Le  coordinate  cartesiane  x,  y,  z  di  un  punto  mobUe  sulla  superficie 
sono  sciueUmi  di  una  medesima  equazione  di  Laplace  ddla  forma 


(24) 


36/        (12)     ,       (12)\ 

3ì;("=IiI'*'^Ì2Ì) 


Inversamente  sussiste  il  teorema:  Se  x{UjV)\  y(u,v),  z(u,v)  sono 
solujriani  di  una  medesima  equazione  di  Laplace  (24),  suUa  superficie 

x  =  xiu,v)  ,   y  =  y{u,v)  ,   z  =  z(u,v) 

le  linee  (u,  v)  segnano  un  sistema  coniugato. 
E  infatti  si  ha  allora 

yx       Vy       y'z 


=  0, 


dtt  9v    dudv    du'dv 

dx         dy         dz 
du         3u         du 

dx         dy         dz 
dv         dv         dv 
cioè  D'=0. 

Supponiamo  ora  invece  che  le  linee  u,  v  siano  le  assintotiche.  In  tal 
caso  avremo  per  la  (23) 

D  =  0  ,   D"=0 

e  le  equazioni  (I)  §.  55  danno  il  teorema: 

Le  coordiniate  x,  y,  z  di  un  punto  mobile  sopra  una  superfìcie,  espresse 
in  funzione  dei  parametri  u,  v  ddle  linee  assintotiche,  soddisfano  simtd- 


(*)   T.  I.  p.  127  s.  8. 
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taneamente  a  due  equazioni  della  forma 


(25) 


a»e       ae  ,  ,ae         (22)    .    (22) 


Inversamente,  se  due  equazioni  simultanee  (25)  ammettono  tre  solu- 
zioni comuni  a;, y,  jer  linearmente  indipendenti  <^),  le  formolo: 

definiranno  una  superficie  riferita  alle  sue  linee  assintotiche. 

Queste  proprietà  possono  servire  a  dare  la  dimostrazione  analitica  del 
teorema: 

Le  trasfomMzicmi  proiettive  conservano  i  sistemi  coniugati  e  le  linee 
assintotiche  di  una  superficie  ^^. 

Una  trasformazione  proiettiva  è  data  dalle  formolo 

dove  a,  p,  f,  sono  espressioni  lineari  intere  in  x,y,0  e  però  soluzioni  della 
(24)  se  (tt,  v)  è  un  sistema  coniugato,  o  del  sistema  (25)  se  le  u,  v  sono 
assintotiche.  Ma,  se  si  pone 

^=  fi' 

la  (24)  si  trasforma  per  ff  in  una  equazione  analoga,  e  similmente  il  si- 
stema (25)  in  un  sistema  della  stessa  forma,  il  che  dimostra  la  proprietà 
enunciata.  Nel  prossimo  capitolo,  trattando  delle  coordinate  tangenziali,  si 
vedrà  similmente  che  anche  le  trasformazioni  dualistiche,  o  reciprocità  dello 
spazio,  godono  della  stessa  proprietà  (vedi  §.  82). 

Fra  i  sistemi  coniugati  (w,  v)  vi  ha  pure  quello  delle  linee  di  curva- 
tura. Possiamo  quindi  domandare  quale  proprietà  speciale  apparterrà  al- 
lora alla  equazione  (24),  cui  soddisfano  x,  y,  0.  In  tal  caso  possiamo  ve- 


W  II  sistema  (25)  deve  per  ciò  costituire  un  sistema  illimitatamente  inte- 
grabile. 

(')  G^metricamente  risulta  sabito  dal  fatto  che  la  sviluppabile  circoscritta 
a  una  superficie  lungo  una  curva  si  cangia,  per  trasformazione  proiettiva,  nella 
sviluppabile  circoscritta  alla  superficie  trasformata  lungo  la  curva  trasformata. 
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dere,  con  Darboux,  che  sarà  pure 

«»  +  !/*  +  «* 
una  soluzione  della  (24).  Posto  infatti 

risulta  dalle  (I)  §.  55: 


e  però,  se  F^O  e  (Mora  soltanto,  p  è  una  soluzione  della  (24). 

Da  questa  osservazione  DarbouK  ha  tratto  un'elegante  dimostrazione 
del  teorema:  L'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  conserva  le  linee  di 
curvatura.  Le  note  formolo  per  quest'  inversione  sono,  sotto  la  forma  più 
semplice  : 

^~a?«  +  y*+^'    y-cf  +  y'  +  s^'    "^      aj*  +  y«  +  ^  • 
Ora,  poiché  nel  caso  attuale 

è  una  soluzione  della  (24),  la  trasformazione 

P 

cangia  la  (24)  in  una  equazione  della  medesiiùa  specie,  cui  soddisfano 
evidentemente 

^    .    J^    ,    ^ 

ed  anche  a/*  +  y^  ^-y*  =  —  ,  giacché  6  =  R*  è  una  soluzione  della 

P 

(24)  (*).  Per  l'osservazione  precedente  anche  sulla  superficie  S' luogo  del 
punto  {x  y  £)  le  linee  (ti,  v)  sono  le  linee  di  curvatura. 

'    §.  67. 
Oasi  particolari. 

Diamo  ora  qualche  applicazione  dei  risultati  del  numero  precedente. 


W  Dabboux,  T.  I.  pag.  208. 
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l.^  Consideriamo  T equazione 


dudv 


O(^), 


il  cui  integrale  generale  è  la  somma  di  due  fdnzioni  arbitrarie,  una 
della  u,  r  altra  della  v.  Ponendo  in  conseguenza 

(26)      X  =  fi  (u)+^fx  (v)   ,   y  =  /i(t*)+?,(t^)    ,   ^  =  A(m)+?8(v), 

sulla  superficie  così  definita  le  linee  (u,  v)  formeranno  un  sistema  coniu- 
gato. Queste  superficie  diconsi  superficie  di  tradcurioney  perchè  sono  gene- 
rate dal  moto  traslatorio  di  una  curva,  i  cui  punti  descrivono  altrettante 
curve  congruenti  per  traslazione.  Basta  infatti  dare  alla  curva 

a?  =  A(w)    ,      y  =  ft{^)    ,      ^=^(t*) 

un  moto  traslatorio,  in  cui  ciascun  suo  punto  descrive  una  curva  con- 
gruente colla  curva 

x^rfi{v)    ,      y  =  ?>,(v)    ,      ^  =  93^- 

È  chiaro  che  il  modo  di  generazione  di  queste  superficie  è  doppio, 
cioè  esse  nascono  sia  dalla  traslazione  di  una  curva  u  sia  da  quella  di 
una  curva  v. 

Si  può,  con'Lie,  considerare  le  superficie  di  traslazione  generate  nel 
modo  seguente.  Prendiamo  le  due  curve 

a;  — 2/l(u)     ,      y  =  2U{u)     ,       sf  —  2U{u) 
a;  =  2  9i  (v)     ,      y  =  2  -f ,  (v)     ,       z  =  2ff^{v)  . 

La  superficie  è  il  luogo  dei  punti  medii  di  tutti  i  segmenti,  che  con- 
giungono un  punto  della  prima  curva  con  un  punto  della  seconda. 

Si  osservi  che  l'equazione  differenziale  delle  assintotiche  per  le  su- 
perficie di  traslazione  è  data  da: 


n  (t*) ,  fi  (ti) ,  fi  (ti)  du'  + 

9i'  W  »  ?«  W  »   93'  (v) 
e  se  si  suppone  in  particolare 


fi  (w)  ,  fi  (u) ,  fi  («*) 
?/  (v)  ,   ^i  (v)  ,   ^  (v) 


0, 


dt;*  =  0  ; 


W  Dabbouz,  T.  I.  pag.  98,  ss. 
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le  variabili  si  separano,  cìoh:  per  una  superficie  di  trcLslaeione,  le  cui  curve 
generatrici  sono  in  piani  perpendicolari,  le  assintoùiche  si  ottengono  con 
quadrature. 

2.<*  Consideriamo  in  secondo  luogo  l'equazione  ^^) 


_     _^       36  30 

3M3r 

Si  vede  subito  che 


^''^  (**-")3t^=^=^3Ìi-^3t.- 


ne  è  una  soluzione,  qualunque  siano  le  costanti  A,  a.  Prendiamo  adunque 

z  =  A  iu—a)"^  {v—ay  ,  y  =  B  (w-  6)"*  (v—^T ,  ^  ==  C  (m— e)"»  (v--c)'* 

ed  avremo  una  superficie  su  cui  le  linee  u,  v  tracciano  un  sistema  coniugato. 
Per  r  equazione  differenziale  delle  assintotiche  di  queste  superficie  si  trova. 

m  (m—I)  du*       n  (n — 1)  di^ 

(u — a)  (u — b)  {u — e)       (t; — a)  (v — 6)  (t; — e)  ' 

che  s'integra  per  quadrature  con  funzioni  ellittiche. 
Se  in»n,  P equazione  della  superficie  è: 

(1)^  (b-c)  +  {0  (c-a)  +  (J)^  (a-^)  =  {a-b)  (b-c)  (o^) 

e  P  integrale  delle  assintotiche  è  algebrico  in  u,  v. 
Consideriamo  in  particolare  il  caso 

1 

ed  osservando  che  allora  u-^-  v  h  \m  integrale  della  (27),  si  vede  che 

prendendo 

A*  +  BM-  C*  =  0  , 

le  linee  u,  v  saranno  precisamente  le  linee  di  curvatura  della  superficie 
di  2.*  grado,  giacché  a?  +  i/^  +j^è  soluzione  della  (27).  Così  per  l'ellissoide 

^  +  ^  +  ^=1.   -»>P*>-r' 


(i)  Dabboux,  T.  I,  p.  242. 
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basta  prendere 

ove  variando  w  fra  -  y*  e  -  p*  e  v  fra  — p*,  -  a*  e  si  avranno  tutti  i  punti 
reali  dell' ellissoide  (in  coordinate  ellittiche). 

§.  68. 
Linee  e  raggi  principali  di  corvatura  in  coordinate  cartesiane. 

Occorre  spesso  di  dover  applicare  le  formolo  generali  del  presente 
capitolo  al  caso  in  cui  l'equazione  della  superficie  sia  data,  in  coordi- 
nate cartesiane  ortogonali,  sotto  la  solita  forma  b  =  b  {xx  y).  Poniamo  colle 
notazioni  di  Monge: 

'~dx'  ^^dy'   ^~da*'  ^^dxdy'  d^  ' 

pei  coefficienti  E,  F,  G  dell'elemento  lineare,  intendendo  che  sìa  u =a;, 
t;  =  y,  avremo: 

(a)  E=l+i?»,    F=jpg,    G  =  l+a«. 

Pei  coseni  di  direzione  della  normale  risulta: 

(P)  X=-^L,     Y=-^^.      Z: ^^ 


Vl+jp*+3*  V1+/+3»  Vl+i>»+2»  ' 

indi  pei  coefficienti  D,  D',  D"  della  seconda  fonna  fondamentale: 

(7)       D  =  ■,__[ ,    D'  =         *         ,  D"  =         * 


V 1 +/+2*  V 1  f/+2»  Vi  +jp*+gr« 

La  curvatura  media  H  e  la  curvatura  totale  E  sono  date  per  conse- 
guenza dalle  formolo: 

^'^     ^= — ^177^^1 — '  ^'^  ^-(ivT^- 

Notiamo  in  fine  che  Tequazione  differenziale  delle  linee  assintotiche  sarà 
(e)  rdir*+2  5(torfy+^e^  =  0, 

e  quella  delle  linee  di  curvatura 
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§.  69. 
Calcolo  di  parametri  dilTereuiali. 

Termiiieremo  questo  capitolo  col  dare  le  importanti  espressioni  dei 
parametri  differenziali  di  x^  y,  »,  X,  Y,  Z  e  delle  due  loro  funzioni 

p=l(aj*  +  j^+^,  W-Xa:  +  Yy+Z^, 

che  rappresentano  rispettivamente,  la  prima  la  metà  del  quadrato  della 
distanza  dell'origine  dal  punto  {x,  y,  z)  della  superficie  e  la  secondala 
distanza  dell'origine  dal  piano  tangente. 

Per  questo  calcolo,  giovandoci  delle  proprietà  invariantive  dei  para- 
metri differenziali,  ci  riferiremo,  ove  più  convenga,  alle  linee  di  curvatura 
come  a  linee  coordinate,  ricordando  che  il  determinante: 

1    dx    J_  3y     J_  ?f 

Ve  ^  '  Ve  ^**  '  Ve  ^ 


1   dx    j_^    _L  ^ 

V G  ^  '  Vg  3^  '  Vg  ^ 

X    ,        Y    ,       Z 


=  +1 


è  il  determinante  di  una  sostituzione  ortogonale  e  servendoci  in  tal  caso 
delle  forinole 

dx        ax      dx        ax 


du  ~^'  du 


dv  ~^'''dv 


Essendo 


troviamo 

(28)  A,a!=l-X*,  Aiy=.l— Y*,    Aj«=i_Z* 

(29)  V(a!.y)=-XY,  V(a!^)=-XZ,    V(y^)=-YZ; 
Abbiamo  poi 

^*  ^  -  fi  E  W  +  lì  G  [dvj 


10 
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e  analogamente  per  Ai  Y,  Ai  Z,  onde 

(30)  AiX+AiY  +  AiZ  =  ^  +  ^. 

Per  calcolare  A«  a;  ci  possiamo  riferire  alla  formola  generale  (§.  32  pag.  67) 

. Ga!ii  +  Ea!w  — 2Fa;i, 

^'^ EG-F«  '  ■ 

le  Xr,  essendo  le  derivate  seconde  covarianti  di  x  rispetto  alla  prima 
forma  fondamentale;  ma,  secondo  le  formolo  (I)  §.  55  (pag.  116),  si  ha 

a!ii  =  DX  ,    a!i,  =  D'X  ,    a!«  =  iyX, 

onde 

.          GD  +  Eir  — 2FD' 
^* EG^TP ^ 

ovvero  (§.  55): 

Questa  formola  importante  (Beltrami)  dimostra  che  nelle  superficie  a 
curvatura  media  nulla  (superficie  minime)  le  sezioni  fatte  con  un  sistema 
di  piani  paralleli  appartengono  ad  un  sistema  isotermo. 

Un'altra  formola,  di  grande  importanza  perla  teoria  dell' applicabi- 
lità, si  ottiene  costruendo  il  parametro  differenziale  (§.  32  pag.  68) 

A       a?ii  a?a  —  Xi% 

^«^-    EG-P    ' 

che,  per  le  formolo  testé  ricordate  e  per  le  (28),  dà 

(B)  Atta;  =  (l  — Aia;)  K. 

Essa  è  un'equazione  a  derivate  parziali  del  2.<>  ordine  per  x  (alla 
quale  soddisfano  pure  y  Qe\  i  cui  coefficienti  sono  formati  soltanto  con 
quelli  della  prima  forma  fondamentale. 

A  un'equazione  della  stessa  natura  soddisfa  anche 

E  invero  troviamo  in  primo  luogo  (riferendoci  alle  linee  di  curvatura) 
Aip  =  2p  — W*. 
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Indi,  osservando  che  per  le  derivate  seconde  covarianti  di  p  risalta 
Pn-E  +  DW,   pi,  =  F+D'W,   p«  =  G  +  iy'W, 
avremo  subito 


i.p=,_w(l+LJ  +  W.'K 


ed  eliminando  W,  W*  fra  le  espressioni  di  Ai  p,  A,  p,  ^tt  P,  otterremo  la 
formola  richiesta: 

(C)  A,  p  -  A«  p  =  1  +  K  (Al  p  -  2  p) . 
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Capitolo  V. 


Rappresentazioae  sferica  di  Gaass.- Coordinate  tangenziali 


Bappresentasione  sferica  di  Gauss  e  sae  proprietà.—  Teorema  di  Enneper  sulla  torsione 
delle  assintotiche.  —  Forinole  generali  di  rappresentano  ae  sferica.  —  Le  superficie  riferite 
alle  loro  linee  assintotiche.  —  Forinole  di  Lelieuvre.-  Le  sux>erficie  a  onryatura  positiva 
riferite  ad  un  sistema  isotcrmo-coniugato.— Formolo  di  Weingarten  relative  alle  coor^ 
dinate  tangenziali.  —  Superficie  con  assegnata  immagine  di  un  sistema  coniugato.— 
Superficie  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  iu  piani  paralleli. 

§.  70. 
Bappreflentaiione  sferica  di  Gauss. 

Per  lo  studio  di  ogni  superficie  non  sviluppabile  è  molto  utile  una 
rappresentazione  geografica  della  superficie  sulla  sfera,  che  sì  chiama  la 
rappresentazione  di  Gauss  e  si  ottiene  nel  modo  seguente.  Sia  S  uua  su- 
perficie, M  un  punto  mobile  su  di  essa;  descriviamo  una  sfera  e  pel  suo 
centro  conduciamo  il  raggio  parallelo  alla  direzione  positiva  della  normale 
in  M  alla  S.  L' estremità  M^  del  raggio  si  dirà  V  immagine  del  punto  M, 
e  mentre  M  si  muove  sulla  superficie  S  (o  sopra  una  regione  di  questa), 
la  sua  immagine  M'  si  muoverà  sopra  una  regione  corrispondente  della 
sfera  rappresentativa.  In  generale  s' intende  che  questa  immagine  sferica 
ricoprirà  con  più  strati  la  sfera,  quando  accada  che,  nella  regione  consi- 
derata di  S,  in  punti  diversi  la  normale  di  S  abbia  la  stessa  direzione  po- 
sitiva. Volendo,  si  può  in  generale  scindere  la  regione  di  S  in  più  re- 
gioni parziali,  in  guisa  che  V  immagine  sferica  di  ogni  regione  parziale 
sia  ad  un  solo  strato. 

Supponiamo  per  semplicità  il  centro  della  sfera  neirorigine  delle  coor- 
dinate e  il  suo  raggio  eguale  all'unità  lineare.  Allora  è  chiaro  che  se 
(x,  y,  £f)  sono  le  coordinate  di  un  punto  M  di  S,  quelle  del  punto  imma- 
gine M'  sulla  sfera  saranno  appunto  i  coseni  di  direzione  (positiva)  della 
normale  X,  Y,  Z.  Indicando  con  efe'  l'elemento  lineare  della  sfera  rappre- 
sentativa, avremo  dunque 

cfe'«  =  dX*  +  tZY«  +  dZ*, 
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e  ponendo 

ds"^  =  e  du*  +  2  f  du  dv  -{-  g  dv* , 

dalle  formolo  fondamentali  (II)  §.55  (pag.  117)  troveremo  facilmente 

(1)  c=:-(KE+HD)  ,  f^  -(KF+HD')  ,   (/=  -(KG+HD")  (^), 
cioè 

(2)  &"=  -K(EdwV2F(iwdtH-Grft;*)-H(D(iw*+2D'dwdtH-D"rft;*). 

In  generale  in  ogni  rappresentazione  per  punti  di  una  superficie  sopra 
un'altra  vi  ha  uno  ed  un  solo  sistema  ortogonale  (sempre  reale)  dell'una 
che  si  conserva  ortogonale  sulFaltra,  a  meno  che  la  rappresentazione  non 
sia  conforme,  nel  qual  caso  ogni  sistema  ortogonale  sull'una  si  conserva 
ortogonale  sull'altra  ^^K  Ora  si  vede  subito  che  in  generale:  U  sistema 
ortogonale  della  superficie  che  si  conserva  ortogonale  nella  rappresentazione 
sferica  di  Gauss  è  qudlo  dette  linee  di  curvatura. 

E  infatti  se  il  sistema  (m,  v)  è  ortogonale  sulla  superficie,  si  ha  F=0; 
e  se  è  anche  ortogonale  sulla  sfera  risulta 

quindi  (escluso  il  caso  H  =  0)  sarà  D'  =  0.  Ora  le  equazioni  F  =  0 ,  D'  =  0 
caratterizzano  il  sistema  (u,  v)  come  quello  delle  linee  di  curvatura. 

Nel  caso  H^^o  ogni  sistema  ortogonale  sulla  superficie  ha  un'imma- 
gine sferica  ortogonale,  onde  risulta:  La  rappresentazione  sferica  di  Gauss 


(')  K,  H  designano  al  solito  la  curyatora  totale  e  media 

DD;yD;«  2Fiy— EI>^— GD 

EG  — F«   '  EG  — F« 

^>  Questo  teorema  discende  facilmente  dai  risultati  sulle  foqne  binarie  qua- 
dratiche simultanee  ottenuti  al  §.  39.  Sulle  due  superficie  si  scelgano  a  linee 
coordinate  due  sistemi  corrispondenti  {u,  v).  Le  due  forme  quadratiche  (definite) 

d8^ ^Edu^  +  2F du dv  +  G d^  ,    d^^F! du* +  2F dudv +  0^ dr^  , 

che  ne  rappresentano  gli  elementi  lineari,  possono  ridursi  in  uno  ed  in  un  solo 
modo  simultaneamente  a  forma  ortogonale,  a  meno  che  non  sussista  la  pro- 
porzione 

E'  :  F  :  G' .  =  E  :  F  :  G  ; 

ed  allora  la  rappresentazione  è  conforme,  cioè  tutti  i  sistemi  ortogonali  sono  con- 
^rvati  e  la  riduzione  pnò  farsi  in  infiniti  modi. 
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riesce  conforme  soltanto  per  le  superficie  a  curvatura  media  nuUa  e  per 
la  sfera. 

Questa  importante  proprietà  delle  superficie  così  dette  d'area  minima 
(a  curvatura  media  nulla)  è  il  fondamento  della  relazione  che  esiste  fra 
la  teoria  delle  superficie  minime  e  quella  delle  funzioni  di  variabile  com- 
plessa, come  si  vedrà  in  appresso. 

§.  71. 
Tondone  delle  assintotiche  e  teorema  d'Enneper. 

Dalle  formolo  (1)  possiamo  trarre  un'altra  conseguenza,  che  merita 

di  essere  notata.  Supponiamo  che  il  sistema  {u,v)  sulla  superficie  sia 

coniugato,  cioè 

D'=0. 

Le  (1)  danno 

^      EG— F*'^"     EG— F*'^~EG-P 

e  se  indichiamo  rispettivamente  con  a>,  Q  Tangolo  formato  dalle  direzioni 
positive  delle  linee  coordinate  in  ogni  punto  della  superficie  S  e  della  sfera 
rappresentativa,  dalle  formolo 

F  f 

cos  (0  = ,   cos  Q  =  -^  <^) 

V^EG  >Jeg 

risulta 

cos  Q=±cos  tt), 

il  segno  superiore  valendo  se  il  punto  in  considerazione  di  S  è  iperbolico 
(D,  D"  segno  contrario),  l'inferiore  per  un  punto  ellittico.  Ne  deduciamo  : 
Nella  rappresentazione  sferica  Vangalo  di  due  direzioni  coniugate  suUa  su-- 
perfide  viene  conserverò  in  grandezza  o  cangiato  nel  supplementare,  secondo 
che  il  punto  da  cui  escono  le  due  direzioni  è  iperbolico  o  ellittico. 

Con  minore  precisione  questo  teorema  risulta  anche  dall'osservazione 
seguente.  Siano  t,f  due  direzioni  coniugate  sulla  superficie;  adottando  i 
simboli  d,  S  pei  differenziali  calcolati  in  quelle  direzioni  abbiamo  (§.  64, 

pag.  137) 

^xdH  +  ^jydY  +  5z  dZ=0 


(^)  Si  rammenti  che  i  segni  dei  radicali  da  prendersi  sono  i  positivi. 
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e,  poiché  dX,  (fY,  dZ  sono  proporzionali  ai  coseni  della  direzione  sferica 
corrispondente  a  t,  risulta  che  questa  direzione  sferica  è  perpendicolare  a  ^. 

Segue  di  qui  che  per  le  direzumì  principali  e  per  queste  soltanto  la  dir 
regione  sferica  corrispondente  riesce  paraUda  aUa  obiettiva,  come  si  vede 
anche  dalle  formolo  di  Bodrigues  (13)  §.  62,  pag.  131. 

Notiamo  ancora  che  per  le  direzioni  assintotiche  si  ottiene  da  quanto 
precede  la  definizione  seguente:  le  direzioni  assintotiche  sono  quelle  che 
ndla  rappresentazione  sferica  vengono  deviate  di  un  angolo  retto. 

Ritornando  alle  formolo  generali  (1),  calcoliamo  T  elemento  d'area 

(§.  41,  pag.  88)  

do'  =  Ve  g — /*  du  dv 

della  sfera;  otteniamo 

do'  =  KVEG— F*d»(fo  =  K(fa, 

essendo  da  Telemento  d'area  della  superficie. 

Se  adunque  attorno  ad  un  punto  M  .della  superficie  tracciamo  una  pic- 
cola curva  chiusa  e  con  a  indichiamo  Tarea  racchiusa,  con  (/  quella  del- 
l'immagine sferica  corrispondente,  il  rapporto  -,  all'impiccolire  indefinito 

o 

dell'area  o  (con  qualsiasi  legge),  converge  verso  il  valore  della  curva- 
tura totale 

rirt 

nel  punto  M.  Questa  definizione  della  curvatura,  data  da  Gauss,  presenta, 
come  si  vede,  stretta  analogia  con  quella  della  curvatura  delle  curve 
piane. 

In  fine  dalle  stesse  equazioni  (1)  o  (2)  deduciamo  il  teorema  di  £n- 
neper:  H  quadrato  della  torsione  delle  linee  assintotiche  in  ogni  punto  è 
eguale  alla  curvatura  totale  E  della  superficie  presa  con  segno  contrario. 
Per  dimostrarlo,  basta  osservare  che  per  una  assintotica  i  coseni  di  di- 
rezione della  binormale  sono  appunto 

X,  Y,  Z 

e  quindi 

ì^_d^±dP+dP 

T~  d^  ' 

ma  per  la  (2),  avuto  riguardo  che  lungo  un' assintotica  risulta 
D  rfw*  +  2  D' du  dv  +  D"  dt;*  =  0 , 
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otteniamo 

Questo  teorema  verrà  ulteriormente  precisato  al  seguente  §.  74,  dove, 
avendo  riguardo  anche  al  segno  della  torsione,  si  dimostrerà  che:  in 
ogni  punto  (iperbolico)  deUa  superficie  le  due  ossintotAche,  (Ae  visi  incro- 
ciano, hanno  torsione  eguale  e  di  segno  contrario. 

§.  72. 
Formole  generali  di  rappresentazione  sferica. 

Per  molte  questioni  della  teorìa  generale  delle  superficie  è  impor- 
tante lo  studio  delle  superficie  con  assegnata  rappresentazione  sferica.  E 
appunto  in  questo  numero  esporremo  Je  formole  generali  in  cui:  Baia 
la  terea  forma  differenziale 

(3)  dsf*  =  edu*+2fdudv  +  gdt^, 

cioè  assegnati  e,  f,  g  in  funzione  di  u,  v,  si  cercano  le  superficie  corrispon- 
denti. 

Per  ciò  noi  cercheremo  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  cui  deb- 
bono soddisfare  i  coefficienti  D,  D',  D"  della  2.*  forma  fondamentale;  sod- 
disfatte queste  condizioni  e  supposte  note  X,  Y,  Z,  in  funzione  di  u,  v,  si 
vedrà  che  la  corrispondente  superficie  si  ottiene  con  quadrature. 

Importa  anzitutto  scrivere  le  formole  fondamentali  (I)  §.  55  (pag.  116) 
applicate  alla  sfera  rappresentativa.  I  coseni  di  direzione  della  normale 
della  sfera,  diretta  verso  l'esterno,  essendo  appunto  X,  Y,  Z,  la  seconda 
forma  fondamentale  relativa  alla  sfera  è  identica  alla  prima,  presa  con  se- 
gno contrario  ^^K  Le  citate  formole  diventano  quindi  nel  caso  attuale: 

dv 

dv         ' 
3X  Y 


<^)  Qui  adunque  per  faccia  positiva  deUa  sfera  si  prende  la  estema  e,  in 
armonia  coUe  convenzioni  fondamentali  n.  46  e.  IV,  si  suppone  che  su  questa 
faccia  positiva  la  direzione  positiva  u  giaccia  aUa  sinistra  della  v. 


'  3*x      11  'ax     jii  'ax 
du*       1    aw  "•"  1 2   a» 

(4) 

1  a*x  _(i2i'ax*      i2)'ax 
1  a»  a»    1 1 1  a»  "^    2  i  a» 

a*X        |22'3X        (22'aX 

i  a«»     1  1   aw  "^  (  2  j  a» 
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Taccento  sai  simboli  di  Christoffel  indicando  che  essi  sono  costruiti  coi 
coefficienti  e,f,g  della  terza  forma  fondamentale  (3)  ^^K 

Scriviamo  le  formolo   fondamentali  (§.  55,  pag.  117)  introducendo 
per  mezzo  delle  (1)  §.  70  i  coefficienti  e,f,g;  troviamo: 


(5) 


3w  ^9—f     9w  ^9—f     ^^ 

dv  eg—f    du  "^     eg—f*    dv  " 

Ora  scriviamo  le  condizioni  d'integrabilità' 

dv  \duj        du  \dvj 

esprimendo  le  derivate  seconde  di  X  colle  (4)  e  alle  derivate  dei  coef- 
ficienti e,f,g  sostituendo  i  loro  valori  pei  simboli  di  Chrìstoffel.  Dopo 
semplici  trasformazioni,  troviamo  per  le  condizioni  richieste  (^: 

Queste  sono  le  equazioni  stesse  di  Codazzi  (IV)  §.  56  (pag.  119),  so- 
stituita la  terza  forma  fondamentale  alla  prima.  Se  D,  D^  IX'  le  soddisfano, 


<*>  Omettiamo,  come  sempre,  dì  scrìvere  le  formolo  analoghe  in  X,  Z. 
(*>   Per  eseguire  in  modo  breve  questo  calcolo  pongasi  per  un  momento 

eg  —  f*  eg  —  f* 

eg-p  -''  '     eg-f*  -"* 
onde 

Mc  +  Nf D,  Mf+Ni^-Pe  +  Qf D"  ,  Tf+Qg  —  iy. 

Per  le  condizioni  d' integrabUiti  si  trova 

(i5-f-!"ì'«+tvf^-r.i'(«-«)=»' 

che  si  mutano  subito  nelle  formolo  (6)  del  testo. 
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esiste  la  superficie  corrispondente,  che  si  ottiene  dalle  (5)  con  quadra- 
ture. Otteniamo  così  il  semplice  risultato:  Baie  le  due  fanne  differengidi 

Ddu^  +  2D'dudv  +  D''dv' 
e  du^  +  2  f  dudv-{-  g  di^ , 

ddle  quali  la  seconda  definita  e  a  curvatura  +1,  perchè  esista  una,  biìht 
perfide  corrispondente  chele  ammetta  per  la  2.^  e  5."  /òrma  fondamemtak  è 
necessario  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  relazioni  di  Codazzi  (6).  La 
superfi^de  corrispondente  è  unica  e  determinata  e,  note  X,  Y,  Z  m  funzione 
di  Uf  Vf  si  ottiene  per  quadraiture  dalle  (5). 

La  ricerca  di  X,  Y,  Z  quando  siano  noti  soltanto  i  coefficienti  6,  f,  g 
dipende  da  un'  equazione  di  Riccati  (§.  58). 

Come  al  §.  56  (pag.  120),  si  osserverà  che  le  (6)  possono  scrìversi 
sotto  la  2.*  forma: 


^W^7=r/  1^'v^T^    i^>v^F=r" 


\/eg—r 


+  IVi^^==o 


J12K^^ 


\\leg—f*ì    ^  '■  '  \leg—f       '  ^  '  y/eg—f 

'  1  I  ■Je,-f 


Da  ultimo  osserviamo  le  formolo  che  danno  i  valori  di 

essendo  ri,  rj  i  raggi  principali  di  curvatura  della  superficie.  Per  l'equa- 
zione di  2.<>  grado  che  li  determina  deduciamo,  come  al  §.  60 

(7)  {eg-f^  r*  +  (eD"+(7D-2/T)')r  +  DD"  — D"-  0  , 

onde: 

W  ^  DD"-D'* 
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Dalle  (1)  §.  70  troviamo  pei  coefficienti  dell'elemento  lineare  della 
superficie: 

(9)  E=-(n+r.)D  — nr.c  ,    F=  -  (n+r,)  D'  — nr,/", 

G=-(n+r,)D"— nr,^. 

§.  73. 
Superficie  riferite  alle  asobitotiche. 

Applicheremo  queste  formole  generali  a  due  casi  di  speciale  inte- 
resse. Nel  primo  caso  a  linee  coordinate  (u,  v)  sulla  sfera  prendiamo  le 
immagini  delle  linee  ccssinùotiche  ddla  superficie,  che  supponiamo  adunque, 
limitandoci  ad  enti  reali,  a  punti  iperbolici  almeno  nella  regione  che  si 
considera. 

Avremo  in  questo  caso 

D  =  D"=0, 
e  ponendo 

cioè  indicando  con ^  la  curvatura  della  superficie,  avremo  dalla  (8) 

P 


\Je9—r 
Le  equazioni  (6*)  di  Codazzi  diventano 

il  significato  geometrico  di  p  essendo  dato  dalla  formola 
(11)  K=-i-. 

r 

Abbiamo  dunque  il  risultato  seguente  trovato  la  prima  volta  dal 
Dini    <»): 


(*>  Qtu  omettiamo  il  doppio  segno  e  riguardiamo  p,  definito  dalle  seguenti 
formole  (10),  come  positivo.  D  cangiare  il  segno  di  D'  equivale  soltanto  a  can- 
giare i  segni  dei  secondi  membri  nelle  (5),  cioè  a  sostituire  alla  superficie  la 
sua  simmetrica  rispetto  all'origine. 

<«)   Annali  di  matemcOica,  serie  2»,  t.  IV. 
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Perchè  le  linee  sferiche  {u,  v)  siano  le  immagini  delle  assintctìche  di 

^  (12)'      (12)' 

una  superficie  è  necessario  e  sufficiente  che  i  simboli  |     |   ,  )  «  1  »  cakólaJti 

per  l'elemento  lineare  sferico,  soddisfino  la  condizione 

a  (12)'        a  (12)' 


^^^^  au  I  1  )  ~  3t;  I  2 

Soddisfatta  questa  condizione,  le  (10)  determinano  p  a  meno  di  un 
fattore  costante  di  proporzionalità  e,  osservando  le  (5),  abbiamo: 

La  corrispondente  superficie  è  definita  per  quadrature,  a  meno  di  urCo- 
motetia,  dalle  formale 

dx         pf     ax        pe     ax 


^        S~ef=^  ^       V^:^=f  3^ 


(13) 

^? -  _    pg     3x        pf    ax 

Le  (8)  diventano  poi 

ri+r,  =  ,  fi  r,  =  — p  , 

e  conseguentemente  le  (9) 

E  =  r.*c  ,   F=-pV,   G.=  r/(7. 
Il  quadrato  ddV  demento  lineare  deUa  superficie  prende  la  forma 
(14)  ds*  =  [} {e  du^ -2f  du dv\g dif). 

Conviene  ancora  che  osserviamo  le  semplici  relazioni  che  passano  fra 

rs]      \r  sY 


ì  simboli  di  Christoflfel  #  >  1  /  {  costruiti  rispettivamente  per  la  su- 
perficie e  per  la  sfera.  Dalla  tabella  (A)  §.43  (pag.  92)  troviamo  sempli- 
cemente (*): 


(')  È  qui  il  luogo  di  far  conoscerò  un  gruppo  di  formolo  semplici  e  generali, 
osservate  da  Weingarten,  e  da  questi  comunicatemi  per  lettera.  Prendiamo 
le  quattro  formolo: 

■TV    V  ^  ax     _y    V  ^  ax     -^    v  ^  ??    tv      "^ì  ax  3X 

^^    Zàdudu  '  Zàdudv'  Zàdvdu'         ''ZAdidv' 

e  deriviamole  ciascuna  una  volta  rapporto  ad  u,  una  seconda  rapporto  a  v.  Se 
per  le  derivate  seconde  di  x  sostituiamo  i  valori  dati  dalle  formole  fondamen- 
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(«) 


11 

1 

11' 

1 

-  '!\  ■  \i  - 

22' 

"    2 

-i\1' 

12  _       12)' 
1            il 

12)  (12  ' 
'      2             (2 

11 
2 

-ir 

)221            22  ' 

'  un    1  • 

§.  74. 
Segno  della  torsione  delle  assintotiche. 

Dimostriamo  in  primo  luogo  come  da  queste  formole  discenda  nuo- 
vamente il  teorema  di  Enneper,  completato  nel  senso  già  indicato  al  §.  71. 


tali  (T)  pag.  116,  e  similmente  per  quelle  di  X  i  valori  (4)  pa^.  152,  abbiamo 
le  forinole  in  discorso  riportate  nella  tabella  seguente: 


aD_(ii. 


dv 

du 

ao; 

dv 

aD; 

du 

dv 
aD^' 

du 
dU^ 

dv 


12 


iil^^jn 


i|^  +  i?P+''' 


>^VÌ 


jy+ 


i>+lo^ii>'+ 


D-H- 


12 
1  I 


?D+'- 


D  + 


M^+}?r'+)i 


=  r  i>+  o  D-H- 


D  + 
1.D  + 

!>  + 


11 


12 


12)' 


11 
1 

12 
1 

12 


11 
2 

12)' 
2  I 

12)' 


22 


D' 

f 

D" 

D" 

D" 


Confrontando  opportunamente  queste  otto  formole  fra  loro^  si  otterranno  di 
nno^o  le  equazioni  di  Codazzi  sia  rispetto  alla  1.*,  sia  rispetto  alla  3.*  forma 
fondamentale.  Se  nelle  formole  di  Weingarten  ora  scritte  si  fa  D  =  iy'=0,  ne 
seg^xono  subito  le  formole  (a)  del  testo. 
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Consideriamo  sulla  superficie  S  le  linee  assintotiche  v  il  cui  elemento 
d'arco  cfo„  è  dato,  secondo  la  (14),  da 

(fe„  =  p  Ve  du. 

Per  la  curva  v,  mantenendo  tutte  le  notazioni  della  teoria  delle  curve, 
avremo 

?"pV^9^'    ^~pV^3u'    '-^y/é^u^ 


cioè  per  le  (13) 


f 


dx 


V«     ax 


_/; ai        Vg     gY 

^       /•        az        V^     az 

n  piano  osculatore  della  linea  v  coincidendo  col  piano  tangente  alla 
superficie,  si  ha  poi 

X  =  ±X  ,   (J,=±Y  ,   v  =  ±Z 
e  però 


€= 


P7 


=  ± 


/ 


Y 

aY 


Ve    aY 


.  +  ^r- 


az 


Ve    az 


colle  formole  analoghe  per  t],  C-  Se  ?=-  indica  la  torsione  della  linea  o, 
abbiamo  per  le  formole  di  Frenet 

J.  —  "V  A  -^ k    ^     "V  g  ^— 

T,~"^*cfe.~'^pyj^*'att  ' 

cioè  per  la  precedente: 


T. 


pVe 


X 

ax 

du 

V7     ax 


Y 

aY 

.  du 

Vi"     aY 


z 
az 

du 


az 


}/eg—f*  ^  '  Vc«7— /•  ^  *  Ve^;— /*  ^ 
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Ma  si  ha 


X 

3X, 

du 

3X 

do 


du 

aY 

do 


az 

du 

az 


=  Vei;-/», 


onde 
(15) 


— =+- 


Similmente,  indicando  con  =r  la  torsione  delle  assintotiche  w,  troviamo 


(15*) 


_1_ 


Come  si  vede,  queste  forinole  ci  danno  nuovamente  il  teorema  dì  En- 
neper  e  dimostrano  di  più  che  le  due  assintotiche,  uscenti  da  un  punto 
della  superficie,  hanno  bensì  torsioni  eguali,  ma  di  segno  contrario. 


§.  75. 
Assintotiche  sulle  superficie  minime. 

Le  formolo  del  §.73  applicate  a  due  classi  importanti  di  superficie, 
che  studieremo  in  seguito,  le  superficie  d'area  minima  e  le  superficie 
pseudosf eriche ,  danno  immediatamente  alcuni  risultati  che  importa 
notare. 

Come  già  fu  accennato,  diconsi  superficie  Swrea  minima  quelle,  che 
in  ogni  punto  hanno  i  raggi  principali  di  curvatura  eguali  e  di  segno 
contrario.  Le  loro  linee  assintotiche  sono  reali  ed  ortogonali  fra  loro,  la 
iadicatrice  di  Dupin  in  ogni  punto  essendo  costituita  da  due  iperbole 
(coniugate)  equilatere.  Dovendo  qui  aversi 

Veg^r 

segue  f^OjF==0,  cioè  le  linee  (u,v)  sono  ortogonali  sulla  superficie  e 
nell'immagine  sferica,  come  ora  si  è  detto.  Ma  di  più  dalla  (12),  essendo 


JL^  aiogg 
2      dv 


il2|'_J^  dlogg 


•  i.!  = 


dw 
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segno 

y  log  e  ^  y  log  g 
cucv  cucv 

Questa  esprime  (§.  46  pag.  99)  che  le  linee  sferiche  («,  v)  sono  iso- 
terme e  cangiando  i  parametri  u,v^  potremo  fare  senz'altro 

1 

L'elemento  lineare  sferico  e  Telemento  lineare  della  superficie  pren- 
dono quindi  rispettivamente  la  forma 

Dunque:  Le  linee  assinMiche  di  una  superficie  minima  e  le  laro  im- 
magini sferiche  formano  un  doppio  sistema  ortogonale  isotermo.  Le  formolo 
precedenti  dimostrano  nuovamente  che  la  rappresentazione  sferica  di 
Gauss  riesce  conforme  per  le  superficie  minime.  Poiché  inoltre  tutti  i 
sistemi  isotermi  della  sfera  sono  noti,  tutte  le  superficie  minime  si  avranno 
con  quadrature  dalle  formolo  del  §.  73. 

§.  76. 
Aasintotiche  Bulle  saperflcie  pseadosferiche. 

Consideriamo  una  superficie  a  cwrvatura  costante  negativa 

K=  --j  (p  costante); 

queste  superficie  diconsi  anche  pseudosferiche  e  p  si  dice  il  loro  raggio. 
Dalle  (12)  segue 


cioè 


12'      „ 
1     =°' 

rr-». 

/     de 

-f'i-" 

-4=" 
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da  cai 

dv     ^  '  du     ^' 

Essendo  e  funzione  della  sola  u  e  g  della  sola  v,  cangiando  i  para- 
metri tf ,  V,  si  può  fare  semplicemente 

e  =  1    ,    g=  1  , 

e  chiamando  (o  rangole  delle  linee  assintotiche  della  superficie,  risulterà 

(16)  A*  =  p»(A*«  +  2cosa>(fei(fo  +  *^ 

(16*)  '  e&^^dti*— 2coso)dticfo  +  cfo*. 

Cionsideriamo  sulla  superficie  pseudosferica  S  il  quadrilatero  racchiuso 
da  quattro  linee  assintotiche 

Essendo  pàu  F elemento  d'arco  delle  v  e  pdv  quello  delle  té,  i  due 
lati  opposti 

hanno  la  lunghezza  p  {ui — Uo)  e  gli  altri  due  la  lunghezza  p  (vi — Vq).  Si 
ha  dunque  il  teorema: 

In  ogni  quadriiatero  curvilineo,  compreso  fra  quattro  assintotiche  di  una 
superficie  pseudosferica,  gli  archi  opposti  sono  eguali. 

È  poi  evidente,  per  la  (16'*'),  che  la  medesima  proprietà  compete  aUe 
immagini  sferiche  dette  assintotiche. 

Aggiungiamo  che  tanto  Funa  quanto  Taltra  proprietà  sono  caratte- 
ristiche delle  superficie  pseudosferiche.  E  invero  la  proprietà  supposta 
per  le  linee  sferiche  (u,  v)  porta  che,  cangiando  i  parametri  u,  v,  si  può 

Ì12Y         (12)' 
=  0         =  0;  eperò,  per  le  (10),  p  =  costK 

Osservando  poi  le  formolo  (a),  pag.  157, 

è  chiaro  che  si  giunge  alls^  medesima  conclusione,  supponendo  che  la 
proprietà  in  discorso  appartenga  alle  assintotiche  u,  v  sulla  superficie. 

Il  problema  di  determinare  le  superficie  pseudosferiche  equivale  a 
quello  di  trovare  sulla  sfera  i  sistemi  (u,  v)  di  linee,  che  danno  air  ele- 
mento lineare  la  forma  (16),  cioè  i  sistemi  che  dividono  la  sfera  in  qua- 
li 
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drilateri  curvilinei  coi  lati  opposti  eguali.  Ora,  se  colla  forinola  (17)  §.  43 
pag.  93  si  esprime  che  la  curvatura  della  forma  (16*)  è  eguale  a  +  1 

(ovvero  quella  della  (16)  eguale  a — jjsi  trova  per  «o  l'equazione  ca- 


ratteristica : 


a«<o 


Ad  ogni  soluzione  w  di  questa  equazione  a  derivate  parziali  corri- 
sponde una  superficie  pseudosferica  di  raggio  assegnato  p  e  viceversa  ^^K 

§.  77. 
Fonnole  di  Lelieuvre. 

Le  formolo  (13)  pag.  156  sono  suscettibili  di  un'elegante  trasforma- 
zione, data  da  Lelieuvre  (^),  che  ha  grande  importanza  per  la  teoria 
delle  deformatimi  infinitesime.  Tale  trasformazione  delle  (13)  si  ottiene 
osservando  le  identità  <*): 


(M  Risulta  infatti  dal  teorema  generale  al  §.  56  che,  se  cu  soddisfa  la  (17), 
l'elemento  lineare  (16*)  appartiene  alla  sfera.  Dato  ro,  la  ricerca  della  corrispon- 
dente superfìcie  pseudosferica  dipende  dalla  integrazione  di  un'equazione  di 
Riccati  (§.  58). 

(«)  BuUeHn  des  Sciences  MatJthn.  t.  12,  p.  126. 

(')  Queste  identità  sono  casi  particolari  delle  altre  che  valgono  per  una  su- 
perficie qualunque: 

Y—  — Z^—        ^        ^—         ^        ^ 
dz         ay^        F         dx  _        G        dx 

^^      ^     Véq=fs^^     Veg-f«^' 

che  si  dimostrano  sostituendo  per  Y,  Z  ì  loro  valori  (1)  §.  54  e.  IV.  Cosi  p.  e. 

dz  dy  ^  1  [  ?«  /^  ^  __  ??  ^^\  _  ?y  /^  ?y  _  ^  ^\  ) 

^atf""^au""ygQ_^  I  du\dudv      dvdu)       du\dudv      dvdu)  \ 

E        dx  ¥        dx 


dv        ^/rj^n    T»  du 


yEG-E*"^^       Veg-f« 
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?ORifOLs  m  Lsusimffi 
e 


3X        „az      „3Y 


9        aX  /•        9X_     y3Z      ^3Y. 
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esse  possono  quindi  scrìversi 


dx 
dw 


=  -p 


^3m 


-P 


i-  =  -p 


Y  Z 

aY  3Z 

du  9m 

Z  X 

dz  dx 

dw  9w 

X  Y 

ax  aY 

dw  dw 


dx    , 


Y 

z 

aY 

dv 

az 

dv 

dy 

dv 


=  +  p 


z 

X 

az 

ax 

dv 

a» 

dz    ^ 


X      Y 

ax  aY 

dv      dv 


Pongasi  ora 


VpX  =  S    ,    VlY  =  ti    ,    V^z-c 


e  rìsnlteramio  le  formolo  di  Lelieuyre: 


(18) 


\dx 

du~ 

ar, 

e 

ac 
dw 

'  dv   ^ 

1    e  i 
a»  a»  ; 

du 

e 
ac 

di 

'  dv      ^ 

e     i 
ac  3$ 

au 

du 

a»   a» 

dg 

|aa 

di 

du 

dr, 

dw 

'  a»   + 

i      >) 

ae  3yì 

dv     dv 
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Ora  X,  Y,  Z  sono,  per  la  intermedia  delle  (4)  §.  72  e  per  le  (10)  §.  73, 
soluzioni  della  equazione  di  Laplace 


questa,  essendo  ad  invarianti  eguali  (^),  col  porre 

VP  <p  =  e 

si  trasforma  nell'altra 

Ne  risulta:  Nelle  formale  (18)  di  Ldieuvre  S,  yj,  C  sono  tre  soitmoni  par- 
ticolari ddV equazione  (19). 

Ora  importa  osservare  che  inversamente  :  Presa  ad  arbitrio  un'equa- 
0ione  di  Laplace  ddla  forma 

3«e 


dudv 


=  M9  , 


dove  M  è  una  funtfione  qualunque  di  u,  v,  se  ne  conosciamo  tre  sciuziom 
particolari  linearmente  indipendenti  £,  yj,  C,  le  (18)  daranno  per  quadrature 
una  superficie,  sulla  quale  le  linee  u,  v  saranno  le  assintotiche  e  la  cui 
curvatura  K  sarà  data  in  ogni  punto  da 

K=  — 


{è'  +  if  +  O'' 

È  chiaro  infatti  che  le  condizioni  d'integrabilità  delle  (18)  sono  iden- 
ticamente soddisfatte;  nella  superficie  risultante 

x=:x  iu,v)    ,    y  =  y  {u,v)    ,    g  =  sf  {u,v)  , 

per  le  (18),  (,  tj,  C  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  normale 
onde,  ponendo 

P  =  ?  +  >)'  +  C', 

sarà 

X  =  -4    ,    Y=^    ,    Z ^ 

y/  p  v/  P  V  p 


(*)  Cf.  Darboux,  t.  II,  p.  27. 
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che  seguono  dalle  (18),  provano  appunto  che  le  linee  te,  v  sono  le  assin- 
totìche.  Dopo  di  ciò,  ponendo  ancora 

dalle  (18)  si  ritoma  alle  (13),  il  che  completa  la  dimostrazione. 

Dal  teorema  precedente,  prendendo  delle  convenienti  equazioni  (19), 
potremo  avere  infinite  superficie  sulle  quali  conosceremo  immediatamente 
le  linee  assintotiche.  Così  p.  e.  se  prendiamo  Tequazione 


dudv 
e  scegliamo  le  tre  soluzioni  particolari 

essendo  ^  {v)  una  funzione  arbitraria  di  v,  le  (18)  integrate  danno 
,(20)        x=-^u^iv)    ,    p^uv    ,    0-^J'iv^'(v)^^iv))  dv. 

Queste  formolo  ci  definiscono  una  superficie,  le  cui  assintotiche  v  sono 
evidentemente  rette  appoggiate  normalmente  all'asse,  cioè  una  conoide 
retta.  Stante  Tarbitrarietà  della  funzione  ^  (v),  essa  è  la  più  generale 
conoide  retta. 

Secondo  i  risultati  precedenti,  ad  ogni  data  superficie  S  (a  curva- 

3*6 
ture  opposte)  corrisponde  un'equazione  di  Laplace  ^—^  =  M9 ,  deter- 
minata a  meno  di  un  mutamento  dei  singoli  parametri  ti,  v.  Ad  ogni  tale 
equazione  data  corrisponde  invece  un'intera  classe  di  superficie.  Ora  è 
noto  che  una  soluzione  6  della  detta  equazione  è  determinata  quando  si 
conoscono  le  funzioni  6(t«,  0)  =  cp  (t«),  9  (0,  v)  =  <|)  {v)  e  'f  (t«),  ^(v)  possono  darsi 
ad  arbitrio.  È  facile  dare  di  questo  fatto  V  interpretazione  geometrica. 
Si  prendano  infatti  ad  arbitrio  due  curve  nello  spazio,  assoggettate  alla 
sola  condizione  di  tagliarsi  in  un  punto  e  di  avere  ivi  lo  stesso  piano 
osculatore  con  torsioni  eguali  e  di  segno  contrario.  Potremo  far  passare 
una  superficie  S  della  nostra  classe  per  queste  due  cui^e,  in  guisa  che 
sopra  S  siano  le  assintotiche  t<  ==  0,  t;  =::  0  e  potrà  ancora  fissarsi  ad  arbi- 
trio la  corrispondenza  dei  punti  delle  due  curve  ai  singoli  parametri  u,  v. 
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§.  78. 
Superficie  con  assegnata  immagine  sferica  di  nn  sistema  coniugato. 

Il  secondo  caso  particolare,  a  cui  applicheremo  le  formolo  generali 
del  §.  72,  sarà  quello  in  cui  le  linee  sferiche  (u,  v)  sono  le  immagini  di  un 
sistema  conitigato  suUa  superficie. 

Allora  avendosi  D'  =  0,  le  (6)  (pag.  153)  diventano  semplicemente 

Dato  ad  arbìtrio  un  sistema  sferico  (w,  v),  esìstono  infinite  superficie 
che  lo  ammettono  per  immagine  di  un  sistema  coniugato.  Se  ne  ottiene 
una  ogni  qualvolta  si  assumano  per  D,  D"  due  funzioni  di  u,  t;  che  soddi- 
sfino le  (21),  0  le  equivalenti 


(21*) 


3/      D      \       (22)'       D         ,   (Ili'       ir 
a  /     D"     \       (22|'       D         ,   jllj'       D'' 


=  0  , 


e  indi  si  determinino  x,y,  0  per  quadrature  dalle  formolo  (5)  (pag.  153), 
che  diventano  qui 

idx  D      /         dX,.dX\ 

(22) 

e  dalle  analoghe  in  y,0. 
Dalle  (8)  risulta 

«I>"+^I>  D  D" 

(23)  r,  +  r,  =  --j^,    r,  r,^ —-^ 

e  le  (9)  danno  . 

(24)  E=-?^.,    P=_£5^.,    6=-^. 
^    '  ^9  —  f  eg  —  f  eg-f 


Digitized  by 


Google 


SUPERFICIE  RIFERITE  AD  UN  SISTEMA  CONIUGATO  167 

Se  calcoliamo  con  queste  ultime  i  simboli  L    per  la  superficie,  avendo 
riguardo  alle  (21),  troviamo  <^)  : 

(11)       31ogD       111)'     122)       aiogD"      (22/ 


(25) 


1  )  du           (  1  i    M  2  )           at;          (2 

12)  _    D^^jllj'      (12)         _   JD^(22/' 

1  1  ~  D  (  2  i    M  2  i"          D"  (  1 

22)  _  _  D;;_(i2r    (ii) d_(i2)' 

li""  D     2  i   '  1  2  1  ~          D"     1 


Supponiamo  in  particolare  che  il  sistema  sferico  (u,  v)  sia  ortogonale, 
e  però  le  (w,  v)  siano  sulla  superficie  le  linee  di  curvatura.  Allora  essendo 

D  =  — cr,    ,    D"  =  — (/r,    , 

sostituendo  nelle  (21),  collo  sviluppare  i  valori  dei  simboli  di  Christoffel, 
otteniamo: 

^3r,_  ,         ^^^logv/'^ 

(26)  j 

^-_(r,-r,)  -^--    . 

n  problema  di:  costruire  le  superficie  con  assegnata  rappresentazione 
sferica  deile  linee  di  curvatura  viene  così  ridotto,  in  questo  primo  modo 
di  trattazione,  ad  integrare  il  sistema  (26). 

Un  altro  modo  più  elegante  e  simmetrico  si  dedurrà  fra  breve  dalle 
formole  per  le  coordinate  tangenziali. 

§.  79. 
Sistemi  iaotermo-ooniiigati. 

Sopra  una  superficie  (o  una  regione  di  superficie)  a  curvatura  totale 
positiva  esistono  infiniti  sistemi  coniugati,  che  danno  alla  2.^  forma  fon- 
damentale 

I)du'  +  2T)'dudv  +  D"  dv* 


(M  Le  formole  seguenti  del  testo  seguono  anche  immediatamente  dalle  for- 
mole di  Weingarten,  date  nella  nota  §.  73  pag.  157,  facendovi  F^-O. 
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la  forma  isoterma,  che  rendono  cioè,  per  una  conveniente  scelta  di  pa- 
rametri UfV, 

D  =  iy'    ,    D'  =  0. 

Per  abbreviare,  chiameremo  questi  sistemi  isolermchcamugati.  Andiamo 
ora  a  stabilire  le  formole  relative  a  questi  sistemi,  che  per  molti  riguardi 
si  comportano  rispetto  alle  superficie  a  punti  ellittici  come  il  sistema  delle 
assintotiche  rispetto  alle  superficie  a  punti  iperbolici.  In  particolare, 
senza  rinunziare  alla  realità  delle  linee  coordinate  (^),  potremo  con  essi 
dare  per  le  prime  superficie  un  sistema  di  formole  affatto  analogo  alle 
formole  di  Lelieuvre. 

L'ipotesi  D  =  D''  nelle  formole  del  numero  precedente,  ponendo 

D  ir 


=  p 


yjeg—f*       \leg—f 
e  sostituendo  nelle  (21*)>  dà: 

<^')^'=-[IVÌ'+l?0''-^'=-B'+l"O- 

ove  il  significato  geometrico  di  p  è  dato  dalla  formola 

(27*)  K  =  7' 

e  le  (22)  diventano 

idx  _     p       /     ??        ax\ 

(28)  < 

onde 


(^)  L'equazione  differenziale  delle  assintotiche  diventando 

<fM«  +  dv»  =  0  , 
le  loro  equazioni  in  termini  finiti  sono 

w  +  i  v  =  cost*«    ,    M  —  i  t;  =  cost*« , 

ed  anche  dietro  questa  osservazione  potremmo  effettuare  il  passaggio  analitico 
dalle  formole  dei  §§.  precedenti  a  quelle  del  presente  §. 
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Dunque:  Affinchè  un  sistema  sferico  {u,  v)  sia  V immagine  di  un  sistema 
isotermo-eoniugato  sopra  una  superficie  è  necessario  e  sufficiente  che  i  svm- 
\rsr 


hdi  di  Christoffél  jV l  ,  calcolati  per  F elemento  lineare  sferico,  soddisfino 
la  condUfione 

Se  questa  è  soddisfatta,  dalle  (27),  (28)  si  avrà  per  quadrature  la 
corrispondente  superficie,  che  è  definita  a  meno  di  un'omotetia. 

Si  può  ancora  osservare  che  essendo  D  =  D",  D'  =  0,  le  coordinate  x,y,0 
di  un  punto  della  superficie  soddisfano,  a  causa  delle  (I)  §.  65  pag.  116, 
le  due  equazioni  simultanee: 


?e_^(12|  39.  ,  (12)  36^ 


3*6 
du*' 


ai;» 


36 

du 


+ 


2 


221 
2 


36 
dv 


Viceversa,  se  due  equazioni  simultanee  della  forma 

•      —  _1_  A 

3tt3»         du         dv 


3*6 
3«* 


3^ 
3»» 


du       ^  dv 
costituiscono  un  sistema  completamente  integrabile  (^)  e 

x(u,v)    ,    yiu.v)    ,    0(tt,t?) 
ne  sono  tre  soluzioni  linearmente  indipendenti,  sulla  superficie 

x  =  x(u,v)    ,    y  =  y{uyV)     ,    0  =  a(u.v) 
le  linee  (u,v)  tracceranno  un  sistema  isotermo-eoniugato  (^. 


(i)  Un  sistema  come  quello  scrìtto  nel  testo  può  ammettere  al  massimo 
quattro  aoluzioni  linearmente  indipendenti  (compresa  la  soluzione  O-ncost^);  se 
le  ammette  esso  è  appunto  illimitatamente  integrabile. 

(*)  Da  questa  osservazione,  con  un  metodo  di  dimostrazione  affatto  analogo 
a  quelle  del  §.  66  pag.  140,  si  trae  :  I  sistemi  isotermo-coniugaU  si  coTiservano 
nette  imsformazioni  proiettive. 
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§.   80. 

Nuove  formolo  di  Lelienvre. 

Per  mezzo  delle  identità  (a)  nella  nota  al  §.  77,  possiamo  nuovamente 
trasformare  le  formolo  (28)  in  altre  perfettamente  analoghe  alle  formolo 
di  Lelieuvre.  Ponendo  infatti 

(29)  VpX  =  £    ,     VpY  =  Yj    ,    VpZ  =  C, 

esse  diventano,  per  le  identità  ora  ricordate: 


(30) 


du     ^ 

1    e 
a»i  ac 

dx 
'  dv~ 

■n  e 
dti  ac 

dv     dv 

du     du 

au   + 

C      i 

ac  ae 

dv     dv 

3y_ 

•  dv~ 

C    .£ 

ac  as 
du  du 

dM 

du 


=  + 


e 

1 

di 

dv 

dv 

de 
dv' 


• 

"fi 

35 

ar, 
a» 

Ora  X,  Y,  Z  soddisfano  alle  (4)  §,  72;  sommando  la  1.»  e  la  3.'  di 
queste,  coli' osservare  le  (27),  si  vede  che  X,  Y,  Z  sono  soluzioni  del- 
l'equazione 


Onesta,  ponendo 


diventa 


Vpy=e, 


a*e 
(31)  au- 


e,  per  le  (29),  S,  7),C  sono  tre  soluzioni  particolari  di  quest'ultima  equa- 
zione. 
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Inversamente:  IVesa  ad  arbitrio  un'equcmone  deUa  forma 

dom  M  è  una  funzione  qualunque  di  u^  v,  se  ne  conosciamo  tre  sókunoni 
linearmente  indipendenti  S,  y],  C,  le  (30)  danno  per  quadrature  una  super- 
ficie 

x  =  x  (w,f?)     ,    y  =  y  {u,v)     ,    0*=z  {u,v)  , 

stdla  quale  le  linee  u,  v  tracciano  un  sistema  isotermo-convugato.  La  di- 
mostrazione è  la  stessa  come  al  §.  77;  ed  anche  qui  si  osserverà  che  la 
curyatnra  E  della  superficie  è  data  da 

(32)  ^  =  (£'  +  Ti'  +  CV' 

Esetnpio:  Si  consideri  l'equazione 

e  si  prendano 

ove  a  è  ana  soluzione  qualunque  della  (33),  la  cui  coniugata  p  ò  defi- 
nita dalle  condizioni 

da  _^  doL ap 

du       dv    '  dv  '"  3u  * 

Le  (30)  integrate  danno 

,      da  w'  +  t;*  «         3a 

e  ci  definiscono  una  superficie  sulla  quale  il  sistema  (u,v)  è  isotermo- 
coniugato.  Si  prenda  p.  e. 

a  =  —  Av    ,    p  =  Att 
e  si  avrà  il  paraboloide  di  rotazione 


2  A» 


y  =  — ^,-,-  (A  costante) 


Le  Unee  u,  v  del  sistema  isoterme-coniugato  sono  in  questo  caso  le 
sezioni  paraboliche  (eguali)  della  quadrìca  in  piani  paralleli  ai  piani 
principali. 
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§.   81. 

Forinole  di  Weingarten  in  coordinate  tangenziali. 

Alla  teoria  della  rappresentazione  sferica  di  una  superficie  si  pos- 
sono naturalmente  collegare  le  formolo  relative  alle  coordinate  tangeiv- 
aioli,  di  cui  ora  andianio  a  trattare  ^^K 

Pensiamo  una  superficie  (non  sviluppabile)  come  inviluppo  del  suo 
piano  tangente,  e  per  definirla  diamo  le  coordinate  di  questo  piano  in 
funzione  di  due  parametri  (coordinate  curvilinee  w,  v).  A  coordinate  del 
piano  conviene  per  noi  assumere  i  coefficienti  della  sua  equazione,  scritta 
sotto  forma  normale 

cioè  i  coseni  di  direzione  (X,  Y,  Z)  della  normale  alla  superficie  e  la  di- 
stanza algebrica  W  del  piano  tangente  dall'origine.  Essendo  note  X,  Y,  Z,  W 
in  funzione  di  u,  v,  quindi  i  coefficienti  e,  /*,  g  delFelemento  lineare  sferico 
rappresentativo  (3)  §.  72,  ci  proponiamo  di  calcolare  le  coordinate  x,  jf,  e 
del  punto  di  contatto  dal  piano  tangente.  Per  ciò  dalla  formola 

(a)    a?X  +  yY  +  ^Z  =  W  , 

derivando  rapporto  ad  u^v  otteniamo 


ax  , 


3Y      az^sw 

du  du        du 


(V) 


3x  ,    aY  ,    az     aw 


dv 


dv 


dv        dv 


onde,  risolvendo  il  sistema  lineare  (a),  (b)  rispetto  a  x,y,0\ 


x  = 


ieg-f 


w 

Y 

Z 

3W 

aw 

aY 

a» 

az 

dM 

aw 
dv 

aY 

dv 

az 

dv 

(*)  Wbingartbn  —  Uéber  die  Theorie  der  auf  einander  àbwickdbaren  Ober^ 
fUichen  (Festschrift  etc.  1884). 
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OYvero,  per  le  identità  (a)  pag.  162  (nota)  : 

_  1     (3wax       /3wax    3W3x\  ,    aw3X) 

^^^^'^  eg—r\dudu       ^\du  dv'^  dv  du)"^^  dv  dv\  ' 

Questa  e  le  analoghe  per  y,  z  si  scrivono 

(34)     a^WX  +  V (W, X) ,  y=W  Y  -V  V(W, Y)  ,  ^=WZ  +  V (W,  Z) , 

il  parametro  differenziale  misto  V  (come  gli  altri  che  ora  incontreremo) 
essendo  calcolati  per  l'assegnata  forma 

6*i*+2/'dtirft;4-jpdfe* 

dell'elemento  Uneare  sferico. 

Si  osseryi  che  dalle  (34)  quadrate  e  sommate  risulta 

(34*)  a:^  +  y'  +  ^  =  W*  +  ^W. 

Per  la  superficie  così  individuata  possiamo  inoltre  calcolare  facil- 
mente i  coefficienti  D,  D',  D"  della  2.»  forma  fondamentale. 

Dalle  (6)  segue  infatti  con  una  nuova  derivazione  rispetto  ad  u,  v\ 

^^    yx   yw    w_^^yx    3^  w'-^^?^-?!^ 

^^^at*'""  at*'  '  ^  ~-^'^3u3t;'"  3wat;'^  ~  ^^  -d^       dff    ' 
che,  osservando  le  formolo  fondamentali  (4)  pag.  152,  si  scrivono 


_D  =^^    (11/' aw 


M        \\\    du 


"i''^+«'='"+''" 


_,„      yw      i22)'aW      (22)'aW  ,     TO      TO     ,     OT 

dove  le  Wr.  sono  le  derivate  seconde  covarianti  di  W  rapporto  alla  forma 

edu*'\-2fdudv+gdv^  . 

Per  le  formolo  che  danno  la  somma  e  il  prodotto  dei  due  raggi  prin- 
cipali dì  curvatura  abbiamo  conseguentemente  dalle  (8)  §.  72  (pag.  154): 

,^9  —  r 
*'**'*  ejf  — /*        "*"  eg  —  f*  "^       ' 
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ovvero 

(37)  rl+r,  =  A,W^-2W 

(38)  nr,  =  W*-t-WA,W  +  A«W  , 

dove  i  parametri  differenziali  secondi  A,,  A»  sono  calcolati  per  la  solita 
forma  fondamentale 

edu*  +  2  fdudv  +  gd^. 

Di  queste  due  ultime  formolo  la  prima  è  specialmente  notevole  per 
semplicità;  di  essa  daremo  in  seguito  alcime  importanti  applicazioni. 

È  bene  osservare  che,  quando  si  determina  una  superficie  per  mezzo 
delle  coordinate  tangenziali,  può  darsi  il  caso  che  essa  si  riduca  ad  una 
curva,  la  doppia  infinità  dei  piani  tangenti  essendo  allora  costituita  dagli 
00*  fasci  di  piani  aventi  per  assi  le  tangenti  alla  curva.  Questo  caso 
singolare  si  presenterà  allora  soltanto  quando  risulti  EG  —  F*=0,  ossia, 

\/EG— F^ 
perchè =  n  *'«  »  quando  W  sia  una  soluzione  della  equazione: 

^  eg  —  f* 
A22W  +  WA,W4-W*=0.  Questa  considerazione  geometrica  dà  eviden- 
temente r  integrale  generale  della  equazione  ora  scritta. 

§.  82. 
Saperflcie  con  assegnata  immagine  sferica  di  un  sistema  coniugato. 

Supponiamo  ora  che  il  sistema  (te,  v)  sia  sulla  superficie  un  sistema 
coniugato.  Dovrà  risultare  per  ciò  D'  =  0  ossia  per  l'intermedia  delle  (35) 

cioè  W  deve  essere  una  soluzione  della  equazione  di  Laplace 
,,..  3^  _il2fae       (12/39 

di  cui  sono  altresì  soluzioni  particolari  (§.  72)  X,  Y,  Z.  Dunque:  Se  U 
sistema  (m,  v)  è  caniugaùo,  le  coordinate  tangenziali  X,  Y,  Z,  W  sono  sotu- 
0ioni  di  una  medesima  equazione  di  Laplace  (38).  Inversamente  si  vede 
subito  che:  Se  le  coordinate  tangenziali  X,  Y,  Z,  W  sono  soluzioni  di  una 
stessa  equazione  di  Laplace  dèlia  forma 


dudv  du  dv 

il  sistema  {uyV)  è  srdla  superficie  tm  sistema  coniugato. 
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Il  problema  già  accennato  al  §.  78  di  :  costruire  le  superficie  con  as- 
segnata rappresefUcmone  sferica  di  un  sistema  coniugato  (u,  v)  viene  così 
ricondotto  air  integrazione  deir  equazione  (38)  di  Laplace;  ogni  soluzione 
di  questa  equazione  (linearmente  indipendente  da  X,  Y,  Z)  ci  dà  una  su- 
perficie che  risponde  alla  questione. 

Osserviamo  ancora  che  se  il  sistema  (u,v)  è  sulla  superficie  quello 
delle  assintotiche,  sarà  simultaneamente  D=0  D"=0,  cioè  W  sarà  una 
soluzione  comune  delle  equazioni 

3^       (11)' 3«.   Ili)' 36         a 

du^  =  \l\du  +  \2\di'''^ 

ye       (221' 36   ,   (22/39  . 

3?  =  |li  d^  +  lìldi-^^  ' 

delle  quali  sono  pure  soluzioni  comuni  X,  Y,  Z. 

Da  queste  osservazioni  si  può  trarre  la  dimostrazione  analitica  del 
teorema  già  enunciato  al  §.  66  che:  Le  trasformazioni  dualistiche  o  reci- 
procità ddlo  spazio  conservano  i  sistemi  coniugati  e  le  linee  assintotiche  di 
una  superficie. 

In  ciò,  per  quanto  già  si  è  visto  al  numero  citato,  basta  limitarsi 
ad  una  particolare  reciprocità,  e  noi  sceglieremo  quella  trasformazione 
dualistica  che  ad  ogni  piano 

eX  +  YiY4-CZ  =  W  ^ 
dello  spazio  fa  corrispondere  il  suo  polo  rispetto  alla  sfera 

?  +  T]»  +  C*=l, 

doè  il  punto  (x,y,0)  di  coordinate 

_X  Y  _Z 

Se  il  sistema  (u,  v)  è  coniugato  sulla  superficie  inviluppo  del  piano 
(X,  Y,  Z,  W),  l'equazione 

3*0  36   ,   .30^    ^ 


dudv  du  dv 

cui  soddisfano  X,Y,  Z,  W,  colla  trasformazione 

6  =  W?. 
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si  cangia  in  un' equazione 


dudv  du       ^  dv 

cui  soddisfano  simultaneamente  x,y,z  e  però  sulla  superficie  luogo  del 
punto  ix,y,£)  le  linee  {u,v)  tracciano  pure  un  sistema  coniugato. 

Del  tutto  similmente  si  dimostra  la  proprietà  pel  caso  delle  Unee  as- 
sintetiche. 

§.  83. 
Superficie  modanate. 

Abbiamo  osservato  in  generale  che  la  determinazione  delle  superficie 
con  assegnata  inunagine  sferica  {u,  v)  di  un  sistema  coniugato  equivale 
alla  integrazione  della  equazione  (38)  di  Laplace.  Ciò  vale  in  particolare 
del  problema  di  determinare  le  superficie  con  assegnata  immagine  sferica 
dette  linee  di  curvatura.  E  noi,  per  dame  qui  una  semplice  applicazione, 
ci  proponiamo  di  determinare  tutte  le  superficie  le  quali  (come  le  super- 
ficie di  rotazione)  hanno  u/n  sistema  di  linee  di  curvatura  in  piani  par 
raUdi. 

Per  ciascuna  di  queste  linee  V  immagine  sferica  sarà  evidentemente 
un  circolo  in  un  piano  parallelo  al  piano  della  linea  <^),  e  però  le  super- 
ficie cercate  sono  caratterizzate  dalla  proprietà  di  avere  per  immagine 
sferica  delle  linee  di  curvatura  un  sistema  di  meridiani  e  paralleli  della 
sfera  rappresentativa.  .Ne  risulta  che  le  linee  di  curvatura  del  secondo  si- 
stema sono  ancora  piane  e  i  loro  piani  tagliano  ortogonalmente  la  superficie. 

Ora,  essendo  al  solito 

X  =  sen  u  cos  »    ,    Y  =  sen  u  sen  v    ,    Z  =  cos  ti 

le  coordinate  di  un  punto  dell^  immagine  sferica  in  funzione  dei  para- 
metri u,v  dei  paralleli  e  dei  meridiani,  e  quindi 

cfe'*  =  du^  +  sen*  u  (to* 

Tespressione  dell'elemento  lineare  sferico,  la  equazione  (38)  da  integrarsi 


(^)  Si  ricordi  che  in  ogni  punto  di  una  linea  di  curvatura  la  tangente  è  pa- 
rallela a  quella  della  immagine  sferica. 
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diventa 

il  cui  integrale  generale  è  dato  da 

W  =  Ben  «  ?  (t>)  +  4»  («)  , 

essendo  ^  (v),  ^  (ti)  funzioni  arbitrarie  di  v,  u  rispettivamente.  Le  (34) 
ci  danno  quindi  per  le  superficie  cercate  le  forinole 

x  =  cosvtp  (v)  —  sen  v  y'  (i?)*  +  cos  v  [^  (u)  sen  «  +  4»'  (ti)  cos  u] 

I  y  =  gen  t?  4»  (t?)  +  ooB  t>  9'  (t>)  +  sen  v  [^  (ti)  sen  ti  +  4^  (ti)  eoa  u] 

\  2r  =  ^  (tt)  cos  u  —  ([)'  (ti)  Ben  m. 

I  piani  delle  linee  t^  sono  i  piani  normali  condotti  per  le  generatrici 
al  cilindro  parallelo  all' asse  ir,  la  cui  sezione  retta  aoI  piano  ;i;y  è  U 
curva 

[  «  =  cos  t;  y  (t?)  —  sen  V  f'  (v) 

(  Ìf=^BWV(p(v)  +  COS  P  y'  (v) 

e  in  ciascuno  di  essi  le  equazioni  della  linea  v,  riferita  alla  noraiale  di 
questa  curva  e  alla  generatrice  del  cilindro  come  assi  delle  if),  C,  sono 
evidentemente 

9)  1=4>  W  ^^^  M  +  4»'  («)  cos  «I    ,    e  =  4>  (w)  cos  M  —  ^i'  («)  sen  ti. 

À  causa  della  presenza  delle  due  funzioni  arbitrarie  9  (t;),  ^  (u),  tanto 
la  forma  del  cilindro  (a)  (direttore)  quanto  quella  del  profilo  piano  (&) 
restano  arbitrarie  e  però  le  superficie  cercate  si  generano  nel  modo  se- 
guente :  Presa  una  superficie  cilindrica  e  tracciato  in  un  piano  1:  un  profilo 
arbitrario  T  e  nd  piano  stesso  una  retta  arbitraria  r,  si  faccia  muovere  z 
in  guisa  che,  coincidendo  r  successivamente  colle  generatrici  dd  cilindro^  U 
piano  :c  si  mantenga  normale  al  cilindro;  il  profilo  piano  F  descriverà  la 
superficie  domandata. 

Una  tale  superficie  si  dice  una  superficie  modanata  a  sviluppabile  di- 
rettrice cilindrica  (moulure  di  Monge)  (^).  Le  sue  linee  di  curvatura  sono 


(^)  In  generale  diconsi  superficie  modanate  (moulures),  quelle  che  hanno  un 
sistema  di  Unee  di  curvatura  in  piani  normali  alla  superficie.  Esse  si  generano 
col  movimento  di  un  profilo  piano,  il  cui  piano  rotola,  senza  strisciare,  sopra  una 
qnalsìaai  superficie  sviluppabile. 


1-» 
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le  varie  posizioni  del  profilo  T  e  le  sezioni  fatte  coi  piani  i^rrnaU  alle 
generatrici  del  cilindro  direttore. 

Modificando  leggermente  le  notazioni,  se  con  v  indichiamo  Tarco  della 
sezione  retta  del  cilindro  direttore,  con  a  l'angolo  che  la  tangente  alla 
sezione  fa  coU'asse  delle  :z;  e  con 

x  =  xiv)    ,    y  =  y{v) 

le  equazioni  della  sezione  retta  del  cilindro,  in  fine  con 

T,  =  U    ,    C  =  /v^r=tr  (iti 

le  equazioni  del  profilo  generatore  riferite  al  suo  arco  u,  avremo  evi- 
dentemente per  le  equazioni  della  superficie 

(39)    x—x  (v)  +  U  sen  a  ,  y =y  («)  —  U  cos  a  ^  0=J  \^1  —  U'*  du  , 
da  cui  per  l'elemento  lineare 


d^=du'+(i+^yd^, 


essendo  R=R(t;)  il  raggio  di  curvatura  della  sezione  retta  del  cilindro 
direttore. 
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Capitolo  VI. 


Gonatora  geodetica  -  Linee  geodeMe 


Carvatara  tangensiale  o  geodetica.  —  Fonnola  di  Bonnet.  •—  Espreasione  di  Lionville  per  la 
curvatura  K.—  Lineo  geodetiche.  —  Varie  forme  della  loro  equazione  differensiale.— 
Linee  geodeticamente  parallele.  —  Ellissi  e  iperbole  gOv)detiche.— Torsione  geodetica  di 
nna  linea.  —  Teoremi  generali  sulla  integrazione  della  equazione  delle  geodetiche.— 
Geodetiche  sulle  suporiicie  di  Liouville,  in  particolare  sulle  superficie  di  rotazione. — 
Teorema  di  Gauss  sulla  curvatura  totale  di  un  triangolo  geodetico.—  Sistemi  doppi 
ortogonali  di  linee  a  curvatura  geodetica  costante. 


§.  84. 
Ourvatnra  tangenziale. 

Consìderìamo  sopra  una  superficie  S  una  curva  G  uscente  da  un 
suo  punto  M  e  proiettiamo  la  C  ortogonalmente  sul  piano  tangente  in  M; 
la  curvatura  della  sua  proiezione  y  in  M  dicesi  la  curvatura  tangenziàle 
0  geodetica  <^)  della  curva  C  nel  punto  M;  ed  il  centro  m  di  curvatura 
della  Y  in  M  prende  il  nome  di  cenerò  di  curvatura  geodetica  della  C,  mentre 
il  segmento  M  m,  la  cui  inversa  è  la  curvatura  geodetica,  prende  il  nome 
di  raggio  di  curvatura  geodetica.  Indicandolo  con 


p^  =  M  w 

ed  osservando  che  esso  è  misurato  a  partire  da  M  sul  piano  tangente 
nella  direzione  normale  alla  C,  fissato  su  questa  direzione  il  verso  po- 
sitivo, noi  attribuiremo  a  Pg  un  valore  positivo  o  negativo,  secondo  che 
la  direzioae  da  M  verso  m  procede  nel  verso  positivo  o  negativo.  Ciò  posto, 

se  con  —  indichiamo  la  prima  curvatura  (presa  come  al  solito  in  valore 

assoluto)  della  curva  C  in  M,  e  con  s  Y  angolo  che  la  direzione  positiva 
della  normale  principale  in  M  alla  G  forma  colla  direzione  positiva  ora 


(i)  La  ragione  di  questa  seconda  denominazione  sì  vedrà  in  appresso  (§.  99). 
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fissata  nel  piano  tangente,  normalmente  a  C,  avremo 

1    cose  .ij 

Py   ""       P 

Andiamo  dopo  ciò  a  ricercare  la  espressione  della  curvatura  tangen- 

2dale  di  una  linpa  tracciata  sopra  una  superficie,  quando  ne  sia  nota  Fe- 

quasdone 

9  («,  t?)  =  0 

in  coordinate  curvilinee.  Esaminiamo  dapprima  il  caso  in*cui  le  linee  coor- 
dinate (u,  t;)  sono  ortogonali,  quindi 

e  si  cercano  le  espressioni  delle  loro  curvature  geodetiche,  che  indiche- 
remo con 

Pu     '      pi» 

rispettivamente;  a  queste,  secondo  le  convenzioni  precedenti  e  quelle  già 
fatte  rispetto  alle  direzioni  positive  delle  linee  coordinate,  conviene  un 
segno  perfettamente  determinato. 

Per  una  linea  u  «=  cost^,  mantenendo  le  solite  notazioni  della  teoria 
delle  curve  (e.  I),  abbiamo  _ 

dSu  ==  >/G  dv 

~  VG  ^^   '     "^   V'G  ^  '  V^G  ^  ' 

'onde,  derivando  nuovamente  rispetto  all^arco  della  linea  té  e  avendo 
riguardo  alle  formolo  di  Frenet,  risulta 

P      >/G^  VG  H  '  P       V^G  ^  WG  ^7  '  P      v/G  ^  WG  ^/  ' 

essendo  p  il  raggio  (assoluto)  di  1.*  curvatura  della  linea  u  =  eostK  Ne 

deduciamo 

J-  =  5?15-=\' A  -1.3g^     1     y9xd_  /  1    9x\ 
P^~    p         ^py/Edu      ^ÈG      ^^VVG^T 


i^)  È  la  forinola  di  Meunier  pag.  180  applicata  alla  C  e  alla  sezione  retta  f  del 
cilindro  che  proietta  C  sul  piano  tangente.  Si  vede  che  il  centro  m  di  curvatura 
geodetica  è  il  punto  ove  V  asse  del  circolo  osculatore  di  C  in  M  incontra  il  piano 
tangente. 
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ora 


^  ??  1.  / JL  ^\  —  J_  ^1  ??  ?!^ 


a  causa  di 

dudv 
e  inoltre  da  quest'ultima,  derivata  rapporto  a  r,  risolta 


3w3t;»~       ^dvdudv~       2du* 
onde 

e  similmente 


P»  y/EG     ^** 

1       ^y/E 


V'EG    ^ 


§.  85. 
Tomolft  u  Bomist. 


PoBsiamo  porre  la  (1)  e  (1*)  sotto  un'altra  forma,  introducendo  i 
parametri  differenziali.  Abbiamo  infatti 


A  1       A  1      5  A  /<* 


e  p^rò  la  (1)  può  scriversi 

(2)  -r--|^+v 


("^) 


Dopo  ciò  possiamo  facilmente  risolvere  in  tutta  generali  A  il  problema: 
Riferita  la  superficie  ad  un  sistema  qualunque  di  linee  coordinate  (u,  v\ 
che  diano  dVélemenio  lineare  la  forma 

di* -«£***+ 2  Fdw<ft7-f-G(fo«, 
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e  VeqmsAone 

?  (<«,  v)  =  cost*« 

di  un  sistema  di  linee  stdla  superficie^  esprimere  la  curvatura  geode- 
tica —  di  queste  linee. 

Per  fissare  anche  il  segno  di  (j^  ,  converremo  dì  prendere  per  direzione 
positiva  normale  ad  una  linea  ©  =  costante  nel  piano  tangente  quella 
secondo  cui  cresce  il  parametro  cp.  Se  prendiamo  per  linee  coordinate 
le  linee  ?  =  costante  e  le  loro  traiettorie  ortogonali  ^  =  costante,  l'ele- 
mento lineare  prenderà  la  forma 

e  per  la  (1)  avremo 

1  1     a  Vg^ 


ovvero  per  la  (2) 


(3)  -f  =  -^  +  V 


f'vè?)- 


Per  la  proprietà  fondamentale  dei  parametri  differenziali,  è  indiffe- 
rente calcolarli  nelle  nuove  coordinate  (9,  ^)  0  nelle  antiche  (u,  v),  e 
però  la  formola  precedente  ci  dà  Tespressione  richiesta.  Sviluppando  il 
secondo  membro  della  (3),  risulta 


1^1  1 

p<p     Ve  g— f*    VaT? 


^  \VÉ  G— F/      ^^  \Ve  G— F'J 


4- 


+ 


VEG— Ff 


du     dv  a  /  1  \       dv     du  a  /  i   \ 
Veg— F»  ^"  \Va77/     Veg— f»  3*'  \V  aTtJ 


+ 


Ve  g— f  '  ^«  \Ve  g— f*  a,  f)     ^^  \Ve  g— f*  Al  9, 
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Abbiamo  così  la  forinola  di  Bonnet: 


'"WKP^'-^^tPMIO'i 


"•"a» 


du  dV 


y<ii)--si+«©'; 


il  cui  secondo  membro  è  un  parametro  differenziale  di  9.  La  circostanza 
ora  accennata  esprime  un'importantissima  proprietà  della  curvatura  geo- 
detica, di  cui  riconosceremo  il  significato  geometrico  nella  teorìa  del- 
Tapplicabilità. 

Se  le  linee 

rp  =  costante , 

anziché  in  termini  finiti,  sono  definite  da  un'  equazione  differenziale  del 
l.«  ordine 

possiamo  evidentemente  calcolarne  la  curvatura  geodetica  per  la  (4), 
osservando  che 

du     dv 
e  però 

(4*)  1   ^        1         j  3  /  FN-GM  \ 

P^       VEG— F»(^\VEN*— 2FMN  +  GWP/ 

3  /  FM— EN  \) 

^^  \VEN*— 2FMNH-GMV )  * 

§.  86. 
Formola  di  UonTiUe  per  la  curyatnra  E. 

Alle   formole  precedenti  si  lega  una  notevole  formola,  data  da  Liou- 
ville,  per  la  curvatura  E  della  superficie  espressa  mediante  le  curvature 
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1_      J_ 

delle  linee  coordinate.  Dalla  fonnola  di  Bonnet  (4)  abbiamo 


(5) 


1  ^      1      U  /'f\  aVGJ 

p.     Veg— p(3*\Vg/  ^  f 

1  ^      1      (a  /f\  avi) 

9"       VeG— f(^\VÉ/  ^   j 


Sostituendo  nei  secondi  membri  per  le  derivate  dei  coefficienti  i  loro 
valori  iKiì  nmboli  di  Ghristoffél,  troviamo  le  formolo  equivalenti 

1   ^y/EG— F*j22|       1    ^  y/EG— F*  (llj 
P-  Q)jQ      i  1  )  '   P»  ""     E  \/E      ^  ^ 

Ora  prendiamo  la  formola  (V)  §.  37  pag.  77  per  la  curvatura  E: 
1 


(5*) 


^"^ji^l^H''''^^  ^'^'i  "^4"''''^ 


a  /Ve  g— f*  jiiA     a  /Ve  g— f*  (12 
§i  ^     E      1 2  ) j    aw  ^     I 

che  per  la  feconda  deUe  (b*)  possiamo  scrìvere  intanto 

u\       jc  -      t      i  9  /Ve\     a  /veg-f*  112A) 

Introduciamo  rangole  Q  delle  linee  coordinate  («,  v)  mediante  le  for- 
mole  ben  note 

F 


cosassi 


rt      VE  G—  P 

,  sen  a  =  -^ — z=r:—  < 

Ve  G  Ve  G 


Derivando  la  prima  rapporto  ave  sostituendo  per  sen  Q  il  valore 
dato  dalla  seconda,  abbiamo 


dv 


Veg— P 


aF 
dv 


j^aE 
2Eat> 


^aG 

2Gat; 


sostituendo  nel  secondo  membro  alle  derivate  dei  coefficienti  i  valori 
espressi  pei  simboli  di  Christoffel  segue 


aa      VEG— P(22|  ,  VEG— P|12 


dv 


-^\l\ 


+ 


E        i  2 


Digitized  by 


Google 


FOBMOLA  DI  LI0T7YILLB  PER  LA.  GUBYATX7RA  185 

ossia,  per  la  prima  delle  (5*) 

VeG— F*(121  VG      3Q 


E      I  2  )        p«      a»  • 

In  conseguenza  la  (a)  prrade  la  forma  elegante  e  simmetrica 

che  è  appunto  la  formala  di  LiatmUe. 

Nel  caso  che  le  linee  coordinate  siano  ortogonali  (Qs=z  -^Y  essa  si 
può  scrivere: 

~/E^^W       v/'G^^P'/       PWEG    ^  P'v/EG    ^     ' 

ovvero,  per  le  (1)  (1*),  osservando  che 

VErfw  ,      VOeto 
sono  gli  archi  elementari 

delle  linee  coordinate: 

<»•>    -i.(^)+è(^)-(sr-(i)"'-'- 

§.  87. 
Linee  geodetiche. 

Chiameremo  linea  geodetica  di  una  superficie  S  una  linea  L  tracciata 
sopra  S,  quando  in  ogni  punto  di  L  la  normale  principale  della  linea, 
coincide  colla  normale  alla  superficie;  in  altre  parole  le  linee  geodetiche 
sono  le  linee  a  curvatura  tangenziale  nulla  (^. 


(1)  È  un'immediata  consegaenza  di  queste  formole  il  teorema:  Soltanto 
9uUe  superficie  a  curvatura  costante  negativa  (pseudoaferiche)  esistono  doppi  si- 
stemi artoganaH  di  curve,  per  le  quali  te  linee  di  ciascun  sistema  hanno  la  stessa 
curvatura  geodetica  costante, 

(<)  Quando  la  linea  in  discorso  è  una  retta,  basta  ricorrere  a  questa  seconda 
definisione  per  riconoscere  che  ò  una  geodetica. 


Digitized  by 


Google 


186 


CAPITOLO  VI.  —  §.  87 


Partendo  da  questa  definizione,  cerchiamo  Teqoazione  differenziale 
delle  lìnee  geodetiche. 

SnppostO'  per  ciò  che  6  sia  una  tale  linea,  immaginiamo  espresse  le 
coordinate  curvilinee  {u,  v)  di  un  punto  mobile  su  G  in  funzione  dell'arco 
8  della  G  stessa;  avremo  intanto  la  relazione 


(7) 


£ 


(f+^-$*- 


ds  ds 


■+<'(f- 


1. 


Per  la  linea  6,  adottando  le  solite  notazioni  del  cap.  I,  avremo: 

dx_  ^  I  9a;  ^      9y  ^  ,  3y  do      dz^  du.ds  do 

'^~duds'^dv^'^~du^'^dvds''^~du^'^9vds  ' 

Derivando  nuovamente  rapporto  ad  s,  osservando  che  per  ipotesi 
5  =  ±X  ,    >j  =  ±Y  ,    C=±Z  , 
risalta,  per  le  formolo  fondamentali  della  teoria  (I)  pag.  116. 


X  _  3a;  <ft«  ■   dx  c^   , 


11)9* 
1  Sdu^ 


+  2 


'mA'm+^- 


dudv^ 
ds  ds 


+ 


colle  analoghe  per  Y,  Z.  Se  ne  deduce  che  per  una  linea  geodetica  deb- 
bono aver  luogo  le  equazioni  caraUeristtche: 

ds' 
(8) 


+IVI(f+H?!SI+i?ì(l)'=» 


da' 


Queste,  insieme  colla  (7),  determinano  il  corso  delle  geodetiche  sopra 
la  superficie. 

Alle  (8)  possiamo  anche  sostituire  le  due  che  se  ne  ottengono  mol- 
tiplicando la  prima  per  E  la  seconda  per  F  e  sommando,  e  una  seconda 
volta  moltiplicando  la  prima  per  F  la  seconda  per  G  e  sommando,  cioè: 


^d?  +  ^^  + 


ds' 


+»£+ 


v](r 

11] (duY 
2jU/ 


+  2 


+  2 


dudv       r22 
(fo  <fc  "^    2 


li]  (diA*       ^ 
lJU)==« 
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queste  possono  scriversi  sotto  la  forma  semplice: 

d8\      ds  "^"^    ds)~  du\ds)  "^       dudsds'^   du\d8) 

ds\    ds  '^      ds)       dv\ds)  '^     dvdsds"^  dv  \ds) 

In  fine,  se,  lasciando  indeterminato  il  parametro  che  individua  i  punti 
della  geodetica  G,  vogliamo  scrivere  l'equazione  differenziale  delle  geo- 
detiche, basta  dedurre  dalle  (8)  l'equazione  seguente: 

(10)    du  d^v  —  dvd'u+ì  y  j  du^  4 


+      7   —  2     ,      ìdudt^—r^d^^O 


che  vale  evidentemente  qualunque  sia  la  variabile  indipendente.  In  par- 
ticolare, se  prendiamo  u  per  variabile  indipendente  e  scriviamo  Tequazione 
della  geodetica 

ponendo 

/ dv       ,, d^ 

dà'   ^  ~M' 


(*)  È  bene  osservare  che  delle  due  equazioni  (9),  o  delle  (8),  Tuna  è  con- 
seguenza dell'altra  e  della  (7).  Derivando  quest'ultima  rapporto  ad  Sy  si  ottiene 
infatti  I*identità: 

(^\  du  .  f.dv      ^ 

(à)  ^d^  +  ^ds-^^ 

dove  si  è  posto 

^'^    ds\     ds"^    ds)     duKds)  duds  ds     du\ds) 

o_^od^(^du      ^^  _^^(duy^      dFdudv^dQ/dv\* 
^^    ds\     ds"^     ds)      diXds)  dv  dsds      dv\d8)  ' 

Da  questa  identità  (a),  che  vale  per  qualunque  linea  tracciata  sulla  super- 
ficie, se^ne  che,  fatta  astrazione  dalle  linee  coordinate  u,  v,  per  qualunque  altra 
lìnea  runa  delle  due  equazioni  (9): 

ct«=0  ,   p.=  0 

trae  seco  l' altra.  Ma  se  si  tratta  di  esprimere  che  una  delle  linee  coordinate, 
p.  e.  una  v  =  costante,  è  geodetica,  dovremo  scrivere  la  seconda  condizione 
p  =s  0,  la  prima  a  ^a  0  essendo  in  ogni  caso  identicamente  verificata. 
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abbiamo  per  la  detemnnaziQiie  delle  geodetiehe  l'e^piazioBe  dìffBMtttile 
del  secondo  ordine: 

•■«^■'-i?i-'-+(r.i-^i't'-{n"i-r'!)-'+i"h- 

Da  queste  diverse  forme  dell'equazione  delle  geodetiche  risalta:  So- 
pra  ogni  superficie  esiste  una  doppia  infinità  di  lìnee  geodetiche;  una  geo- 
detica è  individuata  quando  sia  fissato  un  punto  ddta  superficie^  per  cui 
deve  passare  e  la  direjrione  che  essa  ha  uscendo  dai  punto. 

Alla  teoria  delle  linee  geodetiche  siamo  condotti  altresì  dal  seguente 
problema  di  calcolo  delle  variazioni:  Dati  due  punti  A,  B  sopra  una  sur 
perfide,  trovare  la  linea  più  breve  che  suUa  st^^erficie  unisce  A  con  B. 
Se  supponiamo  che  6  sia  la  linea  domandata,  dovremo  esprìmere,  se- 
condo le  regole  del  calcolo  delle  varìaadoni,  che  la  variazione  prima  della 
lunghezza  di  6  fra  A  e  B,  quando  a  6,  supponendo  fissi  gli  estremi, 
si  dia  una  deformazione  infinitesima,  è  eguale  a  zero.  Ora,  se  esprimiamo 
lungo  0  u,i;  per  Parco  «  di  G,  dobbiamo  porre 

'B 


i"-' 


essendo  u,v  legate  dalla  relazione 

Applicando  le  regole  del  calcolo  delle  variazioni,  troviamo  per  tal 
modo  appunto  le  equazioni  (9);  ne  concludiamo:  La  linea  più  breve  fra 
due  punti  della  superficie  è  necessariamente  una  linea  geodetica,  cioè  la 
normale  principale  ddla  linea  deve  in  ogni  punto  coincidere  coUa  normale 
aUa  superficie. 

Però  è  da  osservarsi  che  se  sopra  una  linea  geodetica  O  si  segnano 
due  punti  A,  B  ad  arbitrio,  non  si  potrà  affatto  asserire  che  O  sia  la 
più  breve  linea  che  sulla  superficie  riunisce  A  con  B.  Tale  proprietà 
avrà  luogo  soltanto  sicuramente,  come  fra  breve  vedremo,  quando  A  e  B 
siano  fra  loro  sufficientemente  vicini.  Basta  considerare  ad  esempio  so- 
pra una  sfera  un  arco  di  circolo  massimo  (geodetica)  maggiore  di  una 
semicirconferenza,  o  sopra  un  cilindro  circolare  retto  un  arco  d'elica  che 
faccia  più  di  mezzo  giro  fsA  cilindro,  per  convìncersi  geoMèUicameiite 
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dell' jBs^ttezza  della  nostra  asserzione.  La  proprietà  permanente  delle 
linee  geodetiche  in  tutto  il  loro  corso  è  qaella  da  cui  siamo  partiti  al 
nnmero  precedente  per  definirle;  Taltni  d|  segnare  il  più  breve  cammino 
fra  dne  suoi  punti  vale  in  generale  soltanto  per  archi  di  geodetica  di  lun- 
ghezza conyenientemente  piccola. 

§.  88. 
Equazione  cUfTerenziale  di  Oauss  por  le  geodetiche. 

Gauss  ha  dato  all'equazione  differenziale  delle  geodetiche  una  fomm 
notevole,  jEacendovi  comparire  Tangolo  6  d'indinazione  della  geodetica 
suUe  linee  v.  liisurando  6  nel  modo  preciso  del  §.  42,  abbiamo  le  formolo 

(a)       cos 8  =  -—  {  E^  +  F:?-    ,  8ene=  ^ j-  . 

y/^\     ds^     dsj'  yJ~E       ^^ 

Ora,  se  supponiamo  che  la  linea  geodetica  di  cui  si  tratta  non  sia 
ima  9= costante,  potremo  esprimere  la  condizione  perchè  sia  geodetica 
mediante  la  prima  delle  (9)  (vedi  nota  al  numero  precedente)  che  può 
scriversi: 

(i)  2&.d(VÈco8e)  =  |^dw«  +  2^rfuA;+|^*'; 

ora  abbiamo  per  le  (a)  stesse 

2  (ferf  Vlcose)  =^(E<fe»  +  Fdp)dE  -  2  VE6-F*(fi>d8  =  ^dtt*  + 

3E 
Sostituendo  nella  (b)  e  togliendo  il  termine  ^  du*  comune  ai  due 

membri,  indi  dividendo  per  2  dv,  che  per  ipotesi  non  è  zero,  abbiamo 
requazione  di  Gauss 

in)y/EG-r  dS^-^[^du^^dv)^^^du^^du^^-^dv. 

Questa,  come  subito  si  vede,  vale  anche,  a  causa  della  seconda  delle 
(5),  nel  caso  dapprima  escluso  di  una  geodetica  v= costante. 
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In  particolare,  se  le  linee  u,v  sono  ortogonali,  avremo  l'equazione 
semplice 

che  possiamo  scrivere  , 

(11*)  eW  =  — z  -r—  ^w  -  -—  -^--  dv. 

Mediante  queste  formolo  possiamo  dare  un'altra  definizione  della 
curvatura  tangenziale  o  geodetica  di  una  linea,  che  giustifica  appunto 
la  seconda  denominazione.  Essendo  l  una  linea  qualunque  sopra  S,  con- 
sideriamo un  suo  punto  M  e  preso  un  punto  M'  di  l  vicinissimo  ad  M, 
tiriamo  in  M,  M' le  geodetiche  tangenti  che  s'incontreranno  in  un  punto 
N  formando  fra  loro  un  angolo  piccolissimo  A  e.  Se  dividiamo  A  s  per  la 

Ae 
lunghezza  A  s  dell'arco  M  M^  dimostriamo  che:  Il  limite  dd  rapporto  -r-  , 

quando  M'  si  avvicina  indefinitamente  ad  M,  eguaglia  la  curvatura  geo- 
detica della  li/nea  l  nel  punto  M. 

Per  dimostrarlo,  prendiamo  le  linee  coordinate  (w,  v)  ortogonali  e  sia 
«  =  0  la  linea  l  e  siano  (o,  v)  {o,  v  +  dv)  le  coordinate  curvilinee  di  M,  M'. 
Essendo  g,^  le  geodetiche  tangenti  in  M,  M'  ad  ly  N  il  loro  punto  d'in- 
contro, indichiamo  con  P  il  punto  ove  la  geodetica  g  incontra  la  linea 

r  +  cfo,  sotto  l'angolo  -  +  dO.  Per  la  (11*)  sarà 

^        1    3vlÈ,  1    ^v'G, 

e  poiché  mMsiha6=:-  ,  du  =  0,  sarà 

d8  = ^: —  dv  . 

Ma  il  triangolo  infinitesimo  M'NP,  a  meno  d'infinitesimi  d'ordine 
superiore,  può  riguardarsi  come  rettilineo  e  l'angolo  in  N  di  ^r,  ^r'  è  mi- 
surato da  d^;  si  ha  inoltre 

are  M  M' ==  efe^  =  v/G  dt; 
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e  però 

lim    Aj^  dO  ^ 1     3v/"G 

às—o  A  5      &u  ""      ^-^Q    ^     ■ 

Questo  valore  combina  appunto  con  quello  della  curvatura  taiigen- 
zìale  —  delle  linee  u,  calcolato  al  §.  84  pag.  181. 

Definita  in  questo  secondo  modo,  la  curvatura  geodetica  di  una  linea 
tracciata  sopra  una  superficie  è  la  naturale  estensione  del  concetto  di 
curvatura  ordinaria  di  una  curva  piana,  alle  rette  (geodetiche)  del  piano 
sostituendosi  le  geodetiche  della  superficie. 

Ne  risulta  altresì  un'altra  proprietà  caratteristica  della  curvatura 
geodetica,  secondo  la  quale  essa  può  dirsi  anche  curvatura  di  sviluppo. 
Sussiste  infatti  il  teorema:  La  curvatura  geodetica  di  una  linea  L  tracciata 
sopra  una  superficie  S  è  eguale  alla  curvatura  ordinaria  della  linea  piana 
in  cui  L  si  trasforma,  quando  si  spieghi  in  tm  piano  la  sviluppabile  £ 
circoscritta  a  S  Iwngo  L.  £  infatti,  poiché  S  e  S  si  toccano  lungo  L,  la 
L  ha  la  medesima  curvatura  geodetica  tanto  se  si  pensa  appartenente 
a  S  come  a  I.  Ma,  sviluppando  S  in  un  piano,  le  lunghezze  lineari  e  gli 
angoli  delle  figure  tracciate  sopra  S  non  si  alterano  e  le  geodetiche  di 
1  si  cangiano  nelle  rette  del  piano. 

Se  applichiamo  p.  es.  questo  teorema  alla  determinazione  della  cur- 
vatura geodetica  di  un  parallelo  sopra  una  superficie  dì  rotazione,  os- 
servando che  in  tal  caso  la  sviluppabile  circoscritta  è  un  cono  di  rota- 
zione attorno  all'asse  della  superficie,  abbiamo  il  risultato: 

Il  raggio  di  curvatura  geodetica  di  un  paràlldo  sopra  una  superficie 
di  roteinone  è  eguale  aUa  porzione  c^  tangente  al  meridiano  compresa  fra 
U  punto  di  contatto  e  Passe  di  rotazione. 

§.  89. 
Proprietà  generali  delle  geodetiche. 

L'equazione  differenziale  delle  linee  geodetiche  non  si  sa  integrare 
che  in  pochi  casi  particolari;  ciò  non  ostante,  partendo  dall'equazione 
differenziale  stessa,  si  possono  dimostrare  alcune  importanti  proprietà 
delle  linee  geodetiche,  di  cui  ora  ci  andiamo  ad  occupare. 

(consideriamo  in  primo  luogo  un  sistema  semplicemente  infinito  di 
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lìnee  geodetiche  e  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Assumiamo  questo  dop* 
pio  sistema  ortogonale  a  sistema  coordinato  (u,  v)  ^  supponiamo  che  le 
linee  v  siano  le  geod^che;  Avremo  allora 


e  per  ipotesi 


cioè 


ovvero 


1^_ 1_3/E 


=  0 


essendo  U  fonzione  della  sola  u.  Cangiamo  ora  il  parametro  u,  che  in- 
dividua le  traiettorie  ortogonaii,  ìaJ'JJdu  e  Telemento  lineare  assu- 
merà la  forma  caratteristica 

(12)  d^  =  éhf  +  Qd^ , 

dalla  quale  si  deducono  conseguenze  di  grande  importanza.  Se  conside- 
riamo Tarco  di  una  qualsiasi  geodetica  v  compreso  fra  due  linee  fisse 

del  sistema  u,  la  sua  lunghezza  sarà  data  di^ 


du^=Ui  —  Uq 


che  è  affatto  indipendente  da  v,  ond6  il  teorema: 

A)  Oli  archi  intercetti  sopra  le  geodetiche  v  da  due  loro  traiettorie 
ortogonali  hanno  tutti  eguale  lungheeea. 

Questo  teorema  può  anche  enunciarsi  sotto  Taltra  forma: 

B)  Se  pei  punti  di  una  linea  L  si  conducono  le  geodetiche  g  ortogo- 
nali e  sopra  ciascuna  di  queste,  a  partire  da  li,  si  staccane)  archi  di 
eguale  hmgheem,  U  luogo  degli  estremi  di  questi  archi  è  un'altra  traiet- 
toria ortogonale  delle  geodetiche  g  (^). 


(^)  È  questa  una  proprietà  caratteristica  delle  linee  geodetiche,  cioè  se  in 
un  sistema  doppio  ortogonale  (u,  v)  l'arco  delle  v  compreso  fra  due  traiettorie 
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Per  dò  le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  od  ^  di  linee  geodetiche 
diconsi  geodeticamente  paraUde.  È  notevole  Tespressione  della  eurvatora 
totale  E  della  saperficie  nelle  coordinate  geodetiche  u,  v  della  formola 
(12);  essa  diventa  (formola  (18)  pag.  93). 

(13)  K«-~i-^V^. 

Cerchiamo  ora  di  esprimere  la  condizione  affinchè  un  sistema  oo  ^  di 
linee,  la  cui  equazione  sia 

tp  (u,  v)  =  costante, 

risulti  costituito  da  un  sistema  di  linee  geodeticamente  parallele.  Se 
prendiamo  a  linee  coordinate  le  9  =  costante  e  le  loro  traiettorie  orto- 
gonali ^  =  costante,  Telemento  lineare  prenderà  la  forma 

cfo*  =  Ex  d^  +  Gi  d^ 

e  sarà 

.  1 

e  però»  se  le  ^  sono  geodetiche,  avremo: 

Al  ?  =  /"(?), 

essendo  fif)  fonzione  della  sola  7.  Dunque:  Affinchè  le  linee  7 »  costante 
siano  geodeticamente  parallele,  è  necessario  e  sufficiente  che  risulti  : 

Al  ?  =  /"(?). 
In  questa  ipotesi,  se  cangiamo  il  parametro  9  nell'arco  6  delle  geode- 


tiche 4»  contato  da  una  traiettoria  ortogonale  fissa,  cioè  poniamo 


avremo 

Aie=l 


ortogonali  qualunque  u^y  u^  ^  eguale  per  tutte  le  v,  queste  sono  geodetiche. 
£  infatti  prendendo  per  parametro  Tarco  u  delle  v,  contato  da  una  traiettoria 
ortogonale  fissa,  riesce  £»1. 
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Abbiamo  così  V  importante  risultato  :  Se  la  funssione  6  (ti,  t^)  è  un  in- 
tegrale déWequcusione  a  derivate  paririaii 

A,e  =  i  , 

le  linee  6  =  costante  sano  geodeùicamente  paraUde  e  9  è  Varco  deUe  geo- 
detiche  orlogonaii,  contato  da  una  linea  fissa  6  =  0^ . 

§.  90. 
Forma  geodetica  dell'elemento  lineare. 

Nel  teorema  B)  del  numero  precedente  la  linea  L  è  arbitraria  e  se 
supponiamo  che  essa  sia  una  curva  chiusa  piccolissima  descritta  attorno 
ad  un  punto  0  della  superficie  e,  restringendola  indefinitamente  attorno 
al  punto  0,  la  riduciamo  da  ultimo  a  questo  punto,  il  teorema  B)  si 
muta  nel  seguente:  Se  siMe  geodetiche,  spiccate  da  un  punto  0  ddla  su- 
perficie, si  staccano  a  partire  da  0  archi  di  eguali  lunghezze,  U  luogo 
degli  estremi  di  questi  archi  è  una  curva  ortogonale  a  tutte  le  geodetiche. 

L'elemento  lineare  della  superficie,  prese  a  linee  coordinate  queste 
geodetiche  e  le  loro  traiettorie  ortogonali,  assume  ancora  la  forma  (12). 

In  modo  più  rigoroso  e  diretto  possiamo  dimostrare  questo  teorema 
come  segue.  A  parametro  v,  che  individua  le  singole  geodetiche  uscenti 
da  0,  prendiamo  l'angolo  che  una  geodetica  variabile  del  fascio  forma 
con  una  fissa  e  per  linee  u  prendiamo  il  luogo  degli  estremi  degli  archi 
geodetici  eguali  ad  u  spiccati  da  0;  Telemento  lineare  della  superficie 
assuma  la  forma 

ds'=:Edu^  +  2Fdudv  +  G  dv" . 

Poiché  Tarco  elementare  delle  geodetiche  v  è  eguale  a  du,  avremo 
intanto  £  =  1  ed,  essendo  le  v  geodetiche,  sarà  per  la  (5)  pag.  184: 

1  1       3F 

—  =  —  =  0, 

P.       VQ^Y'du 

e  però 

F  =  y(t;), 

dove  rp(v)  indica  una  funzione  della  sola  v.  Ora  se  a;o,yof  ^o  Bono  le 
coordinate  di  0,  le  funzioni 

ixf{u,v)    ,    y(u,v)    ,    z(u,v) 
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si  rìducono  per  u^O,  qualunque  sìa  v,  alle  tre  costanti  Xq  ,yo,  £io  e  si 
ha  perdo 

e  però  anche 

=  0 


\  yM=o" 


Ma,  poiché  F  è  indipendente  da  u,  ne  segue  che  è  costantemente 
F  =  0,  cioè  le  linee  u,  v  sono  ortogonali,  come  si  era  asserito.  L'elemento 
lineare  prende  ancora  qui  la  forma 

ds'  =  d^  +  Géb^; 

ma  alla  funzione  G  competono  nel  caso  attuale  proprietà  speciali  che 
importa  osservare.  Sviluppiamo  per  ciò 

x{u,v)    ,    y(M,t?)    ,    a{uyv) 

nell'  intomo  di  0  per  le  potenze  di  m,  tenendo  conto  soltanto  delle  po- 
tenze seconde  di  ii,  e  per  semplicità  situiamo  gli  assi  coordinati  coll'ori- 
gine  in  0,  facendo  coincidere  l'asse  delle  js  colla  normale  alla  superficie 
e  Tasse  delle  x  colla  tangente  in  0  alla  geodetica  iniziale  t;  =  0.  Ab- 
biamo in  conseguenza 

a;  =  M  cos  t;  -f  6i 

y=^u  sen  v  -\-st 

^  =  2^  +  ^- 

essendo  si,  ss,  £3  infinitesimi  di  3.^  ordine  rispetto  ad  u,  e  p  indicando  il 
raggio  di  prima  curvatura  della  geodetica.  Ne  segue 

con  73  infinitesimo  del  3.®  ordine,  e  però 


Se  abbiamo  poi  riguardo  alla  formola  (13) 
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ne  deduciamo  ancora 

essendo  Eo  la  curvatura  della  superficie  in  0. 

Sviluppando  adunque  /'g  per  le  potenze  dì  u,  abbiamo  la  formola 

(14)  VG  =  t*-^  +  ... 

Nel  caso  che  ora  consideriamo  le  linee  t«  =  costante,  che  godono 
della  proprietà  di  avere  tutti  i  loro  punti  alla  stessa  distanza  geodetica 
dal  punto  fisso  0,  diconsi  circoli  geodetici  <^},  0  si  dice  il  loro  centro 
e  questa  distanza  costante  il  loro  raggio. 

Dalla  (U),  per  la  circonferenza  G  di  un  circolo  geodetico  di  raggio 
infinitesimo  u,  troviamo: 


f     va 


cfo 


(15)  c  =  2iru-?^^  +  e, 

essendo  e  un  mfinitesimo  d'ordine  superiore  al  3.» 

Dalla  forma  geodetica  (12)  deirelemento  lineare  possiamo  dedurre 
in  fine  la  dimostrazione  del  teorema:  Per  due  ptmH  A,  B,  presi  a  dv- 
stanjsa  sufficientemente  piccola  sopra  una  geodetica  g,  questa  è  effettiva- 
mente U  più  breve  cammino  per  andare  da  A  a  B, 

Ck)nsideriamo  infatti  nella  (12)  per  u,  v  un  campo  di  variabilità,  nel 
quale  la  funzione  6  si  mantenga  ad  un  sol  valore,  finita  e  continua  e 
siano 

A  =  («o,t;)    ,    B  =  (tti,t;) 


(^)  Per  la  proprietà  ora  ricordata  i  circoli  geodetici  sono  la  naturale  esten- 
sione dei  circoli  nel  piano.  Ma  se  si  ha  riguardo  all'altra  proprietà  del  circolo 
ordinario  di  avere  costante  la  curvatura,  si  è  invece  condotti  a  definire  per  cir- 
coli geodetici  le  linee  a  curvatura  geodetica  costante.  Alcuni  autori^  come  Dar- 
boux,  adottano  appunto  questa  seconda  definizione.  Ciò  che  importa  osservare 
si  è  che  le  due  definizioni,  concordanti  nel  caso  del  piano  (e  più  in  generale 
della  superficie  a  curvatura  costante),  caratterizzano  per  una  superficie  in  g^ 
nerale  curve  di  specie  ben  distinta. 
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due  punti  scelti  sulla  geodetica  v  in  questo  campo.  La  lunghezza  del- 
l'arco  geodetico  AB  sarà  data  da 


«0 


per  un'altra  linea 

che  riunisca  i  medesimi  punti  A,  B,  restando  nella  regione  considerata, 
la  lunghezza  8  dell'arco  fra  A,  B  è  data  da 


I  f  du^Ui-x 

Juo 


e  Supera  evidentemente  J  du  =  Ui'-uo 

§.  91. 
Ellimd  ed  iperbole  geodetidie. 

Fissiamo  sopra  una  superficie  S  due  curve  G,  C\  che  non  siano 
geodeticamente  parallele,  e  prendiamo  a  linee  coordinate  u,  v  le  linee  geo- 
deticamente parallele  a  C,  G\  assumendo  a  parametro  u  la  distanza  geo- 
detica dalla  curva  base  G,  e  a  parametro  v  quella  dalla  curva  base  G.  Se 

è  l'espressione  dell'elemento  lineare,  per  il  risultato  alla  fine  del  §.  89 
(pag.  193)  dovremo  avere 

Aiu  =  l    ,    Ait?=l, 
doè 


ovvero  

£==<}    ,    F=v/'E(E  — l). 

Indicando  con  (o  l'angolo  delle  linee  coordinate,  sarà  dunque 
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e  però 

(16)  d$*  == 1 . 

Introduciamo  ora  a  nuove  linee  coordinate  le 

u  -j- 1;  =  costante    ,    u  —v  =  costante , 
col  porre 

u  +  v  =  2cL    ,    u  — v  =  2p, 
ed  avremo 

(17)  &«=*'*  ^ 


.^*(l)  '  *^«*(i) 


Le  nuove  linee  coordinate  sono  dunque  ortogonali,  cioè  :  Sopra  una 
superficie  qualunque  le  curve  luogo  dei  punii,  pei  quali  la  somma  o  la  dif- 
ferenza deUe  distanze  geodetiche  da  due  curve  basi  fisse  è  costante,  formano 
un  sistema  ortogonale.  (Weingarten). 

Se  le  curve  C,  (j  si  riducono  ciascuna,  restringendosi  indefinitamente, 
ad  un  punto,  il  sistema  ora  considerato  è  la  generalizzazione  del  sistema 
di  ellissi  ed  iperbole  confocali  nel  piano.  E  in  generale  le  curve 

a  =  costante    ,    p  =  costante , 

qualunque  siano  le  curve  basi,  si  dicono  ellissi  ed  iperbole  geodetiche. 
La  forma  (17)  dell'elemento  lineare  conviene,  per  quanto  si  è  visto, 
a  qualunque  superficie  ed  è  chiaro  che,  ogni  qualvolta  V  elemento  lineare 
è  ridotto  a  questa  forma,  le  linee  accostante,  p» costante  saranno 
ellissi  ed  iperbole  geodetiche  rispetto  a  due  convenienti  curve  basi.  Per 
ridurre  effettivamente  l'elemento  lineare  di  una  data  superficie  alla 
forma  (17)  basterà  conoscere  le  linee  geodetiche  della  superficie  ed  il 
loro  arco.  Così  p.  e.  pel  piano  e  per  la  sfera  sapremo  ridurre  nel  modo 
più  generale  T  elemento  lineare  a  questa  forma  ^^L 

§.92. 
Torsione  geodetica. 

Una  linea  geodetica  è  individuata  dal  passaggio  per  un  punto  P 
in  assegnata  direzione  e  noi  ci  proponiamo  ora,  conoscendo  questi  due 

elementi  per  una  geodetica  g,  di  calcolare  la  torsione  ^  in  P,  col   segno 

che  le  appartiene. 


(*)  Per  le  formolo  eflfèttive  corrispondenti  reggasi  Darboux,  t.  TI,  p.  422. 
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Per  una  tale  linea  geodetica,  ritenendo  le  solite  notazioni,  abbiamo 


*  ^    ^  "T"  ÒT,    ^  »    ^         ^    37»     I     ol^ 


9u  (2^ 


dv 
du  ds   ^   dv  ds 


^d0  du    ^d0  dv 
'  ^~ai*  Js'^di  ds 

;  =  ±z 


indi: 


V    3«i         3«/  ds      \    3t;         dvj  ds 
colle  forinole  analoghe  per  p^,  v.  Osservando  la  identità  (§.  77  nota,  pag.  162) 

z|?-y|=— i fG^-F^V 


risulta 


F  — — E—         G— — F  — 
~"  Tf»  ds~   ^EG— F*     '^ 


VEG- 


F^-E-^ 

f-^i  —  — ± 


Veg 


G 


F^ 
dv  eh 


Veg— F«  *     Veg— F» 


ds 


de 


dg 


dv  au         du 
\/ÉGr=^    *        V'EG— F*    * 


au 


dv  (ifp 


Ma,  secondo  le  formolo  di  Frenet,  si  ha 


T,  ^'^  ds 


e   sostituendo  per  X,  (i.,  v  i  valori  precedenti,  sparisce  l'incertezza  del 
segno  e  sì  ottiene  per  la  formola  richiesta 

Jl^  _(FD-EDOd«*+(GD-ED")rf«(fo+(GD'-Fir)dt)* 

(18)  rp       , > 

^'  VEG-F«(Edti»+2Fd»(fo+G<i»*) 

che  d&  appunto  la  torsione  della  geodetica  uscente  dal  punto  (»,  v)  della 

dv 
superficie  nella  direzione  fissata  dal  rapporto  -r-  . 
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Si  osserverà  che  il  numeratore  di  questa  forinola  è  precisamente  il 

Jacobiano 

Ddu  +  D'dv    ,    J)'du  +  D"dv 

Edu  +  ¥  dv    ,    F  du-\'G  dv 

delle  due  forme  fondamentali,  che  eguagliato  a  zero  dà  Tequazione  diffe- 
renziale delle  linee  di  curvatura.  Ne  risultano  i  teoremi,  che  sarebbe 
facile  stabilire  direttamente  (^)  : 

1,^  Se  una  linea  di  curvatura  è  geodetica,  essa  è  piana. 

2.®  Ostni  linea  geodetica  piana  è  linea  di  curvatura. 
I  risultati  del  numero  precedente  conducono  a  introdurre  per  una  linea 
qualunque  L  tracciata  sopra  una  superficie,  in  ogni  suo  punto,  un  altro  ele- 
mento geometrico  che  è  importante  di  considerare,  la  così  detta  torsione 
geodetica.  Secondo  Bonnet,  s'indica  con  tal  nome  la  torsione  della  geo- 
detica tangente  in  un  punto  P  alla  L  (^.  La  torsione  geodetica  ^  di 

una  linea  L  è  data  dalla  formola  (18),  ove  per  du,  dv  s'intendano  gli 
incrementi  delle  coordinate  curvilinee  spostandosi  lungo  L. 

Da  questa  formola  segue  evidentemente  per  le  linee  di  curvatura 
r  altra  definizione  : 

Le  linee  di  curvatura  sano  qudle,  che  in  ogni  punto  hanno  nuUa  la 
torsione  geodetica. 

Osserviamo  ora  che  dalla  (18)  seguono  in  particolare  per  le  torsioni 

geodetiche  =r  >  m-  deUe  linee  coordinate  le  formolo  : 


(^)  Se  si  prendono  a  linee  coordinate  le  linee  di  curvatura,  la  (18)  prende  la 
forma  semplice: 


cioè 


rr*=\/EG| J-j-T"  =1 1  cos  6  8en6  , 

r^      ^         Vri      r^/ ds  ds       \r^      r^ì  ' 


^^(i-,i)-- 


Di  qui  si  vede  che  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura  scindono  il  fascio 
delle  geodetiche  uscenti  da  P  in  due  parti;  le  geodetiche  dell'una  metà  sono 
destrorse,  quelle  dell'altra  metà  tutte  sinistrorse.  Due  geodetiche  ortogonali 
hanno  torsioni  eguali  in  valore  assoluto  e  di  segno  contrario.  Le  geodetiche 

bisettrici  delle  direzioni  principali  hanno  la  massima  torsione  -^  ( 1 . 

(')  Si  osserverà  che  il  nome  di  torsione  geodetica  non  è  in  analoga  con 
quello  di  curvatura  geodetica,  poiché  la  curvatura  della  geodetica  tangente  sa- 
rebbe invece  quella  che  abbiamo  indicato  come  curvatura  normale  della  linea. 
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1  ^Qjy  —  Fiy 

'^*.      gVeG— F» 

(19)  ; 

1  ^FD  — E  jy 

'^^     eVeg— P 

e  più  in  particolare  se  le  linee  u,  v  sono  ortogonali  (F  =  0) 


T«  T«       y E  G  ' 

onde  si  vede  che  due  geodetiche  uscenti  da  un  punto  in  direzioni  orto- 
gonali hanno  torsioni  eguali  e  di  segno  contrario.  (Of.  la  nota  precedente). 
Ricerchiamo  ora  la  relazione  che  passa  fra  la  torsione  geodetica  e  la 
torsione  assoluta  di  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una  superficie.  Per 
semplicità,  prendiamo  per  ciò  a  linee  coordinate  u,  v  un  sistema  ortogonale 
e  la  linea  L  in  considerazione  sia  una  linea  del  sistema  u.  Indichiamo 
con  0  rangole  che  la  normale  della  superficie  fa  colla  normale  principale 
di  L  e  precisamente  l'angolo  di  cui  deve  rotare  in  verso  positivo,  sul 
piano  normale  ad  L  in  punto  P,  la  direzione  positiva  della  normale  alla 
superficie  per  sovrapporsi  a  quella  della  normale  principale  di  L  ^^K 
Avremo  colle  solite  notazioni: 

'        Vg^^  Vg^  Vg^ 

£  =  cos  0  X  4-  sen  0  — ::  :^  ,    t]=cos  o  Y  -|  sen  o  -^  ^^  , 

Ve  ^  Ve  ^ 

C  =  cos  0  Z  ^-  sen  0  —  x- 

Ve^ 

X= — senoX+coso-:^ ^->  1^  =  —  seno Y  +  coso  -3^1 

Ve  ^  Ve  ^ 

1    d0 
V  =  —  sen  0  Z  +  cos  o  -z:  ó~  1 

Ve^ 


quindi  per  la  torsione  assoluta  ^  della  linea  u 


V'G        ^       yjEG     \fG 


^ ì_do 

dv 


(*)  S' intende  che  per  faccia  positiva  del  detto  piano  normale  si  prende  quella 
rivolta  verso  la  direzione  positiva  deUa  tangente  a  L.- 
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che  si  può  scrivere  per  la  (19*) 

/«rvx  1         1     ,    rfa 

È  questa  la  forinola  che  si  trattava  di  stabilire;  essa  ci  dimostra  che 
la  torsione  geodetica  coincide  coir  assoluta  per  tutte  e  sole  quelle  linee, 
la  coi  normale  principale  è  inclinata  di  un  angolo  costante  sulla  super- 
ficie. Appartengono  a  questa  classe  le  linee  geodetiche  e  le  assintotiche; 
per  le  prime  si  ha  o  =  0  (ovvero  =  ::),  per  le  seconde  o  è  un  angolo 
retto.  In  generale  le  linee  di  questa  specie  corrispondenti  ad  un  valore 
fisso  costante  per  o  formano,  come  le  linee  geodetiche,  un'infinità  doppia, 

eccettuato  nel  caso  limite  di  o=  -  (linee  assintotiche)  ^^K 

§.  93. 
Teoremi  soll'integrasioiie  dell' equuione  déUe  geodetiche. 

Ritornando  ora  alla  equazione  differenziale  delle  linee  geodetiche, 
andiamo  a  dare  alcuni  teoremi  generali  che  ne  riguardano  l'integrazione  (^ . 

Osserviamo  in  primo  luogo  che  la  formola  di  Bonnet,  (4*)  pag.  183, 
conduce  subito  al  teorema  seguente: 

A)  Se  le  linee  d^nite  daW  eqtiaaiùne  differenziale  dd  IJ*  ardine 

Udu  +  ìidv  =  0 

sana  geadetiche,  le  laro  traieUarie  ortogonali  si  determinano  con  una  guor 
dratura. 

Infatti  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie  ortogonali  è  data 
(pag.  92)  da: 

(EN  —  FM)  tZti  +  (FN  —  GM)  (fo  =  0 

e  per  la  formola  (4*)  ora  citata  si  ha  per  ipotesi 
3  /  FN  — GM  \       a  / 


9w  VVé'n'— 2FMN-f  GMV       ^  WE 


EN-FM \ 

i^— 2"FMN  +  GMV 


(^)  Per  quanto  si  è  detto  nella  nota  a  pag.  200,  risalta  di  qui  nuovamente 
che  le  due  assintotiche,  uscenti  da  un  punto,  hanno  torsioni  eguali  e  di  segno 
contrario. 

(«)  Dakboux,  t.  II,  p.  424  ss. 
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cioè  l'espressione 

EN— FM  ^     ,  FN— GM 

au  -\ —  av 


VeN*— 2FMN  +  GM*  VEN*  — 2FMN4-GM* 

è  un  differenziale  esatto.  Ponendo  adunque 

fi/      ^         ri  EN-FM  ,   ^  FN-GM  ,  ) 

e  (w,  V)  =    j    —  -  du  A —  •  dv  \ , 

-    (VÉN*— 2FMN+GM*  VEN*— 2FMN  +  GM*      ] 

avremo 

e  in  conseguenza  (pag.  194)  le  traiettorie  ortogonali  richieste  hanno  per 
equazione  6  =  costante  e  6  è  l'arco  delle  geodetiche,  contato  da  una 
traiettoria  ortogonale  fissa. 

Supponiamo  ora  che  sia  noto  un  integrale  6  dell'  equazione  a  derivate 
parziali 

A,9=l, 

il  quale  contenga  una  costante  arbitraria  a  essenziale,  cioè  non  additiva 
in  6.  Se  si  deriva  l'equazione 

rispetto  al  parametro  a,  che  entra  soltanto  in  6,  si  ottiene 

Ciò  dimostra  che,  per  ogni  singolo  valore  di  a,  l'equazione 

99 
(21)  --  =  6  (6  costante  arbitraria) 

rappresenta  le  geodetiche  ortogonali  alle  linee  6  =  costante.  L'equa- 
zione (21)  contiene  le  due  costanti  arbitrarie  a,  &  ed  è  l' equazione  generale 
delle  geodetiche  sulla  superficie.  Per  provarlo  basta  dimostrare  che 
una  linea 

9  =  costante 

può  farsi  passare  per  un  punto  qualunque  della  superficie  in  direzione 

^  39      39 

arbitraria.  Ora  il  rapporto  ^^;^  ^  -^  ^^^  P^ò  essere  indipendente  da  a, 
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poiché  altrimenti,  essendo  inoltre  ^  ,  ^  legate  dalla  relazione  Ai  6  =  1, 

sarebbero  ambedue  indipendenti  da  a  e  però  a  additiva  in  6.  Ma,  essendo 
(fio  Vo)  un  punto  qualunque  della  superficie,  V  equazione 

e  (fi,  r,  a)  =  e  (ilo,  Wo,  a) 
rappresenta  una  linea  6  =  costante  uscente  da  (t4o  Vq).  La  sua  direzione  in 
questo  punto  dipende  dal  rapporto  w-  :  ^  che,  variando  a,  può  assu- 
mere tutti  i  valori  ^^K  Abbiamo  dunque  il  teorema: 

B)  Se  è  nota  una  sdvufione  6  delV  eqmeUme  a  derivate  parjriali  - 

con  una  costante  arbitraria  essenziale  a,  V  integrale  generale  ddPequasAme 
ddle  geodetiche  si  avrà  per  derivaaione  colla  formala 

3^  =  *' 

essendo  b  una  seconda  costante  arbitraria.  L'arco  di  ogni  geodetica  è  eguale 
dia  differenea  dei  valori  della  funaiane  6  nei  due  estremi. 

Appoggiandoci  ai  risultaci  ora  ottenuti,  possiamo  dimostrare  con 
Jacobi  che:  Basta  conoscere  un  integrale  primo  con  una  costante  arbitraria 
a  dell'equazione  differentfiale  del  2.^  ordine  ddle  geodetiche,  per  avere  con 
quadrature  in  termini  finiti  Vequaeume  di  queste  linee.  Sia  infatti 

dv         f         . 
^  =  ?(«.t;.a) 

un  tale  integrale  primo.  Facendo  nel  teorema  A)  del  numero  precedente 

M  =  — y        N=l, 

vediamo  che  Fespressione 

(E  +  Fy)(fo  +  (F  +  Gy)(fo 
v'E  +  2F(p  +  G<p* 

sarà  un  differenziale  esatto.  Ponendo  adunque 

'•(E  +  F(p)d[«  +  (F4-Gy)<fo 

v^E  +  2F(p  +  G(p* 


/ 


(*)  Darboux,  t.  n,  pag.  428. 
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sarà  pel  teorema  B) 

reqoazione  in  termini  finiti  delle  geodetiche. 

Applichiamo  subito  questo  risultato  ad  una  nuova  dimostrazione  del 
teorema  già  stabilito  al  §.  15:  Sulle  superficie  a  curvatura  nulla  (sviluppabili) 
Veqwjufione  differeimale  ddle  geodetiche  s'ifUegra  con  due  quadrature. 

Scrìviamo  infatti  Tequazione  differenziale  delle  geodetiche  sotto  la 
forma  di  Gauss  (pag.  189): 

lé^         1  (F3E      3E     ^3F)  ,  1         (F3E    aG) 

2,/EG3pÌE3u+3t;      ^ati  ^^  +  2  v/ÉG^T^P^t;  "au  j  ^^ 

dove  ^  è  l'angolo  delle  geodetiche  colle  linee  v.  Per  la  formola  (17) 
pag.  93,  la  condizione  K  ==^  0  esprime  che  il  secondo  membro  di  questa 
formola  è  un  differenziale  esatto;  con  una  quadratura  si  ha  subito  un 
integrale  primo 

♦  =  /*(«,  t;)  + a 

con  una  costante  arbitraria  a,  e  una  seconda  quadratura  dà  l'equazione 
in  termini  finiti  delle  geodetiche.  In  altre  parole  si  può  dire  che  se  una 
forma  differenziale  quadratica 

Edu''  +  2Fdvdv+Gdf^ 

è  a  curvatura  nulla,  bastano  due  quadrature  per  ridurla  alla  forma  nor- 
male d2^  +  df.  (Cf.  §.  37  e.  II). 

§.  94. 
Oeodetiche  sulle  superficie  di  LtouvìUe. 

Vi  ha  una  classe  di  superficie,  considerata  per  la  prima  volta  in 
tutta  la  generalità  da  Liouville,  per  le  quali  il  metodo  per  l'integra- 
zione delle  geodetiche,,  dato  dai  teoremi  al  §.  precedente,  riesce  com- 
pletamente. Sono  queste  le  superficie,  il  cui  elemento  lineare  è  riduci- 
bile alla  forma: 

(&«=!«  (u)  +  P  (v)  j  Idu^  i-dA  , 
essendo  a  (u)  una  funzione  della  sola  u,  e  p  (v)  una  funzione  della  sola 
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V.  Per  questa  forma  speciale  dell'elemento  lineare  l'equazione 


-)'  +  f4)--.<.,  +  M., 


diventa 


Cerchiamo  di  soddisfarvi,  ponendo  6  eguale  alla  somma  di  due  foa- 
zioni  runa  di  u,  T altra  di  v: 

e  =  u  +  v, 

il  che  dà 

U'*_a(ti)  =  p(t;)  — V*  =  a, 

essendo  a  una  costante  arbitraria.  Ponendo  adunque 

(23)  e  =  / V  a (t*)  +  a  du±    /y/  p  (r)  -^  dv  , 

sarà  6  un  integrale  di  A^  6  =  1  colla  costante  essenziale  a  e  in  conse- 
guenza (§.  93)  per  l'equazione  in  termini  finiti  delle  geodetiche  avremo: 

(24)  2,?=r^.:^±r-:=^  =  6, 


mentre  la  (23)  ci  dà  il  loro  arco  6.  Notiamo  ancora  che,  indicando  con  ^ 
l'angolo  delle  geodetiche  colle  linee  v,  si  ha 

dv 

onde  per  la  precedente 

(25)  P  (v)  cos*  ^  —  a  (w)  sen*  «|>  =  a  , 

che  ci  dà  un  integrale  primo  dell'equazione  delle  geodetiche  sulle  super- 
ficie di  Lioutnlle. 

D  Dini  (^)  ha  osservato  che  la  forma  (22)  dell'elemento  lineare  si 
può  caratterizzare  dicendo  che:  le  linee  coordinate  u,  v  formano  un  sistema 
isotermo  di  ellissi  e  iperbole  geodetiche.  Per  dimostrarlo  si  cangino  1  pa- 
rametri ti,  V  ponendo 

u  =  u(ui)    ,    v  =  v(vi)  , 


(*)  Sopra  un  problema  della  rappresentazione  geografica  di  una    superficie 
sopra  un'altra,  (Annali  di  Matematica,  t.  ni,  1869). 
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in  modo  che  si  abbia 


(^Mf )'=«<»)+«") 


e  ponendo 


dui  dvi 

iù  du  iù  dv 


la  (22)  assume  la  forma  caratteristica  (17)  del  §.  91,  (pag.  198). 


che  dimostra  appunto  la  nostra  asserzione.  Inversamente  si  vede  subito 
che  se  un  sistema  ortogonale  di  ellissi  e  iperbole  geodetiche  è  inoltre 
isotermo,  con  un  cangiamento  di  parametri,  si  riduce  Telemento  lineare 
alla  forma  di  Liouville. 

Possiamo  dunque  dire:  Le  superficie  di  LiouvUle  sono  quelle,  sulle  quali 
esiste  un  sistema  ortogonale  isotermo  di  ellissi  e  iperbole  geodetiche  ^^K 

§.  95. 
Qeodetiche  sulle  superficie  di  rotaàcne. 

Alla  classe  di  superficie  di  Liouville  appartengono  le  superficie  di 
2.<>  grado  e  le  superficie  di  rotazione,  sulle  quali  le  linee  di  curvatura 
formano  appunto  un  sistema  isoterme  di  ellissi  ed  iperbole  geodetiche. 
Applicando  per  ora  i  risultati  del  numero  precedente  a  quest^  ultimo  caso, 
cioè  all'elemento  lineare  (§.  50) 

d^^du^  +  r^dv"  , 

che  riduciamo  ai  parametri  isometrici 


rdu 


(i>  I  limiti  imposti  a  questo  trattato  non  ci  consentono  di  parlare  qui  dei 
recenti  ed  importanti  risultati,  relativi  alla  teoria  delle  superficie  di  LiouviUe, 
ottenuti  da  varii  geometri,  in  particolare  dei  criterii  per  riconoscere  se  una 
superficie  data  appartiene  a  questa  classe. 
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avremo 

Questa  forma  dell'elemento  lineare  rientra  nella  formola  (22)  di  Liou- 
Yille,  ove  si  faccia 

a(wO  =  f^    ,    p(v)=0. 

La  costante  a  della  formola  (23)  dovrà  avere  nel  caso  attuale,  per 
le  geodetiche  reali,  un  valore  negativo  e  ponendo  quindi 

Tequazione  (24)  in  termini  finiti  delle  geodetiche  diventa 
(26)  v  =  ±1c  e     /^        +6 


J  ry/'f^  —  if 


e  la  formola  (23),  che  dà  Tarco  s  delle  geodetiche 

(27)       .=±*.+  ri^E?c?u=  r--^ . 

J      r  Jy/f'-lf 

È  chiaro  che  il  sistema  od^  di  geodetiche  che  si  ha  dalla  (26),  fis- 
sando il  valore  di  X;  e  facendo  variare  &,  consta  di  geodetiche  tutte  con- 
gruenti per  rotazione  attorno  all'asse. 

L'integrale  primo  (25)  ci  dà  la  formola 

(28)  rsen<f  =  À;  , 

cioè  il  teorema  di  Clairaut:  In  ogni  punto  di  una  geodetica  tracciata  so- 
pra  una  superficie  di  rotemane  è  costante  U  prodotto  dd  raggio  dd  paraUdo 
pd  seno  ddl* angolo  d*  inclinazione  sui  meridiani. 

Se  la  superficie  ha  un  parallelo  massimo  di  raggio  R,  per  ogni  geo- 
detica reale  il  valore  della  costante  h  sarà  minore  di  R  e  il  suo  corso 
reale  si  svolgerà  tutto  nella  zona,  ove  i  raggi  dei  paralleli  superano  h. 

§.  96. 
Ouiratora  totale  di  un  triangolo  geodetico. 

Ritornando  alla  teoria  generale  delle  linee  geodetiche,  consideriamo 
con  Gauss  un  triangolo  geodetico  ABC  (cioè  formato  da  tre  archi  geo- 
detici) che  racchiuda  una  porzione  della  superficie  S  e  calcoliamone  la 
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curvatura  totale,  cioè  T  integrale  doppio 

S=/Kito 

esteso  a  tutto  il  triangolo,  dove  ^a  indica  Telemento  d'area  e  E,  come 
al  solito,  la  curvatura. 

Prendiamo  a  linee  coordinate  v  le  geodetiche  uscenti  dal  vertice  A, 
e  per  parametro  v  Tangolo,  che  esse  formano  colla  geodetica  fissa  AB 
(v^O);  per  linee  u  prendiamo  le  loro  traiettorie  ortogonali  (circoli  geo- 
detici), contando  Tarco  u  delle  geodetiche  dal  punto  A.  L'elemento  li- 
neare essendo  dato  da 

la  funzione  y/Q  soddisferà  alle  condizioni  (p.  195) 
Avendosi  poi 


sarà 
(30) 


K=--p^,    «fo  =  vrGd««to, 


2=//-?p**-/*X"-?^*, 


ove  À  indica  l'angolo  in  A  del  triangolo. 

Lungo  la  geodetica  B  0,  il  cui  senso  positivo  fisseremo  da  B  verso 
C,  sarà  soddisfatta  l'equazione  differenziale  di  Gauss  delle  geodetiche 
[(11*)  pag.  190],  cioè 

(31)  eiO  =  _-^^. 

A        A 

Se  con  B,  C  indichiamo  gli  angoli  in  B,  C  del  triangolo,  avremo 
quindi 

63  =  7:  — B    ,    9c=C, 

essendo  Ob,  ^c  in  valori  di  6  in  B,  C  rispettivamente. 
Ora  la  (30)  ci  dà 


H:m 


'ti«o        9fi 


av  , 


14 
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cioè  per  le  (29),  (31) 
'•A 


2=r 


(dt;  +  de)  =  A+ec  — eB  =  A  +  B+C-^. 


Questa  notevole  forinola  esprìme  il  teorema  di  Gauss: 

La  curvatura  totale  di  un  triangolo  geodetico  è  eguale  àlVcccesso  ddla 

somma  dei  suoi  tre  angoli  sopra  due  angdi  retti. 

Quest'eccesso  è  positivo  se  tutti  i  punti  interni  al  triangolo  sono 

ellittici,  negativo  se  iperbolici,  ed  è  nullo  per  le  superiScie  sviluppabili. 

In  fine  notiamo  che,  se  la  curvatura  K  della  superficie  è  costante,  il 

teorema  precedente  dà  come  caso  particolare  l'altro: 

Sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  Varca  di  ogni  triangolo  geo- 
detico è  proportfionale  alTeccesso  della  somma  dei  suoi  angoli  sopra  due 

retti. 

§.  97. 
Sistemi  dopp!  ortogonali  di  linee  a  cnnratnra  geodetica  costante. 

Termineremo  questo  capitolo  col  dimostrare  alcuni  semplici  teorèmi 
relativi  alle  linee  a  curvatura  geodetica  costante. 

Supponiamo  che  in  un  sistema  doppio  ortogonale  (u,  v),  tracciato  sopra 
una  superficie  S,  ciascuna  linea  dei  sistemi  u  e  t;  sia  a  curvatura  geo- 
detica costante.  Se 

ds^  =  Edu^'\-Qdi^ 

è  l'espressione  dell'elemento  lineare,  avremo  per  ipotesi  (pag.  181). 

,,      1      3v/G      •,  1      3v/"E      ^, 

v/EG    ^  v^EG     ^ 

dove  U  è  funzione  di  u  soltanto  e  V  di  t;.  Ne  risulta 


ovvero 


dunque 


du  dv 

9(V>/^^3(Uv^¥) 
du  dv 

V^'^du  +  Y^'Gdv 
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è  il  differenziale  esatto  di  una  funzione  ;>  e  si  ha 

Sostituendo  nella  (a),  si  ha  per  determinare  9  Tequazione 

dudv       du  dv   ' 

è 
il  cui  integrale  generale  è 

f logja(tt)+p(t;)  j  , 

essendo  a  (u),  ^  (v)  funzioni  arbitrarie  di  u,  v  rispettivamente.  Ne  risulta 
che  r  elemento  lineare  ha  la  forma 

[«(«)H-P(f)P(    U»    **"+   V*    *^(' 
oyyero,  cangiando  i  parametri  u,v: 

Abbiamo  dunque  il  teorema: 

Un  doppio  sisiema  ortogonale  di  linee  a  curvatura  geodetica  costante  è 
necessariamente  isotenno. 

Sussiste  altresì  il  teorema  reciproco: 

Se  in  un  sistema  doppio  ortogonale  isotermo  le  linee  deU^un  sistema 
sono  a  curvatura  geodetica  costante,  anche  quelle  del  secondo  sistema  sono 
a  curvatura  geodetica  costante. 

Scegliendo  i  parametri  isometrici,  Telemento  lineare  ha  la  forma 

ds^  =  \(du^+dt^. 


(')  Nel  caso  che  le  funzioni  U,  V  siano  costanti  assolate,  l'elemento  lineare 
prende  la  forma 

^'°(ai4-fti;)«^^^'  +  ^^^^    (a, 6  costanti) 
ed  appartiene  ad  una  superficie  pseudosferica  di  curvatura 

K  =  -(a«+6«). 
(Cf.  la  nota  pag.  185). 


Digitized  by 


Google 


212  CAPITOLO  VI.  -    §.  97 

Ora  si  ha 


e  le  due  condizioai 


p-     ^  V  x/   '    p.     ^  VI/ 


è{i)  =  '  '    ^(^)  =  ^ 


sono,  come  si  vede,  Tuna  conseguenza  dell'altra. 

È  chiaro  che  i  sistemi  doppi  ortogonali  qui  considerati  esistono  sol- 
tanto sopra  superficie  particolari.  In  particolare  sul  piano  e  sulla  sfera 
esistono  infiniti  di  questi  sistemi,  e  al  §.  52  abbiamo  già  risoluto  geo- 
metricamente il  problema  di  determinarli  tutti. 
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Capitolo  VII. 


Soperficle  applicabili 


Superficie  fleesiblll.— Teorema  di  Oaius  Bull' invariabilità  della  eniratura  per  flessioiie.^ 
Griterìi  -per  riconoscere  se  due  superficie  date  sono  applicabili.— Caso  delle  superficie 
a  curvatura  costante. —  Applicabilità  di  ogni  porsione  di  una  sux>erfioie  a  curvatura 
costante  sovra  un'altra  porzione  qualunque  della  superficie  stessa.*-  Superficie  che 
ammettono  una  deformazione  continua  in  sé  medesime.— Superficie  di  rotazione  appli- 
cabili.—  Elicoidi  e  teorema  di  Bour.  —  Equazione  a  derivate  parziali  del  secondo  ordine 
da  cui  dipende  la  deformazione  di  una  superficie  data.— -Teoremi  generali  relativi  alla 
deformaaione.—  Teorema  di  Bonnet  relativo  alla  possibilità  di  deformare  una  superficie 
con  conservazione  delle  linee  assintotiche  di  un  sistema. 


§.  98. 
Snperfide  applicabili. 

Come  nella  geometrìa  piana  e  nella  sferìca  si  studiano  le  proprietà 
delle  figure  tracciate  sul  piano  o  sulla  sfera,  prescindendo  dalla  loro  po- 
sizione assoluta  nello  spazio,  cosi  può  farsi  uno  studio  analogo  per  qual* 
siasi  superficie.  E  quelle  proprietà  che  concernono  soltanto  le  relazioni 
di  grandezza  e  posizione  delle  figure  descritte  sulla  superficie,  in  quanto 
esistono  sopra  di  essa,  costituiscono  la  geometria  della  superficie. 

Sotto  questo  punto  di  vista,  due  superficie  assai  differenti  nella  forma 
possono  avere  la  stessa  geometria.  Così  è  chiaro  che  i  teoremi  della 
geometrìa  piana  non  cessano  di  essere  validi  se  il  piano,  su  cui  le  figure 
sono  descrìtte,  s'immagina  avvolto  sopra  un  cilindro,  un  cono  o  una 
superficie  sviluppabile  qualunque. 

Per  ben  concepire  la  natura  delle  proprìetà  che  costituiscono  la  geo- 
metrìa dì  una  superficie,  conviene  immaginare  che  la  superficie  sia 
formata  da  un  velo  infinitamente  sottile,  perfettamente  flessibile  ed  ine* 
stendìbile. 

Quelle  proprìetà  che  non  si  alterano  flettendo  comunque  la  superficie 
appartengono  alla  sua  geometrìa,  le  altre  sono  inerenti  alla  forma  e  po- 
sizione attuale  della  superficie  nello  spazio. 
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Due  superficie  S,  S'  fra  i  cui  punti  P,  P"  si  possa  stabilire  una  tale 
corrispondenza,  che  gli  elementi  lineari  corrispondenti  risultino  eguali, 
hanno  la  medesima  geometria,  perchè  allora  anche  gli  archi  finiti,  gli 
angoli  e  le  aree  delle  figure  sopra  S  sono  eguali  ai  corrispondenti  delle 
figure  sopra  S'.  In  tal  caso  le  due  superficie  S,  S'  diconsi  appUcabUi 
runa  sull'altra,  volendo  con  ciò  significare  che  flettendo  Tuna  superfide 
(o  una  porzione  di  essa)  si  può  distenderla  senza  rottura  né  duplicatura 
sull'altra.  Ma,  perchè  tale  spiegamento  possa  considerarsi  come  effetti- 
vamente realizzabile,  è  chiaro  che  bisognerà  dimostrare  resistenza  di  una 
serie  continua  di  configurazioni  della  superficie  flessibile  S,  che  dalla  S 
conduca  alla  S'. 

Quando  di  due  superficie  S,  S'  siano  date  le  espressioni  degli  elementi 
lineari 

d8^  ^E  du^  +  2F  du  ch  +  G  d^ 
ds^  =  lEfdu:*  +  2r  dt/  AZ  +  ^dt/", 

per  riconoscere  se  sono  applicabili,  converrà  dunque  esaminare  se  si  può 
stabilire  una  tale  corrispondenza  fra  i  punti  (u,  v)  dell'una  e  i  punti  (u\  t/) 
dell'altra  che  ne  risulti  l'eguaglianza  degli  elementi  lineari: 

ds  =  d8\ 

Per  l'applicabilità  delle  due  superficie  è  quindi  necessario  e  suffi- 
ciente che  le  forme  differenziali 

E  du^  +  2F  du  dv  +  G  dt^ 
K  dtt'»  +  2  F  du'  dv'  +  G'  dv"" 

siano  trasformabili  l'una  nell'altra. 

Dalle  considerazioni  precedenti  risulta  che  la  geometria  della  super- 
ficie è  già  perfettamente  definita  dall'espressione  del  suo  elemento  li- 
neare, ovvero  dalla  sua  prima  forma  fondamentale: 

(1)  ds'  =  Edt^  +  2Fdudv  +  Gd^  . 

In  altre  parole  le  infinite  configurazioni,  che  una  superficie  S  può 
assumere  per  flessione,  hanno  a  comune  la  prima  forma  fondamentale; 
ciascuna  di  esse  risulta  poi  individuata  dalla  sua  seconda  forma  fonda- 
mentale (e.  IV). 

Quando  si  studia  la  geometria  di  una  superficie  come  definita  dal 
suo  elemento  lineare,  conviene  prescindere  da  qualunque  forma  speciale 
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di  saperficie  che  Io  realizzi.  Analiticamente  avremo  una  moltìplicità  a 
due  dimensioni,  generata  dalle  due  variabili  u,  v,  i  cui  elementi  (punti) 
saramio  fomiti  da  ogni  coppia  speciale  (t4o»  Vq)  di  valori  per  u,  v;  la  di- 
stanza ds  fra  due  punti  infinitamente  vicini  (u,v)  (u  +  du,  v  +  dv)  si 
misurerà  colla  legge  fondamentale  (1),  e  Tangolo  6  dei  due  elementi  li- 
neari ds,  Ss  che  congiungono  il  punto  (m,  v)  ai  due  punti  (u+du,  v+dv)^ 
(tt+8tt,  v+Sv)  dalla  formola 

EduSu  +  F  (du8v  +  dvSu)-\'  GdvSv 


cos  «  = 


ds  Ss 


Fra  i  punti  della  moltiplicità  a  due  dimensioni  e  le  coppie  (tioVo)  di 
valori  delle  variabili  avremo  così  una  corrispondenza  univoca. 

Il  campo  di  variabilità  che  considereremo  per  u,  v  sarà  sempre  tale 
che  in  essa  le  funzioni  E,  F,  6  siano  ad  un  sol  valore,  finite  e  continue, 
insieme  alle  loro  derivate  parziali  prime  e  seconde,  inoltre  E,  G,  £6  -P 
siano  positive.  L'angolo  &)  delle  linee  coordinate  u,  v,  definito  dalle  formolo 

F  v^EG-F» 

cos  CD  =    ,  ,     sen  CD  = , 

V^EG  v/EG 

nel  campo  che  consideriamo  varierà  quindi  con  continuità  fra  0  e  :r,  senza 
mai  assumere  i  valori  estremi. 

In  questi  studi  generali  trovano  un'immediata  ed  importante  appli- 
cazione i  concetti  di  invarianti  e  parametri  differenziali  di  una  forma 
quadratica,  dimeni  abbiamo  trattato  al  cap.  II.  La  curvatura  totale  di  una 
superficie  è  un  invariante  differenziale  della  forma  (1);  il  suo  valore  in 
ogni  punto  dipende  unicamente  dai  coefficienti  della  forma  (1),  e  rimane 
quindi  lo  stesso  comunque  la  superficie  si  fletta. 

Ne  risulta  il  teorema  fondamentale  di  Gauss  :  La  curvatura  totale  di 
una  superficie  non  cangia  per  qualsiasi  flessUnie  della  superficie  stessa.  Con- 
viene enunciare  questo  risultato  anche  sotto  Taltra  forma:  Se  due  su- 
perficie sono  applicabili^  in  due  punti  corrispondenti  esse  hanno  eguale 
curvatura. 

È  questa  la  proprietà  che  dà  alla  curvatura  di  Gauss,  come  già  al- 
trove abbiamo  detto  (pag.  134),  F  importanza  preponderante  nelle  ap- 
plicazioni geometriche. 

Consideriamo  ora  un  parametro  differenziale  della  forma  (1),  conte- 
nente una  o  più  funzioni  arbitrarie 
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n  valore  che  esso  assume  in  ogni  punto  deUa  superficie  è  indipen- 
dente dalle  coordinate  che  si  adoperano  per  calcolarla  e  rimane  lo  stesso 
per  qualunque  flessione  della  superficie.  Eguagliando  7,  ^ . .  a  costanti, 
si  hanno  sulla  superficie  altrettanti  sistemi  di  linee  e  il  parametro  dif- 
ferenziale rappresenta  un^espressione  inerente  a  queste  linee,  che  non 
muta  comunque  si  fletta  la  superficie. 

Consideriamo  ad  esempio  la  curvatura  geodetica  —  delle  linee 

f  ^  costante  ; 
essa  è  data  (§.  85  pag.  182)  dal  parametro  differenziale 


Ne  risulta:  La  curvatura  geodetica  di  una  linea  tracciata  sapra  una 
superficie  non  muta^  se  la  superficie  si  flette. 

In  particolare  le  geodetiche  di  una  superficie  S  si  mutano,  per  fles- 
sione di  S,  nelle  geodetiche  della  nuova  superficie.  Quest'ultimo  fatto 
risulta  d'altronde  direttamente  dal  considerare  la  proprietà  caratteristica 
delle  linee  geodetiche  (§.  90)  di  essere  le  linee  più  brevi  tracciate  sulla 
superficie  fra  due  loro  punti  sufficientemente  vicini.  Se  ne  trae  una 
nuova  dimostrazione  dell'invariabilità  della  curvatura  geodetica  per  fles- 
sione, quando  si  ricorra  alla  definizione  di  curvatura  geodetica  data  al 
§.  88,  pag.  191. 

Né  lasderemo  di  osservare  che  da  queste  ultime  considerazioni  risulta 
una  prova  più  intuitiva  dell'invariabilità  per  flessione  della  curvatura 
totale  di  Gauss.  Se  si  considera  infatti  un  circolo  geodetico  di  raggio 
infinitesimo  u  col  centro  in  un  punto  Po  della  superficie,  la  lunghezza 
della  sua  circonferenza  C  è  data,  a  meno  d'infinitesimi  d'ordine  supe- 
riore al  3%  dalla  formola  (15)  §.  90  (pag.  196): 

n        CI  «  Ko  ti* 

C  =  2«ii Y^  • 

essendo  Eo  la  curvatura  della  superficie  in  Po.  Comunque  si  fletta  la 
superficie,  la  lunghezza  di  C  non  muta  e  però  Ko  non  varia  per  flessione. 
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§.  99. 
Bisolwdone  del  primo  problema  deU'applicabilità. 

Utilizzando  la  teoria  dei  parametri  differenziali,  possiamo,  nel  modo 
più  semplice,  risolvere  il  problema:  Date  due  superficie  S,  S',  riconoscere 
se  esse  sono  applicabili  Vuna  SidValtra  e,  nd  caso  affermativo,  trovare  le 
fumale  ddC applicabilità. 

n  problema  equivale  analiticamente  a  quello  della  trasformabilità  di 
due  forme  differenziali  date 

E  **'  -f  2  F  dw  dt;  +  G  rft;^ 
E'dt/«  +  2Fdi^A/  +  G'dt/« 

runa  nell'altra.  Ora  supponiamo  che  siano 

(2)  ] 

due  relazioni  indipendenti  fra  m,  v,  t/,  v\  che  stabiliscano  la  legge  di  cor- 
rispondenza fra  i  punti  dell'una  e  dell'altra  superficie  nella  supposta 
applicabilità.  Per  le  proprietà  dei  parametri  differenziali,  dovremo  avere 

(3)  Ai(p  =  A',y'    ,    v(t,'W  =  v'(9>',4'0    ,    A,'])  =  A\f  , 

gli  accenti  indicando  che  i  parametri  differenziali  dei  secondi  membri 
sono  costruiti  per  la  seconda  forma.  Per  Tapplicabilità  è  adunque  ne- 
cessario che  le  relazioni  (2)  abbiano  per  conseguenze  le  (3).  Tale  con- 
dizione necessaria  è  altresì  sufficiente  per  Tapplicabilità.  Dal  risultato 
al  §.  44  (pag.  94)  segue  infatti  che,  assumendo  per  la  prima  forma  a 
nuove  variabili  <p,'|)  e  per  la  seconda  ^\^\  si  avrà: 

Al  9  Al  (|)  -  v^  (y ,  4»') 

e,  per  le  (2),  (3),  i  secondi  membri  risulteranno  eguali. 

Ciò  premesso,  escludiamo  da  prima  il  caso  che  una  delle  due  super- 
ficie sia  a  curvatura  costante.  Indicando  con  E  (u,  t;) ,  K'  {u\  t/)  le  rispet- 
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tive  curvature  delle  due  superficie,  il  teorema  di  Gauss  ci  dà  immedia- 
tamente, neir ipotesi  dell'applicabilità,  una  relazione  (2)  colla  formola 

(4)  K(u,v)=^K'{u\vy 

Di  più  è  chiaro  che  qualunque  parametro  differenziale  della  funzione 
K  dovrà  essere  eguale  al  corrispondente  parametro  calcolato  per  K'. 
Prendiamo  in  primo  luogo  la  relazione. 

(5)  A,K  =  A/K'  , 

che,  associata  alla  (4),  può  dar  luogo  ai  tre  casi  seguenti. 

l,^  Le  rdcmoni  (4),  (5)  sono  contraddittorie;  allora  le  superficie  non 
sono  applicabili. 

2.^  Le  (4),  (5)  sono  compatibili  e  distinte.  In  tal  caso  perchè  le  due 
superficie  siano  applicabili  sarà,  per  quanto  si  è  visto  sopra,  necessario 
e  sufficiente  che  le  (4),  (5)  traggano  dietro  di  sé  le  relazioni 

V(K,A,K)  =  V'(K',A/KO    ,    A,  (A,  K)  =  A/ (A,  K')  , 

il  che  potrà  decidersi  con  calcoli  algebrici. 
3.<>  Le  (4),  (5)  rientravho  Vuna  ndVaUra. 

Ciò  avverrà  quando  Ai  E  sia  una  funzione  di  E,  e  A/  E'  la  mede- 
sima funzione  di  E'. 

Nel  caso  ultimamente  considerato 

(a)    AiE=/'(E)     ,    A/E'  =  /'(EO  , 

sostituiremo  alla  (5)  Taltra  relazione 

(5*)  A,E  =  A,'E' 

e  ridurremo  nuovamente  il  problema  ad  eliminazioni  algebriche,  quando 
non  si  presenti  il  caso  ulteriore  espresso  dalle  formolo 

(6)    A,E  =  ?(E)    ,    A',E'  =  y(E')  . 

Resta  pertanto  da  considerare  il  solo  caso,  in  cui  sussistano  insieme 
le  (a),  (6). 

Essendo  allora 

A»E_(p(E) 

\K~  f  (È)  ' 

le  linee  E  ==  costante  (di  egual  curvatura),  insieme  colle  traiettorie  or- 
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togonali 

^  =  costante , 

formano  un  sistema  isoterme  (§.  46  pag.  100). 

La  funzione  ^u,v)  si  trova  con  quadrature  dalle  formolo  §.  47  (pag.  100) 


^^rfm^-'i--'-i 


du 


y/EG— F» 


dv 


\  VEG-F» 

/;- 

(K) 


®dK 


onde  segue 

Al  i|)  =  e     ^  -^  /*  W  ""^  Ax  K 
e  però 


■1} 


(K) 


(2E 


E  A«»  +  2  F  da  *  +  G  (?»»  =  ^-+ r-V — 

AiK  A,  E 


2  /  't^dK 


■n 


(K) 


/•(K)"^  /-(K) 

Le  funzioni  f,  tp  rimanendo  le  stesse  per  la  seconda  superficie,  a  questa 
conviene  la  stessa  forma  deir  elemento  lineare,  che  appartiene  altresì 
ad  una  superficie  di  rotazione. 

Dunque  :  Se  sussistono  le  rdcusioni  (a),  (J),  le  due  superficie  sono  ap- 
plicabili suUa  stessa  superficie  di  rotazione  e  quindi  Vuna  suWaltra  in 
una  semplice  infinità  di  modi. 

Per  trovare  in  questo  caso  le  formolo  effettive  dell'  applicabilità  oc- 
corrono, come  si  è  visto,  due  quadrature. 

§.  100. 
Gaso  delle  superficie  a  cmratnra  oostante. 

Nella  risoluzione  data  ai  due  numeri  precedenti  del  primo  problema 
dell'applicabilità,  abbiamo  escluso  il  caso  che  Tuna  delle  due  superficie 
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sia  a  curvatura  costante.  Allora,  perchè  le  due  superficie  siano  applicabili, 
è  necessario  che  Taltra  superficie  abbia  la  medesima  curvatura  costante. 
Ora  è  molto  notevole  che  in  tal  caso  il  criterio  fornito  dal  teorema  di 
Gauss  è  altresì  sufficiente  per  Tapplicabilità,  cioè: 

Due  superficie  coUa  medesima  curvatura  coséanùe  sano  applicabili  Vuna 
sulVàltra, 

Questo  teorema  non  è  che  un  caso  particolare  della  proposizione  sta- 
bilita al  §.  36  pag.  75.  Due  forme  differenziali  quadratiche  a  due  va- 
riabili colla  medesima  curvatura  costante  risultano  invero  trasformabili 
runa  nell'altra,  in  una  tripla  infinità  di  modi. 

Per  il  caso  delle  superficie  a  curvatura  nulla  noi  abbiamo  poi  dimo- 
strato questo  risultato  ancora  in  un  altro  modo  al  §.  63  pag.  135,  dove 
si  è  visto  che  una  tale  superficie  è  sviluppabile.  Qui  ne  daremo  una 
nuova  dimostrazione,  che  si  estenderà  facUmente  alle  altre  superficie 
a  curvatura  costante  non  nulla,  dimostrazione  che  avrà  inoltre  il  vantaggio 
di  fornirci  determinate  forme  tipiche  normali  per  Telemento  lineare  di 
una  superficie  a  curvatura  costante. 

Tracciamo  sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  E  una  linea  geo- 
detica L,  e  prendiamo  a  linee  coordinate  le  geodetiche  ortogonali  alla  L 
e  le  loro  traiettorie  ortogonali,  assumendo  a  parametro  u  Tarco  delle 
geodetiche  v,  contato  a  partire  dalla  L,  che  sarà  quindi  la  tt  =  0,  e  a 
parametro  v  Tarco  della  L,  contato  da  un  suo  punto  fisso.  L'elemento 
lineare  prenderà  la  forma 

ds'  =  du^  +  Gd^ 
ed,  essendo  nulla  la  curvatura  geodetica  della  u^O,  sarà 

e  inoltre,  poiché  Tarco  elementare  della  w  =  0  è  appunto  dv,  risulterà 

(P)  (Vg)     =1. 

Ora  abbiamo 

ed,  essendo  per  ipotesi  E  costante,  se  distinguiamo  i  tre  casi 
K  =  0  ,    K>0  ,    K<0  , 
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troYeremo  i  risultati  seguenti. 
l.«  Se  K  =  0,  risulta 

V^  =  ?W.  u  +  ^iv)  , 
essendo  ^(t^),  ^{v)  funzioni  di  v.  Ma  dalle  (a),  (p)  segue 

onde 

ds'^du'  +  dv', 

che  è  Felemento  lineare  del  piano. 
2.*  Se  K>0,  poniamo 

K  =  Ì-,(r  reale), 

e  dalla  (7)  avremo: 

VG  =  ?Wcosg  +  4'W8en|  , 

indi  per  le  (a),  (p) 

^(t;)==o    ,    T(t;)  =  l, 
e  però 

(6)  &«  =  dtt*  +  cos*(g)du». 

Questo  elemento  lineare  appartiene  alla  sfera  di  raggio  R;  dunque: 

Tutte  le  superficie  a  curvatura  costante  positiva  p-,  sano  applicabili  suda 

sfera  di  raggio  B,  e  quindi  Vuna  suWàttra. 
3.®  Se  K<0,  poniamo 


VQ  =  f  (i;)  cosh  ~  +  (|>  {v)  senh  ^  , 


e  la  (t)  darà 

indi  per  le  (a),  (p) 

tW=i    ,    4)^  =  0  . 

Dunque:  V elemento  lineare  di  ogni  superficie  pseudosferica  di  raggio 
B  è  riducibile  àUa  forma 

(7)  ds'  =  du^  +  cosvl^dtf  . 

Ne  segue  che  tutte  queste  superficie  sono  applicabili  Tuua  sull'altra. 
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§.  101. 

Le  00  '  applicabilità  di  una  superficie  a  curvatura  costante 
sopra  sé  stessa. 

I  risultati  ora  ottenuti  possono  applicarsi,  anziché  a  due  diverse 
superficie  colla  stessa  curvatura  costante,  a  due  porzioni  di  una  mede- 
sima superficie  a  curvatura  costante  ed  otteniamo  così  T  importante 
teorema:* 

Offni  porzione  di  ima  superficie  a  curvatura  costante  è  applicabile  sopra 
quaJMnque  altra  porzione  della  medesima  superficie^  in  modo  che  due  punti 
qualtmque  A,  6  deila  prima  possono  sovrapporsi  a  due  punti  qualunque 
A!,  B',  della  seconda,  purché  la  distanza  geodetica  di  A'  da  B'  eguagli 
quella  di  k  da  B. 

Per  le  superficie  a  curvatura  costante  nulla  o  positiva  il  teorema  è 
evidente,  perchè  il  piano  e  la  sfera,  su  cui  sono  rispettivamente  appli- 
cabili, godono  appunto  della  proprietà  enunciata.  Per  dimostrarlo  in  tutto 
rigore  anche  per  le  superficie  pseudosferiche,  assumiamo  una  prima  volta 
per  geodetica  L  del  numero  precedente  la  AB  ed  avremo 

ds^  =  du^  +  cosh*  ^  dv^ , 

ove  l'arco  t?  di  A  B  si  conterà  a  partire  da  A,  sicché  sarà  A  ^  (0,  0). 
Operando  nello  stesso  modo  rispetto  alla  seconda  geodetica  A'  B^  ot- 
terremo : 


di/*  =  du"" 

+  cosh' 

> 

Ora,  ponendo 

semplicemente 

u'  =  u 

.  .''= 

=  v  , 

risulta 

d^  =  ds'' 

e  al  punto  A  ^(0,0)  corrisponderà  il  punto  A' ^(0,0),  al  punto 
B^(0,Q  il  punto  B'^(0,  Z),  essendo  l  la  lunghezza  comune  degli 
archi  A  B ,  A'  B'.  Dunque  la  superficie  é  applicabile  sopra  sé  stessa  in 
modo  che  A  si  sovrappone  ad  A'  e  B  a  B',  come  si  era  asserito. 
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Questo  teorema  ci  dice  che  ogni  figura,  tracciata  sopra  una  super- 
ficie a  curvatura  costante,  può  trasportarsi,  per  via  di  semplice  flessione, 
sovra  un'altra  porzione  qualunque  della  superficie,  senza  che  gli  angoli 
e  le  grandezze  lineari  e  superficiali  subiscano  alterazione. 

Per  la  geometrìa  delle  superficie  a  curvatura  costante  vale  dunque 
in  generale,  come  per  il  piano  e  per  la  sfera,  il  principio  di  sovrapponi- 
Mlitò  ddle  figure,  È  questo  il  fondamento  delle  analogie,  che  esistono  fra 
la  geometria  delle  tre  specie  di  superficie,  come  in  seguito  vedremo. 
È  chiaro  poi,  pel  teorema  di  Gauss,  che  per  nessun'  altra  supei^cie  può 
valere  lo  stesso  principio. 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  che  due  superficie  S,  S'  colla  me- 
desima curvatura  costante  sono  applicabili  Tuna  sull'altra  in  una  tripla 
infinità  di  modi.  Date  le  due  superficie,  per  trovare  uno  di  questi  modi 
di  applicabilità  converrebbe  integrare  Vequazione  delle  geodetiche.  Se  la 
curvatura  è  nulla,  la  questione  si  risolve  con  quadrature  (§§.  15  e  93); 
per  gli  altri  casi  il  problema  si  riduce,  come  sarà  dimostrato  in  altro 
capitolo,  alla  integrazione  di  un'equazione  differenziale  del  1,^  ordine  del 
Hpo  di  BiccaH.  (Vedi  Gap.  XII,  §.  182). 

§.  102. 
Le  tre  forme  tipiche  del  ds*  per  una  superficie  psendosferica. 

Bitomiamo  ora  alla  forma  (7)  dell'elemento  lineare,  che  conviene  a 
qualunque  superficie  pseudosferica  di  raggio  B.  Insieme  a  questa  forma 
dell'elemento  lineare,  che  si  dice  del  tipo  iperbolico^  vi  ha  luogo  di  con- 
siderare altre  due  forme  dell'elemento  hneare  egualmente  importanti,  che 
si  diranno  rispettivamente  dd  tipo  ellittico  e  parabolico. 

Consideriamo  un  punto  (ordinario)  P  di  una  superficie  pseudosferica 
e  prendiamo  a  linee  coordinate  le  geodetiche  v  uscenti  da  P  e  le  loro 
traiettorie  ortogonali  u,  assumendo  a  parametro  v  l'angolo  che  una  geo- 
detica variabile  del  fascio  fa  con  una  geodetica  fissa,  e  a  parametro  u 
l'arco  delle  geodetiche,  contato  a  partire  da  P.  L'elemento  lineare  as- 
sumerà la  forma 

d^  =  du^  +  Qdi^ 
e  sarà  (§.  90) 


(va)    =o,(!VG)    = 


1 
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Ora,  per  quanto  si  è  visto  al  §.  100,  è 

y/g=  9  (v)  cosh  g  +  4>  W  senh  g 
e  le  condizioni  precedenti  danno 


onde 


e2s»  =  (fo*  +  R«8enli*|  (fc;* . 


Questa  è  una  forma  dell'elemento  lineare  che  conviene  ad  ogni  su- 
perficie pseudosferica  di  raggio  R  e  si  dice  del  tipo  diittico. 

Da  ultimo  prendiamo  per  linea  L  del  §.  100,  in  luogo  di  una  geo- 
detica, una  linea  a  ctmHxtura  geodetica  costante  g .  Una  tale  linea  sopra 

una  superficie  pseudosferica  di  raggio  R  dicesi  un  oriciclo  ^^K  Avremo 
ancora 

&«==dM«  +  Gcto*,    >/G  =  ?(f;)coslig  +  4»(i;)senh| 

e  dovendo  essere 

\    /«-«■   Vg  3«/«=o"^[y(«)co8h|  +  K»)8eiih|J^^' 
risulterà 

onde 

d^  =  du*  +  e^  df^. 

Questa  terza  forma  la  diremò  del  tipo  pa/rabdlico. 
Riassumendo.  Abbiamo  dunque  ottenuto  per  le  superficie  pseudosfe- 
riche  di  raggio  R  le  tre  forme  tìpiche  dell' elemento  lineare: 

tu 

A)  tipo  paraMieo:  d^  =  di/f+e^di^ 

B)  tipo  éaUUco:       ds*  =  rfw»  +  R»  senhM |j  rft?» 

C)  tipo  iperbòlico:    (fo*  =  dfu*  +  cosh*  I gj  di? . 


(^)  Sarebbe  facile  vedere  che  sopra  ogni  superficie  pseudosferica  esiste  una 
doppia  infinità  di  oricicli  ;  ma  uno  studiò  più  circostanziato  di  queste  proprietà 
verrà  fatto  in  altro  capitolo. 
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§.  108. 
Siiporfloi6  p00iidosftarich6  di  roteiioii6. 

Esaminiamo  ora  le  più  semplici  forme  di  superficie  pseudosferiche, 
quelle  di  rotazione. 

n  loro  elemento  lineare,  riferito  ai  meridiani  e  ai  paralleli,  avrà  la 
forma  (pag.  221): 

Distinguiamo  tre  casi,  secondo  che  delle  due  costanti  C,  (7  una  ò 
nulla,  ovvero  hanno  segno  contrario,  o  lo  stesso  segno.  Cangiando  il 
parametro  v  in  cvi  (e  costante),  otterremo  le  tre  forme  dei  rispettivi 
tipi  A)  B)  C) 

I)  ds^  =  d^  +  e^d^i 
U)  &*  =  (W  +  X«senh«^rft^ 

IH)  ds^  =  éhf  +  ì?coBV^dti 

con  X  costante,  che  realizzeremo  con  tre  superficie  di  rotazione,  sopra 
le  quali  u  sia  Tarco  di  meridiano  e  Vi  la  longitudine.  Indicando  con  r 
il  raggio  del  parallelo  e  con  5  »»  ^  (r)  V  equazione  della  curva  meridiana, 
avremo  rispettivamente  nei  tre  casi: 


I)r  =  6^  ,        19=  fyi-^.e'^^du 
II)  r  =  Xsenhg,;?=  /  1/ 1— j^^costf^gjdw 

ni)  r  =  Xcoshg,^==  /  yl  — gjSenhM^Jdu. 

Discntiamo  ora  le  forme  delle  tre  curve  meridiane. 
Nel  caso  I)  possiamo  eseguire  T  integrazione  per  funzioni  ordinarie. 
Ponendo 

e  »=Rseny , 

16 
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sarà  ip  r  angolo  della  tangente  alla  curva  meridiana  coir  asse  z,  e  le  formole 

r  =  Rseny       z  =  ^\  ^- — ^  *p  =  R  log  tg  -  tp  +  cos  9 

ci  daranno  le  coordinate  di  un  punto  della  curva  in  funzione  del  para- 
metro Qp. 

Alla  curva  rappresentata  da  queste  equazioni,  che  ha  Tasse  delle  » 
per  assintoto  e  gode  della  proprietà  che  la  porzione  della  sua  tangente, 
intercetta  fra  il  punto  di  contatto  e  T  assintoto,  è  costantemente  eguale 
ad  R,  si  dà  il  nome  di  troMrice.  La  proprietà  ora  citata  si  può  riscon- 
trare direttamente  sulla  equazione  della  curva,  come  anche  dedursi  dal 
fatto  che  la  curvatura  geodetica  dei  paralleli  nella  corrispondente  super- 
ficie di  rotazione  è  costantemente  eguale  a  ^  (Cf.  pag.  224).   Questa 

superficie  prende  il  nome  di  pseudosfera  ed  è  la  più  semplice  forma  di 
superficie  pseudosferiche  ^^K 


Pio.  1.»  —  Pseudosfera. 

C(iso  n.  Tipo  diittico.  Per  ottenere  una  superficie  reale  bisogna 
supporre 

e  ponendo  X  =  R  sen  a,  il  massimo  valore  per  cosh  ^  sarà e  però  il 

raggio  r  del  parallelo  oscilla  fra 

r  =  0        e        r  =  Rcosa. 

tir 

Quando r=0, h-^-^eaa  e  però  tutti  i  meridiani  incontrano  in  ti^M) 


(M  La  presente  figura  e  le  due  seguenti  sono  tolte  dal  catalogo  dei  modelli 
costruiti  da  L.  Bbill  a  Darmstadt. 
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Tasse  di  rotazione  sotto  l'angolo  a;  questo  punto  è  un  punto  conico 
della  superficie. 

Le  coordinate  di  un  punto  della  curva  meridiana  si  esprimono  per 
funzioni  ellittiche  di  un  parametro  x,  col  modulo  incesa.  Poniamo 
infatti 

senh  g  =  jj7  cn  (t,  t) 

ed  avremo 


r« 


>R*cnT,  £r=R*«|  stftdT  =  R||T  — Z(x)|  , 


essendo 

la  funzione  di  Jacobi  e  H,  E  le  note  costanti  della  teoria  delle  funzioni 
ellittiche.  Il  tratto  della  curva  daT  =  0at  =  2Eè  rappresentato  nella 
figura  U);  quando  t  aumenta  di  4  E  la  curva  si  riproduce  periodica- 
mente. La  superficie  di  rotazione  corrispondente  consta  di  infinite  parti 
congruenti  per  traslazione  lungo  Tasse;  i  paralleli  massimi  di  raggio 
r  =  B  cos  a  sono  di  regresso  per  la  superficie,  poiché  i  punti  t=2  m  E 
(m  intero)  sono  cuspidi  del  meridiano. 


T=o 


Fia.  2.*  —  Superficie  pseudosferica  di  rotazione  del  tipo*ellittico. 
Cctso  III.  Tipo  ipeHxjiico.  In  questo  caso  abbiamo 
.       .udr       X       ,  tt 

il  masBÌmo  valore  che  assume  u  nel  tratto  reale  della  curva  corrisponde 
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a  senh  g  =  t  »  e  il  raggio  del  parallelo  oscilla  fra  il  minimo  X  e  il  mas- 

rànoV^BMH?  • 
P<mendo  qui 

R  ,  ,  I*       dn(T,t) 


V^R*  +  X« 


R       y 


esprimeremo  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sulla  curva  per  funzioni 
ellittiche  del  parametro  t  colle  formolo 


?dnt    ,     z=?j|t-Z(r)| 


La  forma  della  curva  dat  =  0aT  =  2Eè  rappresentata  nella 
figura  3.^);  quando  t  aumenta  dì  2  E,  la  curva  si  riproduce  periodica- 
mente. I  paralleli  massimi  corrispondenti  a  r  =  2  m  E  (m  intero)  sono 
di  regresso  per  la  superficie  e  quelli  minimi  corrispondenti  a  t=(2  «H-f  1)  E 
sono  geodetiche. 


FiG.  3.'  —  Superficie  pseudosferica  di  rotazione  del  tipo  iperbolico. 

Le  tre  forme  di  superficie  pseudosferiche  di  rotazione  ora  consi- 
derate sono  fra  loro  distinte,  né  è  possibile  applicare  una  di  esse  sopra 
un'altra  di  specie  diversa  in  guisa  che  i  paralleli  si  distendano  sui  paral- 
leli. Per  accertarsene  basta  osservare  che  nel  tipo  parabolico  i  paralleli 

sono  a  curvatura  geodetica  costante  p  »  nel  tipo  ellittico  la  curvatura  geo- 
detica dei  paralleli  è  >  ^  e  nel  tipo  iperbolico  invece  <  ^  .  Però  stante 

il  teorema  generale  (§.  100),  ogni  superficie  pseudosferica  di  raggio  R  è 
applicabile  sopra  ciascuna  delle  superficie  J)  II)  III).  Volendo  coasiderare 
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più  da  Ticino  questo  modo  di  deformazione  dì  ogni  superficie  pseudo^ 
sferica  a  superficie  di  rotazione,  faremo  le  osservazioni  seguenti: 

a)  Sopra  una  superficie  pseudosferìca  S  si  tracci  un  orìciclo  e  si 
considerino  le  geodetiche  ad  esso  ortogonali.  Per  flessione  potrà  darsi 
alla  superficie  la  forma  di  una  pseudosfera,  di  cui  le  geodetiche  segnate 
diventeranno  i  meridiani. 

b)  Sulla  superficie  pseudosferica  S  si  segni  un  punto  P  e  si  con- 
siderino le  geodetiche  uscenti  da  P  e  i  circoli  geodetici  cortogonali  ;  as- 
sumendo i  parametri  u,  v  come  a  pag.  224,  avremo 

&J  =  dti»  +  R»senh*gdt;*. 

Confrontando  coli' elemento  lineare  della  superficie  di  rotazione  del 
tipo  ellìttico 

otterrmno  per  le  formole  d'applicabilità 

X 

Ne  risulta  che  quando  alla  longitudine  t7i,  nella  superficie  di  rotazione 
II),  si  fa  compiere  un  intero  giro  da  0  a  2  ^r,  T  angolo  v  percorre  Tin- 
tervallo  fra  t;  =  0  e  t?  =  2  ic  sen  a  <;  2  iu.  Basta  dunque  una  porzione  di 
S  intomo  a  P  per  ricoprire  interamente  una  falda  della  superficie  II). 
Inoltre  la  parte  di  S  al  di  là  del  circolo  geodetico  di  raggio 


u  =  sett  cosh 


\8en  «/ 


non  ha  corrispondente  sulla  superficie  (II)  ;  la  porzione  di  S  attorno  a  P, 
alla  quale  si  può  dare  la  forma  di  una  falda  della  superficie  II),  è  dunque 
limitata  da  un  settore  geodetico. 

e)  Nel  caso  delle  superficie  III)  del  tipo  iperbolico  il  parallelo  minimo 
è  una  geodetica  e  potremo  quindi  applicare  una  superficie  pseudosferica 
qualunque  S  sopra  la  III)  in  modo  che  una  geodetica  arbitraria  ^  di  S 
si  distenda  sul  parallelo  minimo.  La  parte  di  S,  che  si  applicherà  effet- 
tivamente sopra  una  falda  della  III),  è  racchiusa  da  una  striscia  limitata 
da  dae  linee  geodeticamente  parallele  alla  g  ed  equidistanti  da  essa,  le 
quali  dopo  la  deformazione  diventano  ì  paralleli  massimi  (di  regresso) 
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della  zona.  Nel  senso  della  geodetica  g  la  strìscia  è  poi  limitata  da  due 
geodetiche  ortogonali  a  g,  le  quali  si  riuniscono  dopo  la  deformazione  in 
un  solo  meridiano  della  zona.  La  lunghezza  e  la  larghezza  della  strìscia 
dipendono  solo  dal  raggio  che  si  vuol  dare  al  parallelo  minimo. 


§.  104. 
Saperflde  con  oo  ^  apjdieabilità  in  aè  steBse. 

La  proprietà  fondamentale  delle  superficie  a  curvatura  costante,  che 
abbiamo  dimostrato  al  §.  100,  può  enunciarsi  dicendo: 

L'demeniiO  linea/re  di  ogni  superficie  a  ctirvatura  costante  ammette  co' 
trasformcunoni  in  sé  medesimo. 

Domandiamo  ora  se  esistono  altre  superficie  che  ammettono  flessioni 
continue  in  sé  medesime.  Se  queste  flessioni  costituissero  una  doppia  m- 
finità,  ogni  punto  della  superficie,  disponendo  dei  due  parametri  della 
trasformazione,  si  potrebbe  traspdk*tare  in  qualunque  altro  punto  (di  una 
conveniente  regione)  e,  pel  teorema  di  Gauss,  la  superficie  sarebbe  a 
curvatura  costante  e  le  flessioni  supposte  costituirebbero  una  tripla 
anziché  una  doppia  infinità. 

Ora  è  chiaro  che  ogni  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione  ammette  una  flessione  continua  in  sé  medesima,  corrispondente 
alla  rotazione  della  superficie  su  cui  é  applicabile  attorno  air  asse. 

Importa  osservare  che  sussiste  il  teorema  inverso: 

Ogni  superficie  S,  che  ammette  una  flessione  continua  in  sé  medesima^ 
è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione.  In  sostanza  questo  teorema 
risulta  già  dalla  discussione  al  §.  99,  poiché  ivi  si  é  visto  come  le  formolo 
d*  applicabilità  di  due  superficie  S,  S' possono  contenere  un  parametro 
arbitrario  nel  solo  caso  che  le  S,  S'  sianio  applicabili  sulla  stessa  super- 
ficie di  rotazione.  Ma  possiamo  dimostrare  nuovamente  la  proprietà  colle 
considerazioni  geometriche  seguenti.  Se  la  S  é  a  curvatura  costante,  il 
teorema  è  già  provato  dalle  ricerche  dei  numeri  precedenti.  In  caso 
contrario,  durante  la  flessione  continua  supposta,  le  linee  L  di  egual 
curvatura 

E  =  costante 

dovranno,  pel  teorema  di  Gauss,  strisciare  sopra  sé  medesime.  E  poiché 
tale  flessione  dipende  da  un  parametro  variabile  con  continuità,  ogni 
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punto  di  una  linea  L  può  trasportarsi  in  qualunque  altro  punto  della 
linea  stossa;  ne  risulta  che  le  linee  L  sono  a  curvatura  geodetica  costante. 
Inoltre  le  linee  geodeticamento  parallele  ad  una  linea  L,  durante  la  detta 
flessione,  strisciano  pure  evidentemente  sopra  sé  medesime.  Da  queste 
considerazioni  segue  facilmente  il  teorema  enunciato,  e  invero  sussiste 
la  proprietà: 

Se  una  superficie  S  possiede  tm  sistema^  di  linee  L  geodeticamente  par 
ràUde  e  a  curvatura  geodetica  costante,  essa  è  applicabile  sopra  una  su- 
perficie di  rotazione,  i  cui  paràlldi  sono  le  deformate  dette  linee  L. 

Prendasi  infatti'  a  sistema  coordinato  quello  formato  dalle  linee  L 
(tt=costante)  e  dalle  geodetiche  ortogonali  (t7= costante);  P elemento 
lineare  prenderà  la  forma 

cfo»  =  dM«  +  G&^. 
Ora  è  per  ipotesi 

1       3  log  VG        ,  , 

onde 

V^G  =  UV, 

essendo  U  funzione  di  u  e  V  di  t;.  Ponendo 

JYdv  =  Vi, 

si  pone  in  evidenza  T  elemento  lineare 

di^c=^du^  +  \J'dvì 
di  una  superficie  di  rotazione. 

§.  105. 
Superficie  di  rotaiione  applicabili. 

Goasideriamo  ora  alcuni  semplici  esempi  di  superficie  applicabili  e 
in  primo  luogo  cerchiamo  se  due  superficie  dì  rotazione  S,  Si  possono 
essere  applicabili  Tuna  sull'altra. 

Dal  teorema  di  Gauss  segue  anzitutto  che  i  paralleli  di  S  si  disten- 
deranno sui  paralleli  di  Si,  e  quindi  anche  i  meridiani  sui  meridiani. 
Naturalmente  fanno  eccezione  le  superficie  a  curvatura  costante,  ma  le 
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considerazioni  seguenti  valgono  anche  per  queste  superficie,  quando  si 
aggiunga  la  condizione  che  i  paralleli  dell'  una  sì  distendano  sui  paral- 
leli dell'altra. 

Se  r  elemento  lineare  di  S  è  dato  da 

cfe«  =  dti*  +  r»(fo* 
e  quello  di  Si  da 

potremo  fare  senz'  altro  Ui  =  u,  contando  gli  archi  meridiani  da  due 
paralleli  corrispondenti.  Per  trasformare  i  due  elementi  lineari  Tuno 
nell'altro,  converrà  porre  vi  :==:  t;i  (v),  determinando  questa  funzione  dalla 
condizione 

n(w)-^=«r(ti). 

Di  qui  risulta 

ri  =  Ar   ,     Vj  =  -  (l  costante  arbitraria) . 

Se  adunque  r  =  9  (u)  è  F  equazione  del  meridiano  di  S,  le  coordinate 
del  meridiano  di  Si  saranno  date  da 

r  =  hf{u)    ,     0=JyJ  l—Vff'^{u)àu. 

Ne  segue  :  Ogni  superfi4ne  di  rotasAone  può  deformarsi  in  <x>  ^  modi^ 
conservandosi  superficie  di  roéaeione. 

Consideriamo  più  da  vicino  il  modo  d'applicarsi  della  Si  sulla  S.  Se 
supponiamo  i  <  1,  la  formola 

dimostra  che  quando  la  longitudine  t;i  ha  compiuto  un  intero  giro  su  Si 
diventando  eguale  a  2  ir,  la  longitudine  v  diventa 

t;  =  2  jfe  ic  <  2  ic . 

Dunque,  applicando  la  Si  sulla  S,  questa  non  ne  resta  interamente 
coperta,  ma  viene  a  mancarne  una  porzione  (fuso)  compreso  fra  due  me- 
ridiani, i  cui  piani  formano  un  angolo  di  ampiezza  eguale  a  2  x  (1 — i). 
Per  distendere  Si  sopra  S,  conviene  quindi  tagUare  Si  lungo  un  meridiano 
ed  aprirla  deformandola  in  guisa  che  gli  orli  del  taglio  diventino  sopra  S 
due  meridiani  distinti.  Se  si  osserva  che  la  curvatura  geodetica  dei  pa- 


Digitized  by 


Google 


SUPERFICIE  DI  ROTAZIONB  APPLICABILI  283 

ralleli  e  la  curvatura  totale  della  superficie  non  variano  nella  deformazione, 
sì  vedrà  subito  che  in  due  punti  corrispondenti  la  curvatura  del  meridiano 
di  S  supera  quella  del  meridiano  di  Si. 

Al  caso  i  >•  1  corrisponde  evidentemente  la  deformazione  inversa  di  S 
in  Si,  per  la  quale  conviene  togliere  da  S  un  fuso,  ristabilendo  poi  la 
continuità  della  superficie  col  riunire  per  deformazione  in  un  solo  i  due 
meridiani  del  fuso  tolto.  È  poi  da  osservare  che  ad  un  punto  del  men- 
tir 
diano  di  S  corrisponde  un  punto  reale  del  meridiano  di  Si  finché  Aj  3-  <  1, 

au 

ciò  che  sempre  avviene  se  *<  1.  Ma  quando  *>  1  i  paralleli,  cui  cor- 

risponde  il  valore  t  di  -r- ,  limitano  sopra  S  una  zona,  che  è  la  porzione 

di  S  effettivamente  applicabile  sopra  Si.  Dopo  la  deformazione,  i  paralleli 
estremi  di  questa  zona  diventano  paralleli  di  regresso  per  Si. 

Come  esempio,  consideriamo  le  deformazioni  delle  superficie  di  rota- 
zione a  curvatura  costante. 

a)  Per  la  sfera  di  raggio  uno  si  può  assumere. 

r  =  costi 

e  le  coordinate  dei  meridiani  deformati  sono  date  dalle  formole 


r  =  *costt,    £?=/Vl — 1f 


sen*  u  du . 


Possiamo  esprimerle  per  funzioni  ellittiche  di  un  parametro  t.  Perciò, 
se  *<C  1,  poniamo  cos  m  ^  cn  (t,  h)  e  avremo 

r=icnt,    £f=/i_gJt+Z(t); 

se  %  >  1  cangiamo  %  in  y  e  ponendo 
cos  i«  =  dn  (t,  i) 

Nel  caso  di  %<C  1,  si  otterrà  una  superficie  a  forma  di  fuso,  i  cui 
meridiani  incontrano  Tasse  in  un  punto  (conico  per  la  superficie)  sotto 
l'angolo  a  =  are  sen  h.  Nel  caso  h>\  si  ha  una  zona  limitata  a  due 
paralleli  minimi  di  regresso.  Le  tre  figure  seguenti  rappresentano  appunto 


avremo 
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le  superficie  corrispondenti  ai  tre  casi.  Sulla  intermedia,  sfera,  è  segnata 
la  zona  che  si  applica  sulla  superficie  della  fig.  6.^ 


Fio.  4.* 


Pio.  5.*  —  (Sfera). 


K>1 


Fio.  6. 

b)  La  pseudosfera  gode  della  singolare  proprietà  che  tutte  le  sue 
deformate  di  rotazione  coincidono  colla  pseudbsfera  stessa,  come  risulta  dal- 
l' osservazione  che  la  curvatura  geodetica  dei  paralleli  è  costante  =  p  . 

Nel  caso  del  restringimento  dei  paralleli  (A;<C  1)  il  parallelo  massimo  (di 
regresso)  diventa  un  parallelo  minore  e  resta  cosi  scoperta  la  zona  com- 
presa fra  questo  parallelo  e  quello  massimo.  Nella  deformazione  inversa 
un  parallelo  minore  diventa  il  parallelo  di  regresso  ;  ma  per  effettuare 
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questa  defonnazìone  occorre  prima  tagliare  dalla  pseudofera  la  zona  com- 
presa fra  questo  parallelo  e  il  parallelo  attuale  di  regresso. 

La  deformazione  delle  altre  due  classi  di  superficie  pseudosferiche  di 
rotazione  conduce  a  superficie  del  medesimo  tipo,  variando  nel  caso  delle 
superficie  del  tipo  ellittico  V  angolo  d' apertura  al  vertice  (punto  conico) 
e  per  quelle  del  tipo  iperbolico  il  raggio  del  parallelo  minimo. 

§.  106. 
Elicoidi  e  teorema  di  Bonr. 

U  risultato  del  §.  104  consente  un'immediata  applicazione  ad  una 
importante  classe  di  superficie,  che  diconsi  elicoidi.  Sono  queste  le  su- 
perficie generate  da  una  curva  piana  o  a  doppia  curvatura,  dotata  attorno 
ad  un  asse  e  parallelamente  a  questo  di  un  doppio  movimento  rotatorio 
e  traslatorio,  il  rapporto  delle  cui  velocità  sia  costante.  I  varii  punti 
della  curva  generatrice  descrivono  altrettante  eliche  circolari,  aventi  per 
asse  comune  V  asse  dell'  elicoide  e  tutte  del  medesimo  passo.  Se  osser- 
viamo che  il  moto  elicoidale,  col  quale  la  superficie  è  stata  generata,  fa 
strisciare  F  intiera  superficie  sopra  sé  medesima,  basterà  applicare*  il 
teorema  del  §.  105  per  ottenere  relegante  risultato  dovuto  a  Bour: 

Ogni  elicoide  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rokunone;  le  diche 
si  distendono  sui  paràUdi. 

È  chiaro  che  la  superficie  di  rotazione  è  ricoperta  infinite  volte  dal- 
l'elicoide,  ogni  elica  avvolgendo  infinite  volte  il  corrispondente  parallelo. 

Diamo  ora  una  dimostrazione  diretta  di  questo  teorema,  per  trovare 
altresì  le  effettiva  formolo  dell' applicabilità.  Osserviamo  per  ciò  che  con- 
ducendo un  piano  per  l' asse  si  produce  nell'  elicoide  una  sezione,  e  se  a 
questa  sezione  (profilo  meridiano)  si  dà  attorno  all'  asse  il  moto  elicoidale 
che  ha  generato  la  superficie,  la  sezione  stessa  descriverà  l' elicoide.  Un'e- 
licoide è  individuata,  se  viene  assegnato  il  suo  profilo  meridiano  e  il  pa- 
rametro del  moto  elicoidale. 

Preso  per  asse  delle  a  l'asse  dell'elicoide,  e  indicando  con  p  la  di- 
stanza di  un  punto  del  profilo  meridiano  dall'asse,  sia 

r equazione  del  profilo  meridiano.  Indichiamo  poi  con  v  l'angolo  di  cui 
ha  rotato,  dopo  un  tempo  qualunque,  il  piano  del  profilo  meridiano  e  con  m 
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il  rapporto  della  velocità  di  traslazione  a  quella  di  rotazione.  Le  coor- 
dinate X,  y,z  ài  \m  punto  mobile  suir  elicoide  saranno  date  in  funzione 
di  p,  «  dalle  forinole 

a*  =  p  cos  t;  ,    y  ==  p  sen  t?  ,    ^ef  =  y  (p)  +  m  r, 
da  cui 

(fo«  =  j  1  +  y'»(p)  j  dp*  +  2  my'(p)  dp  di;  +  (p'4-  w«)  (fo*. 

Cangiamo  le  linee  coordinate  v,  ponendo 


9'  +  ' 
essendo  Jc  una  costante  arbitraria,  e  ne  risulterà 

&»=!  l  +  ^f^l  d(>*  +  Jf{i?  +  f^M. 

Paragonando  questo  elemento  lineare  con  quello 

d8t  =  \l  +  ^'*{r)\(b*  +  t>M 

di  una  superficie  di  rotazione,  di  cui 

«  =  *(»•) 
sia  l'equazione  della  curva  meridiana,  li  potremo  identificare,  ponendo  fra 
r,  4>  (f),  p,  f  (p)  le  relazioni 

(8) 


' +♦'(')!(!)■■ 


^"^p^+ni*- 


Queste  formolo  dimostrano  di  nuovo  il  teorema  di  Bour  ;  di  più'si  vede 
che  presa  ad  arbitrio  un'elicoide  o  una  superficie  di  rotazione,  si  potranno 
trovare  con  quadrature  le  superficie  di  rotazione  o  le  elicoidi  su  cui  sono 
applicabili.  Nel  primo  caso,  eliminando  p,  si  avrà  infatti  ^'  (r)  e  nel  secondo, 
eliminando  r,  si  otterrà  tp'  (p). 

§.  107. 
Elicoide  rigata  d*  area  minima  ed  iperboloide  rigata. 

Applichiamo  le  formolo  (8)  a  due  semplici  esempi. 

1.^  Il  profilo  meridiano  sia  una  retta  perpendicolare  all'asse;  T eli- 
coide generata  ò  Vdieaide  rigata  cParea  minima  già  considerata  al  §.  24 
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c.  L  Avremo  allora  nelle  (8)  ^'  (p)  »>  0,  quindi 
e  prendendo  la  costante  arbitraria  X;=l,  risulterà 


/*      dr 


ed  eseguendo  la  quadratura 

f  ssmcosh-  . 
m 

La  curva  meridiana  è  adunque  una  catenaria  comune,  avente  per 
direttrice  Tasse  di  rotazione. 

La  superficie  di  rotazione  corrispondente  dicesi  catenoide.  Le  genera- 
trici dell'elicoide  si  distendono  sui  meridiani  e  Tasse  p==0  diventa  il 
circolo  di  gola  r=m  del  catenoide. 

2.®  Il  profilo  meridiano  sia  una  retta  inclinata  sull'asse  di   un 
angolo  a;  la  sua  equazione  sarà 

ir==p  cot  a 
e  ponendo  nelle  (8) 

^'  (p)  sseot  a, 

risulterà 

e  ponendo 

%  «»  cot  a , 
avremo 

♦'(r)  =  — ^^^=. 
Vr*  — w*cot»a 

L*  equazione  del  meridiano  della  superficie  di  rotazione  è  adunque 


jer  =  tgaVr* — ^m*cot*a, 
•doè 

w*  cot*  a     w? 

La  superficie  di  rotazione  è  quindi  un  iperboloide  di  rotazione  ad 
una  falda.  Facilmente  si  vede  che  Tasse  p^O  dell'elicoide  si  distende  sul 
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circolo  dì  gola  dell' iperboloide  e  le  generatrici  dell'elicoide  sulle  gene- 
ratrici di  un  sistema  dell'iperboloide. 


§.  108. 
n  secondo  problema  dell'applicabilità. 

Passiamo  ora  a  trattare  del  secondo  e  più  importante  problema 
della  teoria  dell'applicabilità,  che  consisterebbe  nel:  Trovare  tutte  le 
superficie  applicabili  sopra  una  superficie  data,  ovvero:  Trovare  tutte  le 
superficie  con  assegnato  demento  lineare. 

Questo  difficile  problema  non  si  sa  risolvere  completamente  che  in 
pochi  casi  particolari,  che  verranno  considerati  nel  seguito  di  questo 
trattato.  Però  i  teoremi  generali  sulle  equazioni  a  derivate  parziali  per- 
mettono di  stabilire  dei  risultati  generali  molto  importanti  relativi  al 
problema  enunciato.  E  di  questi  appunto  vogliamo  ora  occuparci,  per 
quanto  lo  consentono  i  limiti  di  brevità  che  ci  siamo  imposti  ^^K 

Un  primo  modo  di  trattare  il  problema  attuale  risulta  naturalmente 
dalle  formole  fondamentali  della  teoria  delle  superficie  (cap.  IV).  Essendo 
assegnata  la  prima  forma  fondamentale 

ad  ogni  superficie  col  dato  elemento  lineare  corrisponderà  una  seconda 
forma  fondamentale 

Drfw«  +  2D'(ft4(to  +  D''dfe»  , 

e  le  fonzioni  D,  D",  D''  dovranno  soddisfare  alle  equazioni  (III),  (IV)  §.  56 
(pag.  119),  cioè  alla  equazione  di  Oauss  e  alle  due  equazioni  di  Codazzi. 
Viceversa,  se  D,  D',  D"  sono  tre  funzioni  di  m,  v  che  soddisfano  alle  tre 
citate  equazioni,  esiste  una  superficie  corrispondente  coU'elemento  lineare 
assegnato,  e  la  sua  effettiva  ricerca  dipende  ulteriormente  da  un'equa- 
zione di  Biccati. 

Cosi  p.  e.  se  prendessimo  l'elemento  lineare  di  una  superficie  di  ro-  , 
tazione 


(^)  n  lettore  troverà  nel  tomo  m  delle  lezioni  di  Darboux  p.  263  ss.  una 
trattazione  completa  del  problema. 
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potremmo  soddisfare  alle  citate  equazioni  fondamentali  prendendo 
D,  ly,  D"  funzioni  della  sola  u.  Le  superficie  applicabili  sulle  superficie 
di  rotazione,  che  così  troveremmo,  sarebbero  appunto  le  elicoidi  §.  106  (^) . 


§.  109. 
Squaiione  a  derivate  pariiali  pel  secondo  problema. 

Ben  piti  importante  del  metodo  precedente  è  quello  che  ora  passiamo 
ad  esporre,  fondandoci  sul  risultato  ottenuto  al  §.  69,  e  precisamente 
sulla  equazione  (B),  pag.  146. 

Per  ogni  superficie 

x  =  x(u,v)    ,    y  =  y(t*,t;)     ,     B  =  sf(u,v) 
coll'assegnato  elemento  lineare 

(9)  éb?  ■{'dy'  +  d^  =  EcM'  +  2Fdudv  +  Qdt^ 

Tequazione  ora  ricordata  insegna  che  ciascuna  deUe  tre  funzioni  inco- 
gnite X,  y,  B  soddisfa  alla  equazione  a  derivate  parziali  del  2.''  ordine 

(10)  A«a?  =  (l— Aiaj)  K  , 

i  cui  coefficienti  sono  appunto  formati  con  E,  F,  0  e  le  loro  derivate 
prime  e  seconde  (*). 


(^)  Per  dimostrarlo  basta  osservare  che  in  questo  caso  tanto  la  prima  quanto 
la  seconda  forma  fondamentale  ammettono  la  trasformazione  continua  in  sé 
medesime: 

tif»u  ,    i/<=st;-(- costante 

e  perciò  la  superficie,  ammettendo  un  movimento  continuo  in  sé  medesima,  ò 
un'  elicoide. 

(*)  Se,  usando  delle  notazioni  di  Monge,  si  indicano  con  p,  q;  r,  s,  t  le  de- 
rivate prime  e  seconde  della  funzione  incognita,  Tequazione  si  scrive 

■  ('-fi'!-ivìO('-l?hl?l')-H'V-l?l'r- 

=  K   EG-P»  -  |E5«-2Fpg  +  Qp«|| 
ed  ha  la  forma  lineare  di  Ampère  rapporto  a 
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Ora  importa  osservare  con  Darboux  che  l'equazione  (10)  ha  il  signi- 
ficato seguente: 

Se  X  {u,v)  ne  è  una  sóUmone,  la  forma  quadratica 


Ed«*+2F<f«(fc  +  G(ft^  — dSr'= 


\ 


dxdxi 


M'ì 


avrà  la  curtnxhira  nuUa. 

Per  dimostrarlo  nel  modo  più  semplice  si  &ccia 

x  —  u    ,    F  =  0  , 

il  che  evidentemente  è  lecito  per  la  proprietà  invariantiva  della  nostra 
equazione.  La  (10)  diventa  allora 


|\'||-j-|-f=G(E-.,K 


e,  sostituendo  ai  simboli  dì  Christoffel  i  loro  attuali  valori 


(11)       J^^     I12| 1^^     j22 

di       2E  Sa  '  (1)~  2E3»  '  (1 

si  ottiene 


J_3G 
2E  a«  ' 


Ora  in  coordinate  ortogonali  si  ha  (§.  43,  pag.  93): 


(11) 


4E«G'K  =  E 


dEdG 
9»  dv 


+ 


Q' 


dEao 


—  2  EG 


du  du         \9o/ 


yE     a^ 
dtf  '^  du* 


e  la  precedente,  moltiplicata  per  G,  si  scrive 


G 


3EaG      fm* 

du  du   "^   \dv) 


+  E  (E  -  1) 


^dG 

dv 


+ 


+  G(E-1) 


30  ,  (day 
dv  "^  [dui 

aE3G    ,    /3E\»       oTTPn?    ia/'3'E<9*G\       ^ 
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Sopprimendo  i  termini  che  si  distraggono  e  dividendo  per  E,  si  ot- 
tiene l'equazione  equivalente 
ri 


(E-1) 


3EaG        /3G\ 
dv  dv   ^  [du) 


3m  a»  "^  \a» , 


2  (E  -  1)  G 


3^       3^ 


=  0  . 


la  qnale,  secondo  la  (11)  stessa,  esprime  appunto  che  la  forma 

(E-l)d»'  +  G(fo» 

ha  la  curvatura  nulla. 

Ciò  premesso,  supponiamo  di  conoscere  una  soluzione  x  (u,  v)  del- 
l'equazione (10)  e  vediamo  se  esisterà  una  superficie  reale  corrispon- 
dente coir  assegnato  elemento  lineare.  La  forma  differenziale 

(12)  E  dw*  +  2  F  dtt  dv  +  G  dw*  —  tic* 

essendo  allora  a  curvatura  nulla,  perchè  esistano  due  altre  funzioni  reali 
y{u,v),  e(u,v),  che  soddisfino  la  (9),  è  necessario  e  sufficiente  che  la 
(12)  sia  una  forma  definita,  cioè  si  abbia 


E 


ioX\ 


„  dx  dx 

du  dv 


>0  , 


ovvero 


AiiC<l 


Supponendo  questa  condizione  soddisfatta,  si  avranno  y,  z  per  qua- 
drature (§§.  37  e  93);  e  manifestamente  y,  z  saranno  determinate  a  meno 
di  una  trasformazione  di  coordinate. 

Dunque:  Ad  ogni  sdiiaione  reale  x{u,v)  ddl' equazione  (10),  che  sod- 
disfi indire  alla  diseguaglianza  Ai  2;<C1»  corrisponde  .una  ed  una  soia 
superficie  reale  c(M' assegnato  demento  lineare.  Nota  la  detta  soluzione^  la 
corrispondente  superficie  si  avrà  per  quadrature. 

§.  110. 
ladeformabilità  della  superficie  con  una  linea  rigida. 

Occupiamoci  ora  della  questione  seguente:  Essendo  data  una  super- 
ficie S  e  una  curva  T  tracciata  sopra  di  essa,  può  flettersi  la  superficie, 
senza  deformare  la  curva? 

u 
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Nell'ipotesi  affermativa,  sia  Si  una  delle  forme  che  assume  S  per 
flessione,  restando  rigida  F:  potremo  supporre  la  configurazione  Si  della 
S  cosi  vicina  alla  iniziale  che  le  normali  ad  Si,  S  lungo  F  siano  vicine 
fra  loro  quanto  si  vuole.  Ma  allora,  se  si  osserva  che  F  ha  la  medesima 
curvatura  geodetica  sopra  Si  e  S,  e  si  ricorda  la  relazione  che  lega  la 
curvatura  geodetica  colFassoluta  (§.  84),  si  concluderà  subito  che  lungo 
r  le  normali  ad  Si,  S  coincideranno. 

Ora  prendiamo  per  semplicità  su  S  (e  Si)  un  sistema  coordinato  or- 
togonale (u,  t;),  e  sia 

v  =  0 

Fequazione  della  curva  F.  Indichiamo  colFapposizione  dell'indice  1  le 
quantità  relative  alla  Si,  ed  avremo  evidentemente: 


«,  =  «!,     yi  =  y     ,     01 

=  z 

dXi   _dx     dtfi   _dy     dei 
du   ~  du  '   du  "  du  '  du 

de 
~du 

dxi        dx     djfi         dy     d/Si 
dv         dv      dv         dv      dv 

de 
~dv 

per  v  =  0 


Ora,  se  consideriamo  p.  e.  Xi ,  x,  esse  sono  soluzioni  della  medesima 
equazione  a  derivate  parziali  del  secondo  ordine  (10),  che  coincidono  nei 
loro  valori  e  in  quelle  delle  loro  derivate  prime  per  t;  =  0.  Se  proviamo  che 
anche  le  tre  derivate  seconde  di  Xi  coincidono  con  quelle  corrispondenti  di 
X  per  t;  s=  0,  in  ordine  ai  teoremi  generali  sulle  soluzioni  delle  equazioni 
a  derivate  parziali  (^),  sarà  dimostrato  che  ^i,  x  coincidono  per  tutti  i 
valori  di  u,v.  Lo  stesso  potendosi  ripetere  per  yu  y;  ^i.jp,  ne  seguirà 
che  Si,  S  coincidono.  Ora  dalle  condizioni  iniziali 


•  dXi  dx      dXi  dx 

segue  intanto 


au  =S.' atr=a-.'P^^^  =  ^ 


Le  formolo  fondamentali  (I)  §.  55,  pag.  116,  della  teoria  delle  super- 


(^)  Cf.  p.  e.  Gk>URSAT.  —  Legans  sur  Vintégration  des  équcUions  aux  dérivées 
partidles  du  premier  ordre,  p.«  22. 
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ficie  dimostrano  in  conseguenza  che  si  ha 

Di  =  D    ,      D'i  =  D' ,  per  t;  =  0  . 

L'eguaglianza 

DD"  — D'»  =  DiD^i-D'!, 

fattovi  t;  =  0,  dà  quindi 

DD"  =  DD"i  ,  per  t;  =  0  . 
Ne  segue 

(d^iÌ       =  M 
\    7t,=o       \    /«=o 

a  meno  che  non  sia  (D)«^  ==  0-  Escluso  questo  caso,  dalla  terza  delle 
citate  formolo  (I)  §.  55  segue  appunto,  come  si  voleva  provare 

—  ^-.^erv^O, 

e  però  Si ,  S  coincidono. 

Nel  caso  escluso,  (D)„^  =  0,  la  linea  t?  =  0  è  una  linea  assintotica 
di  S;  possiamo  dunque  enunciare  il  teorema:  Se  di  una  superficie  fles- 
sibile S  si  mantiene  rigida  una  curva  F,  la  superficie  non  si  può  defor- 
mare, a  meno  che  la  curva  F  non  sia  una  linea  assintotica  di  S. 

Nel  caso  che  la  linea  F  sia  una  linea  assintotica,  ulteriori  proprietà 
delle  equazioni  a  derivate  parziali,  le  quali  qui  non  possono  che  venire 
accennate,  dimostrano  che  è  effettivamente  possibile  deformare  la  su- 
perficie senza  deformare  la  curva.  È  questa  una  singolare  proprietà  delle 
linee  assintotiche,  per  la  quale  esse  diconsi  anche  linee  di  piegamento. 
Questa  proprietà,  che  le  distingue  da  ogni  altra  linea  della  superficie,  di- 
pende propriamente  da  ciò  che:  Sopra  ogni  superficie  S  le  linee  assintotiche 
sono  le  caratteristiche  deirequazione  a  derivate  parziali  (10),  da  cui  di- 
pende la  deformazione  di  S  (^). 


(^>  Scritta  la  (10)  sotto  la  forma 

0(r,  8,  0=-0 
deUa  nota  al  numero  precedente,  Tequazione  differenziale  delle  caratteristiche 

per  le  (I)  §.  55,  diventa  appunto  l'equazione  differenziale  delle  assintotiche 
Ddu^  +  2Jydudv  +  D"  dv^  =  0 
(Cf.  Darboux,  t.  Ili,  pag.  1 
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§.    111. 

Detbrmasione  della  Buperflde  con  assegnata  deformata  di  nna  enrva. 

n  teorema  ora  dimostrato  rende  naturale  la  domanda: 

È  possibile  deformare  una  superficie  S'  in  guisa  che  una  curva  asse- 
gnata G  sopra  di  essa  assuma  una  forma  presùabìliéa  T  ? 

Osserviamo  in  primo  luogo  che,  se  la  deformazione  cercata  è  possi- 
bile, la  curvatura  assoluta  di  F  dovrà  in  ogni  punto  essere  maggiore,  o 
tutto  al  più  eguale,  alla  curvatura  geodetica  di  G  nel  punto  corrispon- 
dente. Supponiamo  questa  condizione  soddisfatta,  ed  anzi  intendiamo  per 
ora  escluso  il  caso  dell'eguaglianza  della  curvatura  assoluta  e  geodetica 
di  r,  che  allora  la  F  sarebbe  assintotica  sulla  superficie  deformata. 

Neir  ipotesi  che  esista  la  deformazione  richiesta,  sia  S  la  superficie 
deformata,  sulla  quale  prenderemo  un  sistema  coordinato  ortogonale  (u,v) 
come  al  numero  precedente,  tale  che  la  curva  F  sia  la  la  t;  =  0.  Fissiamo 
inoltre  per  maggior  chiarezza  che  U  parametro  u  sia  Varco  di  F  contato 
da  un  suo  punto  fisso,  talché  avremo 

E  =  1 ,  per  v  =  0  . 

Indichiamo  con  o  l'angolo  di  cui  deve  rotare,  in  verso  positivo,  nel 
piano  normale  a  F,  la  direzione  positiva  della  normale  a  S  per  sovrap- 
porsi a  quella  della  normale  principale  di  F.  Ritenendo  per  la  curva  F 
le  solite  notazioni  della  teoria  delle  curve  (e.  I),  avremo  così,  per  t;  ^  o  : 

dx  dg  da 

tv  1    3a;  „  1   dy 

5  =  C08  0  X  —  sen  o  —  =—  ,  ti  ==  cos  o  Y  —  aen  o  —  ~  , 

(18)  C^'^s^Z-sena  — ^ 

,  13»^  1    3y  _- 

X  =  -coso —  i —  senaX  ,  a=  —  cos  o  —  x^-seno  Y, 

Vq  at;  **  vq  a» 

V  =  -  cos  0  —  -^ —  sen  o  Z  . 
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Ora  si  ha 


colle  analoghe  per  y,«  e  poiché 


2  )v=-o'^       2G  dv       \pjv=r0  ^Q 


dal  confronto  colle  (13)  deduciamo 

(15)  D=^^  ,  i=_??5^^ 

p         p»  p 

La  seconda  di  queste,  essendo  note  la  curvatura  assoluta  -  e  la  geo- 

P 

detica  ->  di  ì\  dà  per  Tangolo  incognito  o  due  valori  supplementari* 

Intendiamo  preso  per  o  uno  di  questi  due  valori,  ciascuno  dei  quali 
condurrà  effettivamente  ad  una  corrispondente  superficie  S  <*^  e  dalle  (18) 

per  i  valori  iniziali  (per  t;  =  0)  di  ^  ,  ?^  ,  ^  avremo: 

Y  =  —  Vg  {£  sen  cj  +  X  cos  o) 


(16) 


^  =  —  Vg  (t]  sen  (5  +  [x  cos  o) 

r-  =  —  Vg  (C  sen  0  +  V  cos  o)  . 


Converrà  anche  notare  i  valori  di  X,  Y,  Z*  lungo  T,  che  sono 
/  X  =  5  cos  <3  —  X  sen  o 
(1 1*)  <  Y  =  Yj  cos  0  —  |j.  sen  o 

\  Z  =  C  cos  <3  —  V  sen  o . 
Ne  risalta  che  per  queste  tre  soluzioni  della  equazione  (10) 
A«  0  =  (1  -  Al  9)  K 


(i)  Che  il  problema  proposto  abbia  per  tal  modo  due  diverse  soluzioni  non 
contraddice  al  teorema  del  §.  110,  poiché  le  due  superficie  S,  che  cosi  si  otten- 
gono, sono  bensì  applicabili  Tana  suiraltra,  e  la  curva  F  nella  deformazione 
continua  dell'una  superficie  nell'altra  riprende  bensì  in  fine  la  forma  che  aveva 
in  principio,  ma  cangia  di  forma  negli  stati  intemiedii. 
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conosceremo  anche  i  valori  iniziali  (per  vssO)  delle  funzioni  stesse  e 
delle  derivate  parziali  seconde 

ya?      ya;       2^y      d'y      ^z      7?z 

L'equazione  a  derivate  parziali  (10),  cui  soddisfano,  fornirà  poi  al- 
meno 'ger  una  di  esse  i  valori  delle  derivate  seconde 

^    dy    ^ 

poiché  in  caso  contrario  dovrebbero  annullarsi  per  t;  =  0  la  espressione 

5r«~"il5r~9l57'  ^^^'®  ^^®  analoghe  per  y,  a.  Ma  queste,  colla  sosti- 
tuzione di  valori  iniziali,  ed  avendo  riguardo  alla  seconda  delle  (15), 
diventano 

cos  o ,.             .          .      cos  0  ,                        .      cos  <3  ,^  V 
(£  cos  0  -  X  sen  o) ,  (vi  cos  o  -  ii.  sen  o) ,  (C  coso  -  v  seno) 

e  solo  nel  caso  escluso  o  =  -  possono  simultaneamente  annullarsi.  Senza 

alterare  la  generalità,  potremo  dunque  supporre 

(a)  S  cos  o  -  X  sen  o  4=  0  ; 

allora  di  quella  soluzione  Xi  (ui  v)  della  equazione  fondamentale  (10), 
che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali 

(p)        a?!  =  a?,  g-;  =  a ,  -^  =  —  VG  (£  sen  0  -f  X  cos  a)    per  t;  =  0  , 

verranno  perfettamente  fissati  anche  i  valori  iniziali  delle  tre  derivate 
seconde  e  per  ciò  essa  esisterà  e  sarà  pienamente  determinata.  D'al- 
tronde, se  calcoliamo  il  valore  di  Ai  Xi  per  t;  =  0,  troviamo. 

Aia?i  =  (g-M  +^(9^)  =«*  +  (5 seno  +  Xcoso)*=l -(5coso-X  seno)' 

ed  è  quindi  a  causa  della  (a).  Ai  a;i  <;  1  per  t;  =  0.  Essendo  Ai  a^i  funzione 
continua  di  u,  v,  se  ne  conclude  che,  in  tutto  un  campo  finito  a  due 
dimensioni  per  w,  v,  risulterà  Ai  a^i  <!  l  e  perciò  (§  109)  alla  soluzione  Xi 
della  (10)  corrisponderà  una  superficie  Si  pienamente  determinata  di 
forma  coir  elemento  lineare  assegnato. 
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§.  112. 
Verifica  relativa  alla  saperflcie  deformata. 

Dopo  la  discufisione  del  §  precedente  altro  non  resta  che  yerificare 
come  la  superficie  Si  così  trovata  soddisfi  veramente  alla  condizione 
richiesta,  cioè  sulla  Si  la  curva  Ci  di  equazione  t;  =  0  sia  congruente 
coir  assegnata  curva  T;  a  tale  oggetto  converrà  dimostrare  che  Ci  e  T 
hanno,  ad  eguale  arco  u,  eguale  flessione  ed  eguale  torsione  (§  8).  Indi- 
cando coir  indice  1  gli  elementi  relativi  alla  Si,  dalle  osservazioni  al  § 
precedente  risulta  intanto  che  per  t;  =  0,  cioè  lungo  Ci ,  i  coseni  di  dire- 
zione della  normale  a  Si  saranno  dati  dalle  (16)  e  quindi  in  partico- 
lare sarà 

Xi  =  5  cos  0  —  X  sen  0 ,    per  t;  =  0  . 


Ora,  se  nella  equazione 

Vx,   \\i\dx,  ,  Jiija^i  .  Ti  Y 

poniamo  t;  =  0  e  sostituiamo  i  valori  iniziali  corrispondenti,  troviamo 


-  =5 (fi  sen  0  —  X  sen  o)  f  Di  (5  cos  o  —  X  sen  o) , 

P  9v 

ovvero  per  la  seconda  delle  (15): 
cos  0 


P 
ed  osservando  la  (a): 


(Scos  0 — \  sen  o)  =  Di  (£  cos  o  — X  sen  o) 


T^       cos  o 

Di  = ,    pert;  =  0, 

P 


Ma  (Di)„-o  è  la  curvatura  normale  della  w^O  ed  essendo  — = 

Pt^  P 

la  curvatura  geodetica,  il  quadrato  della  flessione  -  della  Ci  sarà 

pi 

i_n.  4.1-1 

P?-^^+pl-p- 

e  quindi  — =-  ,    cioè  le  due  prime  curvature  di  Ci  e  F  sono  eguali  ad 
eguale  arco.  Per  dimostrare  poi  che  lo  stesso  accade  per  le  due  torsioni 
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=-  ,  =  ricordiamo  che,  secondo  le  forinole  del  §  92  (pag.  202),  si  ha 
il     i  ♦ 

les-L-^  D'i     <fe 

Ora,  derivando  rispetto  ad  ti  la  relazione  (P) 

dxi  .- 

5^  =  "•  vG  (S  sen  o  -f  X  cos  o) , 

col  ricordare  le  forinole  di  Frenet,  otteniamo: 

+  Vg  sen  0  (--+m)  — "^^G  cos  o  = ,    per  t;  =  0 . 
D' altronde  facendo  v  =  0  nella  formola  generale 

3t^  =  ìiiair  +  l2Ì3ir  +  ^^^^' 

coir  osservare  che  si  ha 
(12)  1  aE  Vg     VGseno     (12)        1  SG        1    3  Vg 


1  )t;==0       2E  3v  p^  p         '(2)      2G3tt      yg    du    * 

e  ricordando  i  valori  iniziali  di  -^  =  a,     -  =  -  VG  (5  sen  o  +  X  cos  s), 
Xi  =  S  cos  <3  -  X  sen  a,  si  ottiene  : 

a'a?i         3  Vg  ,,  ,         .     v^  G  sen  c3     ^, ,,  ,        , 

^-x-  =  -  -<5—  (5  seno  +  X  cos  o)  + a+D  iCScos^  -  Xsen-s),  per  t;  =  0. 

cu  dv  du  p 

Questa  formola,  paragonata  colla  (y),  ci  dà 

Vg  (S  cos  0  -  Xsen  ^)  (^  +  t^)  =  "  D'i  (£  cos  a  -  X  sen  o)  , 

quindi,  sopprimendo  il  fattore  non  nullo  £  cos  a -X  seno 

i=:      Dl_^ 
T     "  yQ     dw  ' 

onde  appunto  m-=m-  Abbiamo  cosi  dimostrato  il  teorema: 
l'I      1- 

È  possibile  (in  due  modi  differenti)  deformare  una  superficie   S  in 
guisa  che  una  sua  curva  G  assuma  una  forma  arbitrariamente  prestabilita 


Digitized  by 


Google 


DEFORMAZIONI   SPECIALI  249 

r,  pwrehè  la  prima  cwrvatwra  di  T  sia  m  ogni  punto  maggiore  dèlia  cu/r- 
vah»ra  geodetica  di  G  nel  punlo  corrispondente. 


§.  113. 
Deformaùoni  speciali. 

Resterebbe  ora  da  considerare  il  caso  escluso  che  la  curvatura  asso- 
luta di  r  sia  eguale  alla  curvatura  geodetica  della  sua  forma  primitiva. 
Allora  è  facile  vedere  che  la  curva  F  non  può  più  prendersi  ad  arbitrio 
perchè,  supposta  possibile  la  deformazione,  la  F  riuscirà  assintotica  sulla 
deformata  e  la  sua  torsione  (pel  teorema  di  Enneper)  dovrà  essere  eguale 
in  ogni  punto  a  V'-K  ,  indicando  K  la  curvatura  delle  superficie.  In  tal 
caso  il  problema  proposto  si  cangia  adunque  nelP  altro.  Deformare  una 
superficie  in  guisa  che  una  sua  curva  C  assegnala  diventi  assintotica  dopo 
la  deformamene. 

Per  quanto  sopra  si  è  detto,  la  nuova  forma  F  che  dovrà  assumere 
C  resta  pienamente  determinata,  venendosi  così  a  conoscere  le  equazioni 
intrinseche  di  F.  Qui  ci  limitiamo  ad  enunciare  il  risultato  che  la  defor- 
mazione richiesta  è  sempre  possibile  e  può  quindi  (§.  110)  effettuarsi 
in  infiniti  modi. 

Ritornando  al  teorema  generale  stabilito  al  §  precedente,  possiamo 
osservare  che  da  esso  segue  l'altro:  Si  pub  deformare  in  in/ìnUi  modi 
una  superficie  S  m  guisa  che  una  sua  curva  assegnerà  C  diventi  linea  di 
curvatura  suila  superficie  deformata.  Per  assicurarcene  osserviamo  che 
basterà  scegliere  la  deformata  F  di  C  in  guisa  che  lungo  F  abbia  luogo 
la  proporzione 

dx  :  dy  :  da^dS.  :  dY  :  dZ , 

la  quale,  avuto  riguardo  alle  (16*),  dà  sémplicemente  (Cf.  §.92) 

do  __1^ 
du~     T" 

Si  potrà  dunque  assumere  ad  arbitrio  la  funzione  a  (u)  e  determinare 
poi  la  curva  F  dalle  equazioni  intrinseche 

1  ^  1  1___^^ 

p  p«  sen  a  '  T  ~     du  ' 
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Deformando,  secondo  il  teorema  generale,  la  superficie  S  in  modo 
che  la  0  assuma  la  forma  f,  questa  sarà  linea  di  curvatura  della  super- 
ficie deformata.  È  chiaro  che  le  infinite  forme  F  assunte  da  C,  quando 
diventa  per  deformazione  linea  di  curvatura,  soddisfano  all'equazione 
differenziale  del  1.®  ordine  fra  p  e  T: 


m=w^-{i)' 


In  particolare  fra  queste  infinite  forme  V  ve  ne  sono  ancora  infinite, 
per  le  quali  V  riesce  linea  di  curvatura  piana.  E  invero  basta  in  tal  caso 

dare  a  a  un  valore  costante  qualunque  compreso  fra  0  e  ^  ,  gli  estremi 

esclusi.  Più  in  particolare,  se  la  curva  G  è  a  curvatura  geodetica  costante, 
diventando  linea  di  curvatura  piana,  assumerà  la  forma  circolare. 

§.  114.* 
Deformazioni  che  conBorrano  le  assintotiche  di  nn  sistema. 

Esaminiamo  da  ultimo  la  questione  seguente:  Può  una  superficie  S 
deformarsi  in  guisa  che  le  assintoéiche  di  un  sistema  si  conservino  assin- 
totiche  dopo  la  deformazione? 

Nell'ipotesi  affermativa,  riferiamo  la  superficie  alle  sue  linee  assinto- 
tiche  attuali  (u,  v)  e  supponiamo  che  le  linee  u  si  conservino  assintotiche 
dopo  la  deformazione.  La  risposta  alla  nostra  questione  si  ottiene  fa- 
cilmente, ricordando  i  risultati  del  cap.  V,  §.  73,  relativi  alle  linee 
assintotiche  di  una  superficie.  Siano 

D,,  D',,  jy, 

i  valori  di  D,  D',  D"  dopo  la  deformazione;  avremo  per  ipotesi 

D\  =  0 


indi 


"■       -.-K.        "'■        =-^1. 


EG— F*  '  VeG— P  P 


Le  formolo  di  Codazzi,  scritte  sotto  la  seconda  forma  (IV*)  §.  56 
pag.  120,  danno 


_|./_^__Ui22|_D,^ o)12|_^ 


M^ 


^IVEG  — FV       f^'VEG— F'         I  1  )  VeG— F* 


=  0. 
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Ora  si  ha,  per  le  forinole'  citate  del  §.73: 
91ogP-      „(12|'_      |12 

e  però  la  precedente  diviene: 

122 


1  i  Di  =  0 

Se  supponiamo  Di  =  0 ,  ciò  significa  che  anche  le  linee  v  si  conservano 
assintotiche  e  in  conseguenza,  mantenendo  E,  F,  6,  e,f,gì  loro  valori, 
la  nuova  superficie  è  identica  all'  antica  (§.  73). 

Se  invece 

le  linee  u  sono  geodetiche  e,  poiché  sono  assintotiche,  esse  sono  neces- 
sariamente linee  rette  ^^K  La  superficie  è  adunque  una  superficie  rigata 
e  le  deformazioni  richieste  sono  quelle,  nelle  quali  le  generatrici  restano 
rigide.  Ma  per  una  superficie  rigata  tale  deformazione  è  effettivamente 
possibile  in  infiniti  modi.  £  infatti  rimane  soltanto  da  soddisfare  la 
prima  delle  citate  equazioni  (IV*)  §.  56,  che  diventa 

a  /       Di       \    ,    (  22  )        Di        ^  ^ 


M 


^  WEG  — FV        ^  2  '  VEG— F* 

È  chiaro  che,  se  Di  è  una  soluzione  di  questa  equazione,  la  solu- 
zione più  generale  sarà 

Di  7  (ti) , 

ove  <p(m)  è  una  funzione  arbitraria  di  u. 

Abbiamo  dunque  il  seguente  teorema  dovuto  a  Bonnet:  È  impossi- 
bile deformare  una  superficie  S  in  guisa  che  le  linee  assintotiche  di  un 
sistema  si  cotiservino  assintotiche,  a  meno  che  la  S  non  sia  una  superficie 
rigata^  di  cui  qudle  assintotiche  siano  le  generatrici  rettilinee. 

Per  una  superficie  rigata  al  contrario  è  possibile  deformare  la  su- 
perficie,  mantenendo  rigide  le  generatrici  ;  le  corrispondenti  deformazioni 
dipendono  da  una  funzione  arbitraria  <p(t«). 


(')  Che  una  linea  C  assintotica  e  geodetica  sia  una  linea  retta  risulta  dall 'os- 
servare che,  in  caso  contrario,  il  piano  osculatore  di  C  sarehhe  ad  un  tempo 
tangente  e  normale  alla  superficie.  Viceversa,  ogni  retta  esistente  sopra  una  su- 
perficie è  ad  un  tempo  linea  assintotica  e  geodetica. 
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Capitolo  Vili. 


Deformazione  delle  superficie  rigate. 


Superficie  rigate  applicabili.—  Elemento  lineare  di  una  rigata.—  Linea  di  stringimento  e 
teoremi  relativi  di  Bonnet.  —  Assintotiche  del  secondo  sistema.  —  Formola  di  Chasles.— 
Deformazione  delle  superficie  rigate  secondo  il  metodo  di  Minding.  —  Metodo  di  Bel  trami 
ed  equazioni  fondamentali  relative.  —  Problemi  di  deformare  la  superficie  rigata  in  guisa 
ohe  una  linea  assegnata  sulla  superficie  diventi  assintotic«,  o  linea  piana,  o  linea  di 
onrratura.— Superficie  rigate  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione. 


§.  116. 
Snperflcie  rigate  applicabili. 

Le  speciali  deformazioni  delle  superficie  rigate,  di  cui  ora  abbiamo 
riconosciuta  l'esistenza,  hanno  un  particolare  interesse.  E  noi  dediche- 
remo il  presente  capitolo  al  loro  studio,  che  si  compie  con  mezzi  ben 
semplici.  Ma  prima  di  tutto  dimostreremo  con  Bonnet  che  collo  studio 
di  queste  deformazioni  si  risolve  il  problema  generale  di  trovare  tutte 
le  superficie  rigate  applicabili  sopra  una  rigata  fissa. 

Sussiste  infatti  il  teorema  seguente  (Bonnet):  Se  due  superficie  rigate, 
che  non  risultano  per  deformazione  da  una  medesima  superficie  di  2.*  grado, 
sono  applicabili  runa  suU'alùra,  le  generatrici  dell'una  debbono  distendersi 
su  queUe  détt'aUra. 

Che  le  deformate  delle  superficie  di  2.®  grado,  a  generatrici  reali, 
facciano  eccezione  al  teorema  risulta  chiaramente  dairosservare  che,  pos- 
sedendo una  quadrica  un  doppio  sistema  di  generatrici  rettilinee,  essa 
può  deformarsi  sia  lasciando  rettilinee  le  generatrici  del  primo  sistema 
e  incurvando  le  altre,  sia  inversamente. 

Dimostreremo  il  teorema  enunciato  semplicemente  così.  Siano  S,  Si 
due  superficie  rigate  applicabili  e  supponiamo  che,  neirapplicabilità,  alle 
generatrici  u  di  S  non  corrispondano  le  generatrici  t;  di  Si .  Prendiamo 
allora  sopra  S,  Si  a  linee  coordinate  le  u,  v;  le  due  superficie  S,  Si  avranno 
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a  comune  la  prima  forma  fondamentale  e,  indicando  con 


i  Did:«i»-|-2D\ 
f  D  du^  4-  2  D' 


(1) 

•   --'  dudv+D"  dt^ 

le  rispettive  seconde  forme  fondamentali,  avremo 

D"  =  0    ,    Di  =  0  , 

perchè  le  u  sono  assintotiche  sopra  S  e  le  t;  sopra  Si .  I  due  discrimi- 
nanti delle  forme  (1)  essendo  inoltre  eguali,  pel  teorema  di  Gauss,  sarà 

Ora  esprimiamo  che  le  due  forme  (1)  soddisfano  alle  equazioni  di 
Codazzi  (IV*)  §.  56  (pag.  120),  osservando  che,  essendo  le  w,  v  geode- 
tiche, si  ha: 

ne  risultano  le  equazioni 


*  WE  G-F*/ 


VEG— P 


|-(-S— w.M— g 0. 

Queste  ci  dimostrano  che  si  soddisfa  altresì  alle  equazioni  stesse  di 
Codazzi,  prendendo: 

D  =  0   ,   iy'  =  o 

e  lasciando  a  D'  il  valorjs  precedente.  Esiste  dunque  una  terza  super- 
fide  Ss  applicabile  sopra  S,  Si ,  che  ha  per  linee  assintotiche  le  w,  v.  La 
Ss  è  quindi  doppiamente  rigata,  e  in  conseguenza  è  una  superficie  di  2.^ 
grado,  come  si  voleva  provare. 

Per  quanto  poi  riguarda  le  superficie  rigate  applicabili  sulle  super- 
ficie di  2.*»  grado,  è  chiaro  da  quanto  precede  (Cf.  anche  §.  114)  che  le 
loro  generatrici  si  distenderanno  sull'uno  o  sull'altro  dei  sistemi  di  ge- 
lu^atrici  della  quadrica. 
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§.  116. 
Elemento  lineare  di  nna  superficie  rigata. 

Allo  studio  deirapplicabilità  delle  superficie  rigate  premettiamo  al- 
cune considerazioni  generali  su  queste  superficie. 

Sopra  una  superficie  rigata  S  immaginiamo  tracciata  una  curva  qua- 
lunque G,  che  riguarderemo  come  direttrice  ed  assoggetteremo  solo  alla 
condizione  d' incontrare  tutte  le  generatrici.  Per  definire  la  rigata  S,  ba- 
sterà dare  la  direttrice  C  e,  in  ogni  punto  di  questa,  la  direzione  della 
generatrice  che  vi  passa. 

Sia  V  Tarco  della  direttrice  G,  contato  da  un  suo  punto  fisso,  siano 
Pf  g,  r  le  coordinate  correnti  di  un  punto  di  G  espresse  in  funzione  di  v, 
mentre  l,  m,  n  stanno  ad  indicare  i  coseni  di  direzione  (positiva)  della 
generatrice,  che  passa  pel  punto  (p,  q,  r)  di  G  e  sono  pure  determinate 
funzioni  di  v.  Indichiamo  poi  con  u  il  valore  algebrico  del  tratto  di  ge- 
neratrice, che  intercede  fra  il  punto  (p,  g,  r)  della  direttrice  ed  un  punto 
qualunque  {x.y.z)  di  S.  Le  formolo 

(1)  x=^p -^-lu    ,    y==g-f-mw    ,    a^r  +  nu 

ci  definiranno  la  superficie  S,  esprimendo  x,y,z  in  funzione  di  u,  v.  Gal- 
coliamo  Telemento  lineare  di  S  ;  indicando  per  ciò  con  apici  le  derivate 
prese  rapporto  a  v,  poniamo 

/  P    -fm'*    +1»^»    =M^ 

(2)  J  Vp+m'^  +  n'r'  =  ì!( 

[  Ip'  +  m  g'  +  »  /  =  cos  6  , 

ove  M,  N,  6  saranno  funzioni  di  v,  e  Tultima  di  esse  rappresenterà  evi- 
dentemente l'angolo  d'inclinazione  della  generatrice  sulla  direttrice.  A 
queste  formolo  dovranno  aggiungersi  le  altre 


(20 


?  +m«  +  n*  =  l 

(  p'^  +  ^^  +  r'^=l. 

Per  l'elemento  lineare  della  superficie  avremo 

ds*-du^  +  2cosedt«dft;  +  (M*w*  +  2Nw  +  1  )efo'  . 
Una  prima  osservazione  da  farsi  è  la  seguente.  L'equazione  différen- 


Digitized  by 


Google 


ELEMENTO   LINEAJIE   DI   UNA  RIGATA  255 

ziale  delle  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  è 

dfw  +  cos  6  cfo  =  0  ; 

eoa  una  quadratura  si  ha  quindi  subito  Tequazione  in  termini  finiti  di 
queste  traiettorie  ortogonali 


u.,f 


C08  e  dt;  =  costante  <*) . 


Consideriamo  una  generatrice  (v)  e  la  generatrice  infinitamente  vicina 
(v  +  dv)\  se  con  db  indichiamo  l'angolo  infinitesimo,  che  esse  formano 
fra  loro,  avremo  evidentemente: 


cioè 
(4) 


d9*  =  e«*  +  c?m'  +  c?n*  , 


dfp^Udv. 


Se  indichiamo  inoltre  con  cb  la  lunghezza  infinitesima  della  loro  mi- 
nima distanza,  e  con  U  il  valore  di  u  al  piede  dì  questa  minima  distanza 
sulla  generatrice  v,  avremo  per  note  formolo  di  geometrìa  analitica: 

l  m  n 
Vm'ri 


(fo= 


M 


dv; 


ma  si  ha 


P'^f'   ' 
l  m  n 
Vm'n' 


=  M»8en*e  — N*, 


onde 
(5) 


da  = ì; do  . 


Ponendo  poi 


A  = 


m  n 

,    B  = 

n    l 

,  c= 

l  m 

m'n' 

w  r 

V  ni 

(■)  Questo  risaltato  non  ò  evidentemente  che  on  caso  particolare  del  teo- 
rema A)  §.  98.  Wi-  202. 
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avremo 

/     l^V  dv     A 

^    m  +  mf  dv   B 

/     n  +  W  dv    C 


U=. 


A'  +  B«  +  C* 
e,  trascurando  nella  seconda  colonna  i  termini  infinitesimi,  troviamo 

(6)  U  =  -è- 

§.  117. 
Idnea  di  stringimento. 

Le  rette  condotte  per  un  medesimo  punto  dello  spazio  parallelamente 
alle  generatrici  di  una  superficie  rigata  formano  un  cono,  che  si  dice  il 
cono  direttore.  Prendendo  per  vertice  del  cono  Forigine  e  intersecando 
il  cono  con  una  sfera,  avente  il  centro  in  questo  punto  e  di  raggio  «  1, 
la  curva  sezione  si  dirà  Vmdicatrice  sferica  détte  generairici.  L'elemento 
d'arco  della  indicatrice  sarà  evidentemente  d'f  =  ÌILdv. 

Il  piede  della  minima  distanza  della  generatrice  v  dalla  successiva 
dicesi  il  punto  centrale  della  generatrice  stessa.  Il  luogo  di  questi  punti 
centrali  costituisce  una  linea  molto  importante  per  lo  studio  delle  super- 
ficie rigate,  che  prende  il  nome  di  linea  di  stringimento.  Per  la  (6), 
l'equazione  della  linea  di  stringimento  è 

(7)  M*M  +  N  =  0; 

la  linea  di  stringimento  coinciderà  colla  direttrice  se  N  =  0. 

La  linea  di  stringimento  è  sempre  unica  e  determinata,  salvo  il  caso 

che  sia  simultaneamente  M  =  0 ,  N  =  0  ;  allora,  per  la  prima  delle  (2),  la 

superficie  è  cilindrica.  Per  le  superficie  sviluppabili,  caratterizzate  dalla 

relazione 

M*sen'e  — N*  =  0  , 


la  linea  di  stringimento  coincide  coUo  spigolo  di  regresso 

Calcolando  la  cur\ 
mola  (§.  86,  pag.  184) 


Calcolando  la  curvatura  geodetica  —  della  direttrice  u^O  colla  for- 

Po 


1       V  EG— FM22) 

po~    gvg    1m 
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f 

facendoYi  per  la  (3) 

E  =  l    ,    F  =  cose    ,    G  =  liPtt*  +  2NM+l  , 

troviamo 

1  ^    N    .  de 
pb       sen  e  '  dv  ' 

Ne  risulta  che,  se  due  delle  tre  quantità 

1        N         ^ 

Po    '  '     dv 

sono  zero,  la  terza  è  pur  zero.  Interpretato  geometricamente,  questo 
risaltato  dà  il  teorema  di  Bonnet: 

Se  ad  una  linea  tracciaia  sopra  una  superficie  rigaia  appartengono 
due  deUe  tre  seguenti  proprietà:  i.**  di  essere  linea  geodetica,  *2.«  di  es- 
sere la  linea  di  stringimento,  3.^  di  tagliare  le  generatrici  sotto  angolo 
costante,  ad  essa  appartiene  anche  la  terea. 

E  chiaro  che  le  superficie  rigate,  sulle  quali  esiste  una  tale  linea, 
saranno  il  luogo  di  una  retta  che  si  appoggia  ad  una  curva  (linea  di 
stringimento)  normalmente  alla  normale  principale  e  facendo  un  angolo 
costante  coUa  curva.  In  particolare  solo  per  le  superficie  rigate  luogo 
delle  binormali  ad  una  curva,  accadrà  che  la  linea  di  stringimento  sia 
una  traiettoria  ortogonale  delle  generatrici. 

Osserviamo  in  fine  che,  assumendo  per  direttrice  una  traiettoria  orto- 

n  1 

gonale   deUe  generatrici,  sarà  6==-'^,  e  per  la  curvatura  geodetica  — 

delle  u  =  costante  avremo: 

1  M*u4-N 


p«  M*M«  +  2Nu+  1  ' 

onde  segue  che  :  la  linea  di  stringimento  può  anche  definirsi  come  il  luogo 
dei  punti  della  superficie  rigata,  nei  quali  è  nulla  la  curvatura  geodetica 
deUe  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici. 

§.  118. 
Parametro  di  distribuzione  del  piano  tangente. 

Sopra  ogni  superficie  rigata  le  generatrici   sono  le  assintotiche  di 
un  sistema,  come  è  chiaro  geometricamente.  Analiticamente  ciò  viene 

IT 
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subito  confermato  dal  calcolo  dei  coeffidenti  D,  I/,  D^  della  seconda  forma 
fondamentale;  troviamo  infatti: 

n£  fi 

m  n 


D  =  0  ,  1/  = 


VM*tt*+2Nu  +  setfe 


X 
l 


Tm'n' 
l  m  n 


VM*ii*  +  2Ntt  +  sen«e 


D"  = 


VM*f^  +  2Nu  +  8en*e 


l  m  n 


L'equazione  differenziale  delle  assintotiche  del  secondo  sistema  es- 
sendo quindi 

2D'dtt  +  D"(fe  =  0, 

ha  evidentemente  la  forma  di  Riceaii 

ove  A,  B,  C  sono  funzioni  della  sola  v.  La  proprietà  ben  nota  delle  equa- 
zioni di  questo  tipo  che  il  rapporto  anarmonico  {uiUtU^u^  di  quattro 
loro  soluzioni  particolari  è  una  costante,  osservando  il  significato  di  u, 
dà  immediatamente  il  teorema  di  Paul  Serret:  Il  rapporto  anarmonico 
dei  quattro  punti,  ove  una  generatrice  qualunque  interseca  quattro  assinr 
totiche  fisse  del  secondo  sistema  è  costante. 

Inoltre  si  vede  che:  Basta  conoscere  una  delle  linee  assintotiche  dd 
secondo  sistema  per  determifiare  le  altre  con  quadrature. 

Calcoliamo  ora  i  valori  dei  coseni  di  direzione  X,  Y,  Z  della  normale; 
essi  sono  dati  dalle  formolo: 


X  = 


m 


^-{-niu  ,  /  +  n^u 


VM»w»  +  2Nw  +  sen«e 


Y  = 


Z  = 


n  l 

f^  +  n'tt  ,  Z  +  Tu 


VM*tt»+2Ntt+sen*e  ' 
l  m 

Z  +  Tw  ,  g[±niu 


VM*u*  +  2Nw+seii*e  • 
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Se  indichiamo  con  Xo,  Yo,  Zo  i  valori  di  X,  Y,  Z  al  punto  centrale 

N 
tt  =  —  jTp ,  con  Q  l'angolo  (fra  0  e  tc)  che  formano  fra  loro  le  due  di- 
rezioni positive  (X,Y,Z),  (Xo,  Yo,Zo),  da  cos  Q==XXo  + YYo  +  ZZo, 
troveremo 

VM*sen«e— iP 

cos  Q  = izz=zz=3z=: • 

MVM*u«  +  2NM  +  8en*e 

I  valori  dei  radicali  ed  M  stesso  essendo  da  assumersi  positivi,  si 
vede  che  l'angolo  Q  è  sempre  acuto,  come  era  facile  a  prevedere  geo- 
metricamente. 

Supponiamo  ora,  per  semplicità,  che  la  direttrice  sia  una  traiettoria 
ortogonale  delle  generatrici;  avremo  allora 

e  cangiando  il  parametro  v  in 

t^i  =  /  M  cfo 

(ove  dunque  Vi  rappresenta  Parco  della  indicatrice  sferica  delle  genera- 
trici), col  porre  inoltre 

N_  Vm»  — tP_^ 

saranno  a,p  funzioni  di  Vi  e  Telemento  lineare  prenderà  la  forma 
(8)  (fe»  =  tfwM-  l(«  — a)*  +  H  rft^  • 

La  formola  superiore  per  cosQ  diventa 

cos  Q  =  ^  , 

V(u-a)«+^« 

onde  segue  la  formola  di  Chasles 

tangQ  =  -p-  , 

ove  attualmente  Q  viene  preso  fra  —  -  e  -,  e  il  suo  segno  dipende  dal 

senso  secondo  cui  ruota  il  piano  tangente,  quando  il  punto  di  contatto 
si  muove  dal  punto  centrale  verso  il  punto  che  si  considera. 
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A  seconda  che  la  rotazione  del  piano  tangente  attorno  alla  genera- 
trice, spostandosi  il  punto  di  contatto  nell'uno  o  neir altro* senso  lungo 
di  questa,  avviene  da  destra  verso  sinistra  o  da  sinistra  verso  destra, 
la  superficie  rigata  si  potrà  dire  sinistrorsa  o  destrorsa.  Sulle  sini- 
strorse le  assintotiche  curvilinee  saranno  destrorse,  ed  inversamente 
(Cf.  §.  74,  pag.  159). 

DaUa  (9)  deduciamo  subito  alcune  conseguenze  notevoli.  Si  faccia 
rotare  attorno  alla  generatrice  (v)  il  piano  tangente  nel  punto  centrale 
dell'angolo  Q;  esso  risulterà  tangente  alla  superficie  nel  punto  (ui,t;) 
determinato  dalla  relazione 

Ui  —  a  =  ptangQ  , 

e  risulterà  normale  alla  superficie  nel  punto  (ti^,  v)  dato  dalla  formola 

ti,  —  a  =  —  p  cot  Q  , 

onde 

(wi— a)  («*«  — a)  =  -P*  . 

Dunque  ogni  piano  per  una  generatrice  individua  sopra  ogni  gene- 
ratrice due  punti  Pi,  Ps,  nei  quali  è  rispettivamente  tangente  e  normale 
alla  superficie.  Rotando  il  piano  attorno  alla  generatrice,  la  coppia  di 
punti  Pi,  P,  genera  una  involuzione,  il  cui  centro  è  il  punto  centrale. 

Da  ultimo  osserviamo  che  dalla  (8)  segue  per  la  curvatura  E  Tespres- 
sione 

^ 


K  = 


[(ti-a)«  +  p«T 


Iti»  1 


questa  è  essenzialmente  negativa,  come  è  naturale,  essendo  reali  le  as- 
sintotiche. Lungo  ogni  generatrice,  per  la  quale  non  sia  p  =  0,  il  massimo 
del  valore  assoluto  di  E  ha  luogo  al  punto  centrale  e,  allontanandosi  da 
questo  punto,  questo  valore  decresce  tendendo  a  zero. 

§.  119 
Deformazione  delle  rigate  secondo  il  metodo  di  MiTìdìng. 

Veniamo  ora  al  problema  proprio  del  presente  capitolo,  alla  deter- 
minazione cioè  di  tutte  le  superficie  rigate  con  assegnato  elemento  li- 
neare. Allora,  essendo  dato  Telemento  lineare,  che  assumeremo  sotto  la 
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forma  generale  (3),  saranno  date 

e,  M,  N 

in  funzione  dì  t;,  e  il  problema  consisterà  nel  determinare  le  sei  funzioni 
incognite  p,  q,  r,  l,  m,  n  della  sola  variabile  t;,  in  guisa  da  soddisfare  le 
cinque  equazioni  fondamentali 

(10) 

(  p  +  m'«  +  »'»  =  M» 

!jP'*  +  4^  +  t^=l 

Otteniamo  due  metodi  differenti  per  la  trattazione  del  nostro  pro- 
blema, secondo  che  riguardiamo  dapprima  come  note  l,m,n  e  cerchiamo 
p,  q,  r,  0  inversamente,  supposte  note  p,  q,  r,  cerchiamo  Z,  m,  n.  Nel  primo 
caso  abbiamo  il  metodo  esposto  da  Minding,  che  conduce  ai  risultati 
seguenti. 

Siano  l,  m,  n  tre  funzioni  di  v,  che  soddisfino  le  due  equazioni  (10). 
Le  (11)  daranno  allora  i  valori  di  jp,g,  r  e  da  questi  con  quadrature  si 
avranno  jp,  j,  r. 

Ora,  se  si  pone 

?  =  sen  (0  cos  i|)  ,    m  =  sen  co  sen  ([)  ,    n  =  cos  co  , 

dove  a>,  (|)  sono  due  funzioni  di  v,  rimarrà  solo  da  soddisfare  la  seconda 
delle  (10)  che  dà 

co'*  +  ^"^  sen*  (0  =  M*  , 

onde,  rimanendo  a>  arbitraria,  si  avrà  ^  con  una  quadratura  dalla  formola 


♦=/ 


seno) 


L'arbitrarietà,  che  rimane  nella  soluzione  colla  presenza  della  fun- 
zione arbitraria  od  (v),  si  può  interpretare  geometricamente  dicendo  che 
alla  superficie  S  si  può  fare  acquistare,  per  deformazione,  un  cono  diret- 
tore fissato  ad  arbitrio. 

£  infatti  le  coordinate  2,  m,  n  di  un  punto  dell'assegnata  indicatrice 
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sferica  delle  generatrici  soddisferanno  alle  (10),  quando  fra  Parco  7  di 
questa  indicatrice  e  Farce  v  della  direttrice  si  stabilisca  la  relazione 


? 


=  fudv. 


Il  cono  direttore  della  corrispondente  superficie  avrà  allora  la  forma 
fissata. 

Notiamo  poi  che,  risolvendo  le  (11)  rapporto  a/,i',f^,  si  ottiene 


j.^-/^,fl>rN±av/M'8en*e-N» 


(12) 


dove  si  è  posto 


m  n 

,  6  = 

n  l 

,  e  — 

l  m 

tn'n' 

n'V 

V  m' 

a  = 


E  poiché,  non  essendo  la  superficie  sviluppabile,  si  ha 

M'sen'O  — JP>0  , 

i  due  sistemi  di  valori  per  /,  ^,  /,  corrispondenti  al  doppio  segno  del 
radicale,  conducono  a  due  superficie  essenzialmente  differenti. 

Abbiamo  dunque  il  risultato: 

Ogni  superficie  rigetta  può  deformarsi  in  guisa  che  il  suo  cono  direttore 
aclisti  una  forma  fissata  ad  arbitrio,  e  ciò  in  due  modi  diversi. 

I  calcoli  necessari  alla  determinazione  deUe  due  superficie  deformate 
consistono  soltanto  in  quadrature. 

§.  120. 
Metodo  di  Beltrami. 

Col  metodo  precedente  determiniamo  effettivamento  tutte  le  super- 
ficie rigate  applicabili  sopra  una  data.  Però,  quando  si  volesse  deter- 
minare la  funzione  arbitraria  o)  (v)  in  guisa  da  soddisfare  una  assegnata 
condizione,  s'incontrerebbero  il  più  delle  volte  difficoltà  insormontabili. 
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Sarà  allora  preferibile  il  secondo  metodo,  che  ora  passiamo  ad  esporre, 
metodo  dovuto  a  Beltrami  ^^K 

Questo  metodo  consiste  nel  ricercare  dapprima  quali  forme  può  as- 
sumere la  direttrice,  deformando  la  superficie.  Per  ognuna  di  queste  forme, 
la  forma  della  corrispondente  superficie  risulta  determinata  dell'osservare 
che  la  curvatura  geodetica  della  direttrice  e  l'angolo  6  non  variano  per 
la  flessione.  £  chiaro  a  priori  che,  la  soluzione  generale  del  problema 
comportando  una  sola  funzione  arbitraria,  le  forme  possibili  per  la  di- 
rettrice sono  necessariamente  vincolate  ad  una  condizione,  che  si  tratta 
appunto  di  ricercare. 

Anche  dai  teoremi  generali  suUa  deformazione  segue  la  medesima 
cosa  poiché  alla  curva  assegnata  si  può  bensì  fare  acquistare,  per  de- 
formazione della  superficie,  qualunque  forma,  ma  soltanto  supponendo  fles- 
sibili anche  le  generatrici. 

Consideriamo  una  di  queste  forme  della  direttrice,  per  la  quale  rite- 
niamo le  solite  notazioni  della  teoria  delle  curve.  Indicando  con  a  Tangolo 
d'inclinazione  del  piano  osculatore  della  direttrice  sul  piano  tangente 
alla  superficie,  avremo: 

Ìi  =  a  cos  e  +  (4  cos  0  +  X  sen  o)  sen  6 
,m  =  p  cos  8  -f  (y]  cos  a  +  jisen  o)  sen  0 
w  =  Y  cos  6  f  (C  cos  0  +  V  sen  o)  sen  9  . 

Calcolando  V,  m\  n,  per  mezzo  deUe  formolo  di  Frenet,  le  equazioni 
fondamentali  (10),  (11),  cui  debbono  soddisfare  h  w,  n,  si  riducono  alle 
due  segnanti 

^  ,  cos  0  N 


seu 


p  sen  6 

•  n/a/  I   co8o\*   ,    (cose  ,  ,              Q.,   ,   seno  sen  6)* 
V  "7")  -— +  (cos(3sene)  H j  + 


+    (sen  0  sen  9) = =  M*  <*' , 


(<)  Sulla  flessione  delle  superficie  rigate.  Annali  di  matem.  1865,  t.  VII, 
p.  105. 

(«)  Con  (cos  0  sen  bj  (sen  a  sen  Oy  si  indicano,  per  abbreviare,  le  derivate 
rapporto  a  v  della  funzione  fra  parentesi. 
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ovvero 

(14)  ??i£  =  ^  N  _e'(i) 

^    ^  .  p  seno 

.--.  (cose  ,    .  ^,    .   senosenB)'  , 

(15)  —  +  (cos  0  sen  6/  H j^ + 

1   (  /                a\f      COS  0  sen  8  )*      .^      ^^ 
+    (sen  0  sen  6)' = =  M*  —  N* . 

Le  incognite  del  nostro  problema  sono 

0,  p,  T 

ed  è  chiaro  che,  se  dalla  (14)  si  trae  il  valore  di  o  e  si  sostituisce  nella 
(15),  questa  si  muta  in  una  relazione 

(16)  ^(«.p.T.|)  =  0. 

che  vincola  i  raggi  di  prima  e  seconda  curvatura  della  direttrice  tra- 
sformata. 

Ad  ogni  curva,  i  cui  raggi  di  flessione  e  torsione  soddisfino  la  (16), 
corrisponde  una  speciale  deformazione  della  superficie  rigata,  i  cui  ele- 
menti si  calcoleranno  dalle  (14),  (13).  Il  problema  attuale  viene  così  col- 
legato coli' altro  della  teorìa  delle  curve  di  determinare  una  curva  dalle 
sue  equazioni  intrinseche  (§§.  8, 9). 

§.  121. 
Deformazione  che  cangia  la  direttrice  in  un'  assintotdca. 

Diamo  ora  le  più  importanti  applicazioni  dei  risultati  generali  pre- 
cedenti. 

Proponiamoci  in  primo  luogo  il  problema  di  deformare  la  superficie 
rigata  in  guisa  che  la  direttrice  diventi  assintotica.  Dovremo  porre  allora 

0  =  0  {o  =  7c) 
e  risulterà 

dove  naturalmente  il  segno  del  secondo  membro  è  determinato  dalla  con- 


(')  Questa  esprime  che  la  curvatura  geodetica  della  direttrice  non  varia  per 
flessione.  (Cf.  §.  117). 
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dizione  di  dare  per  p  un  valore  positivo.  La  (15)  dà  quindi 

^     j.  _  VM*sen'9— IP 
^^     T~  sen'O 

Dunque:  Ogni  superficie  rigata  può  flettersi  in  modo  che  una  linea  trac- 
ciata ad  arbitrio  sopra  di  essa  diventi  linea  assvntotica.  La  direttrice  tra- 
sformata è  individuata  daUe  equazioni  intrinseche  (a),  (ò)  (^). 

Consideriamo  il  caso  particolare  in  cui  la  direttrice  è  geodetica;  al- 
lora risulta 

cioè  la  direttrice  trasformata  è  una  linea  retta.  Ne  segue: 

Ogni  geodetica  di  una  superficie  rigata  può  rettificarsi,  deformando  la 

superficie. 

Per  ottenere  le  semplici  formole  relative  a  questo  caso,  assumiamo 

la  direttrice  trasformata  per  asse  delle  £i  e  avremo 

p  =  0    ,    g  =  0    ,    r  =  v 

w  =  cos  9  ; 
e,  ponendo 

Z  =  senO  cos^p    ,    m  =  senfl  sen^'  , 
da 


risulterà,  come  a  pag.  261 


,./? 


dv; 


senO 
per  la  superficie  deformata  avremo  dunque  le  formole 

a;  =  u  sen  6  cos  ^  ,    y  =  t*  sen  6  sen  <p  ,    -ef  =  i;  -h  w  cos  9  . 

In  particolare  se  9  =  - ,  cioè  se  la  superficie  è  il  luogo  delle  binor- 


(^)  Cosi  per  le  superficie  rigate  resta  dimostrato  un  teorema,  che  abbiamo 
soltanto  enunciato  in  generale  a  pag.  249;  potersi  cioè  sempre  flettere  una  su- 
perficie in  guisa  da  far  diventare  assintotica  una  sua  curva  qualunque.  La  de- 
formazione resta  qui  determinata,  perchè  consideriamo  solo  quelle  flessioni  della 
rigata  che  lasciano  rettilinee  le  generatrici. 
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mali  della  direttrice,  la  superficie  deformata  sarà  una  conoide  retta,  e 
avendosi  in  questo  caso 

dove  7n  è  la  torsione  deDa  direttrice  primitiva,  risulterà 


♦=/f 


Più  in  particolare  se  la  direttrice  primitiva  è  a  torsione  costante,  la 
conoide  trasformata  è  Telicoide  rigata  d'area  minima. 

Inversamente,  se  si  cercano  tutte  le  superficie  rigate  applicabili  su 
questa  elicoide,  il  cui  elemento  lineare  è  (pag.  237) 


&*  =  it**  +  (^,  +  l)cit;^, 


avremo 

<,      "       fl      " 
"=2'    ®=2' 

M 

onde  la  (15)  dà 

1 
T  ~ 

1_ 
m 

^  ,    N  =  0. 

fu 


Dunque:  Le  superficie  rigate  applicabili  svìWdicoide  rigaia  Sarea  mi- 
nima, ài  parametro  dicoidale  m,  sono  tutte  e  sole  le  superficie  generate  daUe 

binormaii  ddle  curve  a  tarsiane  costante 

m 

§.  122. 

« 
Defonnazioni  diverse. 

Supponiamo  ora  che  la  direttrice  attuale  sia  traiettoria  ortogonale 
delle  generatrici;  rendendola  assintotica  col  deformare  la  superficie,  le 
sue  normali  principali  saranno  le  generatrici  della  superficie  deformata. 
Dunque:  Flettendo  una  superficie  rigata,  si  possano  rendere  le  generatrici 
normali  principali  di  una  loro  traiettoria  ortogonale. 

Proponiamoci  ora  di  deformare  la  superficie  in  guisa  da  rendere  piana 

la  direttrice  t«  ==  0.  Basta  per  ciò  porre  nella  (15)  >p  =  0,  il  che  dà  un'equa- 
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zione  del  1.^  ordine 

*(.,P,|)-0 

per  determinare  p,  onde  si  conclude:  È  possibile  in  qo^  modi  deformare 
una  superficie  rigata  in  guisa  che  una  sua  curva  arbitraria  diventi  piana. 
In  particolare,  se  la  curva  data  è  traiettoria  ortogonale  delle  gene- 
ratrici, essendo 

«=ì.  ^=«. 

la  (16)  diventa 

a^  =  M*  — N»  , 

onde  si  ha  con  una  quadratura 

o=r  Vm*  — N«  dv  , 

e  la  deformata  piana  risulta  determinata  dalla  (14),  che  dà 

cos  0 
P  = N-' 

dopo  di  che  la  deformata  piana  si  ha  con  quadrature  (§.  9). 

In  fine  ricerchiamo   se  è  possibile  rendere  colla  deformazione  una 
curva  prestabilita  linea  di  curvatura.  Essendo 

X  =  Xco8o  —  e  seno  ,  Y  =  |icosa  —  Tjsena  ,  Z  =  vcoso  —  Cseno 

i  coseni  di  direzione  deUa  normale  aUa  superficie  lungo  la  direttrice  tra- 
sformata, dovremo  avere  perciò  (Cf.  §.  18). 

1_  _da 

T  ~  dv' 

ed  eliminando  colla  (14)  e  colla  precedente  dalla  (15)  -  ,  = ,  avremo  per 

determinare  a  un'equazione  differenziale  del  l.""  ordine.  Ciò  suppone  na- 

turalmente  che  non  sia  0  =  ir»  che  altrimenti  la  superficie  dovrebbe 

essere  sviluppabile  <^). 

Se  ne  conclude  :  È  sempre  possibile  deformare  una  superficie  rigata  in 


(^)  Ciò  ò  confermato  anche  dal  calcolo  ora  indicato,  poiché  il  primo  membro 
della  (15)  risulterebbe  nullo. 
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guisa  che  una  sua  linea  arbUraria  diventi  linea  di  curvatura,  purché  non 
sia  traiettoria  ortogonale  delle  generatrici. 

Osserviamo  poi  che,  se  la  curva  data  è  geodetica,  diventando  linea 
di  curvatura  diventa  piana,  come  è  chiaro  geometricamente.  Ciò  risulta 
anche  dalle  nostre  formolo;  e  invero  la  (14)  dà: 

•  cos  a  =  0    ,    indi  m  =  0  > 
e  la  (15)  diviene 

^Vcos^e  ,  e^  =  M*  — N*, 

il  che  individua  p  e  quindi  la  curva  deformata. 


§.  123. 
Superficie  rigate  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione. 

Bisolviamo  da  ultimo  la  questione  seguente:  Quali  sono  le  superficie 
rigate  reali  applicabili  sopra  superficie  di  rotandone? 

Una  tale  superficie  dovrà  ammettere  una  deformazione  continua  in 
sé  medesima,  durante  la  quale  V  intero  sistema  di  generatrici  dovrà  can- 
giarsi in  sé  medesimo  (§.  115),  ove  attualmente,  a  causa  della  continuità 
della  deformazione,  non  è  nemmeno  escluso  il  caso  delle  superficie  ap- 
plicabili su  quelle  di  2.^  grado. 

Sia  ora 

ds*  =  dt^  +  \(u—aL(v)Y  +f  {v)\  dt^ 

Telemento  lineare  della  superficie,  supposta  riferita  alle  generatrici  ed 
alle  traiettorie  ortogonali.  Durante  la  deformazione  continua  supposta, 
la  linea  di  stringimento  scorrerà  sopra  sé  medesima  e  però  taglierà  sotto 
angolo  costante  le  generatrici  e  sarà  quindi  geodetica  (§.  117);  inoltre 
lungo  di  essa  sarà  costante  la  curvatura  Eo  della  superficie.  Ora  si  ha 
lungo  la  linea  di  stringimento  M  =  a 

Ko  =  — -pi  , 

per  cui  si  conclude  intanto 

^  (v)  =  Jc  Qc  costante). 

Indicando  poi  con  co  Tangolo  (costante)  d'inclinazione  delle  gen^a- 
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trici  sulla  linea  di  strìngimento,  abbiamo 

.  l  du      1    ,  / N 

onde 

K  (v)  =  kv  cot (0  , 

potendosi  includere  la  costante  additiva  in  u. 

L'elemento  lineare  delle  superficie  cercate  ha  adunque  la  forma 


(17)  ds'=dtt*+    (w  — ftcota>t;)*  +  ft*    dt;*. 

esso  appartiene  airelicoide  rigata  ( 
rametro  h;  per 


Per  tt>  =  J7  esso  appartiene  airelicoide  rigata  d'area  minima  di  pa- 


all'iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda,  la  cui  iperbola  meridiana  ha 
i  semi-assi  traverso  ed  immaginario  a,  b  dati  dalle  formolo 

a  =  i  cot  CD    ,    6  =  1, 

come  ora  si  vedrà  (^) .  Dunque  :  Le  uniche  superficie  rigate  reali  applicabili 
sopra  superficie  di  rotazione  sono  le  deformate  ddV elicoide  rigata  ad  a/rea 
minima  e  deW  iperboloide  di  rotaeione  ad  una  falda. 

La  classe  completa  delle  superficie  della  prima  specie  è  già  stata 
caratterizzata  al  §.  121,  come  quella  che  comprende  le  superficie  delle 
binormali  delle  curve  a  torsione  costante. 

Per  le  seconde  si  ha  un  elegante  teorema,  dovuto  a  Laguerre,  che 
ritroviamo  nel  modo  seguente. 

Poniamo  nella  (17) 

sena)  *    '  *  ' 

ed  avremo  per  l'elemento  lineare  delle  superficie  in  discorso 

&*=dfiJ  +  2cosa)  dM,dv,  +  i^^^^^^  +  l)  df?, 

e,  confrontando  colle  notazioni  primitive,  abbiamo  quindi 
r,         ,,       sen  co         ^r      r. 


(<)  Lasciaino  la  verifica  diretta  al  lettore. 
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Se  nella  (15)  introduciamo  questi  valori,  coir  osservare  che  a  =  —  , 

otteniamo: 

/iQ\  cos<o    ,   seno)       senco 

^^^^  T"  +  "T"  -  "ir  '     * 

onde  il  teorema:  Le  curve  in  cui  si  trasforma  il  circolo  di  gela  ékU' iper- 
boloide ad  una  falda  per  defonnojrione  detta  superficie  (restando  rettilinee 
le  generatrici)  sono  curve  di  Bertrand. 

Di  qui  segue  una  verifica  della  proprietà  osservata  che  T  elemento 
lineare  precedente  appartiene  all'iperboloide  ad  una  falda.  E  invero,  se 
si  rende  piana  la  linea  di  stringimento  (§.  122),  si  ha  per  la  (18) 

—  =  0    ,    p  =  i  cot  tt) , 

e  però  essa  diviene  un  cìrcolo  di  raggio  »  i  cot  co  e  la  superficie  è  evi- 
dentemente un  iperboloide  ad  una  falda,  che  ha  questo  circolo  per  circolo 
di  gola. 
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Capitolo  IX. 


Superficie  eYolate  e  teorema  di  Weingarten. 


Proprietà  generali  delle  due  falde  dell'evoluta  —  Evoluta  media  di  una  super Acie  secondo 
Ribauoour  —  Superficie  W,  i  cui  raggi  principali  di  curvatura  sono  legati  da  una  rela- 
zione —  Teoremi  di  Ribauoour  relativi  alla  corrispondenza  delle  linee  assintotiche  sulle 
due  fiiàlde  delP  evoluta  —  Determinazione  per  quadrature  delle  linee  di  curvatura  di  una 
superficie  W  —  Le  due  falde  dell*  evoluta  di  una  superficie  W  sono  applicabili  sopra 
Buperfloie  di  rotazione  (Teorema  di  Weingarten)  —  Teorema  reciproco  di  Weingarten  — 
Forme  particolari  dell'  elemento  lineare  sferico  corrisiK>ndenti  alle  superficie  W  —  Ap- 
plicazione alla  determinazione  delle  superficie  d' area  minima  ri'j-rf=0  e  delle  superficie 
di  Weingarten  2  (rr-^)  ==  sdn  [2  (rf-f-ri)]  —  Evolventi  e  complementari  delle  superficie  pseu- 
doaferiohe. 

§.  124. 
Le  due  iSAlde  dell' evoluta* 

Riprendiamo  nella  prima  parte  di  questo  capitolo  lo  studio  delle 
proprietà  generali  delle  superficie,  per  applicare  poi  i  risultati  ottenuti 
ad  una  classe  particolarmente  importante  di  superficie. 

Abbiamo  veduto  che  sopra  la  normale  in  ogni  punto  M  di  una  super- 
ficie S  esistono  due  punti  speciali  Mi,  Mt,  che  sono  i  suoi  centri 
principali  di  curvatura,  ovvero  i  centri  di  curvatura  delle  due  sezioni 
normali  principali,  uscenti  da  M.  Quando  il  punto  M  si  muove  sulla 
superficie  S,  i  centri  di  curvatura  Mi,  Ms  descrivono  una  superficie, 
che  dicesi  Venduta  della  superficie  S,  mentre  questa  dicesi  V evolvente. 
Ia*  evoluta  si  compone  evidentemente  di  due  falde  Si,  Ss,  V  una  descritta 
dal  centro  Mi,  T  altra  dal  centro  M^. 

Possiamo  generare  le  due  falde  Si,  St  dell'evoluta  anche  nel  modo 
seguente.  Consideriamo  una  linea  di  curvatura  C  di  S;  le  normali  alla 
superficie  S  lungo  C  generano  una  sviluppabile,  il  cui  spigolo  di  re- 
gresso r  è  appunto  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  delle  sezioni  normali 
tangenti  a  C.  Se  facciamo  variare  C  nel  suo  sistema,  la*  sua  curva  evoluta 
r  descriverà  una  falda  dell'evoluta. 

Stabiliamo  ora  con  semplici  considerazioni  geometriche  alcune  pro- 
prietà fondamentali  delle  evolute  e  in  primo  luogo  dimostriamo  il  teorema: 
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Gli  spiali  di  regresso  delle  sviluppabili,  luogo  delle  normali  alla  super- 
ficie lungo  le  sue  singole  linee  di  curvatura,  sono  geodetiche  della  superficie 
evoluta. 

Per  dimostrarlo  cominciamo  dall' osservare  che  ogni  normale  all'evol- 
vente è  tangente  in  due  pnnti  all'evoluta,  e  precisamente  alla  prima 
falda  Si  nel  primo  centro  Mi,  alla  seconda  falda  S2  nel  secondo  centro 
Ms.  Consideriamo  ora  un  elemento  M  M'  di  una  linea  di  curvatura  del 
secondo  sistema.  Le  normali  in  M,  M'  s'incontrano  (a  meno  d'infinite- 
simi d'ordine  superiore)  nel  secondo  centro  Mt  e  toccano  la  prima  falda 
Si  nei  rispettivi  primi  centri  di  curvatura  Mi,  M'i  su  queste  normali. 

Il  piano  M  Ms  M  contiene  dunque  due  direzioni  distinte  Mi  Me,  Mi  Mi 
uscenti  da  Mi  e  tangenti  ad  Si  ed  è  per  conseguenza  il  piano  tangente 
in  Mi  alla  prima  falda.  Ne  segue  intanto: 

La  normale  in  Mi  àUa  prima  falda  è  parallèla  alla  tangente  in  M  alla 
prima  linea  di  curvatura;  similmente  dicasi  per  V altra  falda. 

Ora  se  Ci  è  una  linea  di  curvatura  del  primo  sistema  e  Ti  lo  spigolo 
di  regresso  della  sviluppabile,  generata  dalle  normali  a  S  lungo  Ci,  la 
tangente  a  Ci  in  M  è  parallela  alla  normale  principale  della  curva  evoluta 
Fi,  onde  risulta  dimostrato  il  teorema  sopra  enunciato. 

Possiamo  di  più  facilmente  determinare  quali  sono  sopra  una  delle 
falde  dell'  evoluta,  p.  e.  la  prima,  le  curve  traiettorie  ortogonali  di  queste 
geodetiche  Fi.  E  infatti  se  ^1  è  una  di  queste  traiettorie  ortogonali  sopra 
Si,  t  la  linea  corrispondente  di  S,  le  normali  a  S  lungo  t  generano  una 
superficie  rigata,  sulla  quale  le  curve  t,  t^  sono  traiettorie  ortogonali  delle 
generatrici.  Il  segmento  M  Mi  di  questa  generatrice  compreso  fra  t^  ti  è 
adunque  costante  (teorema  (A)  pag.  192)  quando  M  si  sposta  lungo  t^  cioè 
lungo  la  linea  ^  di  S  è  costante  il  raggio  di  prima  curvatura  n. 

Dunque:  Le  traiettorie  ortogonali  delle  geodetiche,  inviluppate  sopra  una 
deUe  falde  dell'  evoluta  dalle  normali  alla  evolvente,  corrispondono  a  qudle 
curve  della  superficie  evolvente,  lungo  le  quali  è  costante  U  rispettivo  raggio 
principale  di  curvatura  <^). 


W  Non  sarà  inutile  osservare  che  la  dimostrazione  qui  data  della  proprietà 
che  le  r]^«costante  spno  le  traiettorie  ortogonali  delle  Fi  è  indipendente  dall*  al- 
tra che  le  Ti  siano  geodetiche.  Ed  anzi  se  ne  può  trarre  una  nuova  dimostrazione 
di  questo  fatto,  osservando  che,  per  le  proprietà  delle  curve  evolute,  V  arco  dcUe 
curve  Ti  compreso  fra  due  loro  traiettorie  ortogonali  è  eguale  per  tutte  (Cf.  §,  89, 
pag.  192  —  nota). 
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Viene  qui  escluso  il  caso  in  cui  il  raggio  principale  di  curvatura  che 
sì  considera  è  costante  ;  ma  allora,  come  ora  si  vedrà,  la  corrispondente 
falda  dell'evoluta  si  riduce  ad  una  linea. 


§.  125. 
Oalcolo  degli  elementi  fondamentali  dell'evoluta. 

Confermiamo  per  via  analitica  le  proprietà  elementari  precedenti  e 
deduciamone  altre  di  grande  importanza. 

Nel  modo  più  semplice  eseguiamo  i  calcoli  a  ciò  necessarii,  riferendo 
la  superficie  evolvente  S  alle  sue  linee  di  curvatura  (te,  v).  Indicando  con 

il  quadrato  dell'  elemento  lineare,  con  n,  r^  i  raggi  principali  di  cur- 
vatura corrispondenti  rispettivamente  alle  linee  u,  t;,  abbiamo  (§.  62, 
pag.  131): 

r,     *  ri  ' 

e  le  formolo  di  Codazzi  diventano  semplicemente  nel  nostro  caso  (Cf. 
le  (V),  §.  54  pag,  122) 

\ri     rj       dv  dv  \r,/ 


ovvero 


(1) 


Quanto  alla  equazione  di  Gauss,  essa  si  scrive 

1    ^ 1_  (  3^  /l    3Vg\    .3/1    ^VÈ\  ) 

Nelle  (1)  possiamo  introdurre,  in  luogo  di  E,  G,  i  coefficienti  e,  g 
dell^  elemento  lineare  sferico 

18 
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per  le  forinole  di  Rodrìgues 


(3)  \ 

si  ha 


l3«       r,du'du       udu  '  du       rtdu 


\  dv        Tidv'  dv  ~  ridv'  dv~  Tìdv' 


E  G 


onde  le  (1)  possono  scrìversi 

3  log  V'"é    3r, 
{  \n  —  rtj 

Queste  forinole  sono  già  state  ottenute  al  §.  78  (pag.  167). 
Possiamo  subito  applicarle  alla  ricerca  di  quelle   superficie,  per  le 
quali  è  costante  uno  dei  raggi  principali  di  curvatura. 
Sia  p.  e. 

ri  =  costante; 
dalle  (1)  e  (4)  segue 

3E      ^       de      ^ 

cioè  le  line  v  =  costante  sono  geodetiche  sulla  superficie  e  sulla  sfera. 
Dunque  ogni  lìnea  v  =  costante  della  superficie  S  è  tracciata  in  un  piano 
normale  alla  superficie  ed,  avendo  costante  il  raggio  di  curvatura 

è  un  circolo  di  raggio  R.  Descriviamo  la  sfera,  che  ha  questo  circolo 
per  circolo  massimo;  essa  tocca  la  S  lungo  il  circolo  e  quindi  S  è  Pia- 
viluppo  di  una  sfera  di  raggio  costante  R,  il  cui  centro  percorre  una 
curva  dello  spazio,  cioè  una  superficie  eanale  (§.  13).  È  chiaro  che  in- 
versamente ogni  superficie  canale  di  raggio  R  ha  costante,  eguale  ad  R, 
uno  dei  raggi  principali  di  curvatura.  Delle  due  falde  dell'  evoluta,  quella 
relativa  ai  circoli  si  riduce  evidentemente  air  asse  della  superficie  canale, 
cioè  alla  curva  luogo  dei  centri  delle  sfere  inviluppanti.  La  seconda  falda, 
come  si  vede  subito  geometricamente,  è  la  sviluppabile  polare  dell'  asse. 
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§.  126. 
Le  due  forme  fondamentali  dell' erolnta. 

Indicando  con  Xi,  y^  0i  le  coordinate  del  primo  centro  Mi  di  curvatura, 
abbiamo  <^): 

(5)  Xi  =  x  —  riX  ,    yi  =  y  —  riY  ,    Zx^b—t^Z, 
da  cui  derivando  risulta  per  le  (3) 

(6)  ! 

Indicando  coll'apposizione  dell'indice  1  le  quantità  relative  alla  prima 
fiilda  Si  dell'evoluta,  troviamo  subito. intanto 

X-J-??        Y  -    ^    ^        Z-    ^    ^^ 

(7)  v^G^^'  V^3^'  V^3i^' 

formole  che  dimostrano  il  secondo  teorema  osservato  al  §.  124. 
Troviamo  poi 

onde 

(0)      «_JE(l  _^)*+f^)*j*^+,||*.*  +  (|.)**.. 

Prendendo  a  linee  coordinate  sopra  Si  le  linee  u  =  costante  e  le 
Ti  =  costante,  la  (9)  si  scrive 

(9*)  (foj  =  dr!  +  e(i  —  ~fdu\ 

ponendo  in  evidenza  che  sopra  Si  le  linee  u  sono  geodetiche  e  le  loro 
traiettorie  ortogonali  sono  le  ri  =  costante  (Cf,  §.  124). 


W  Si  ricordi  il  senso,  secondo  cui  r^  è  misurato  (§.  60). 
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Osservando  le  formolo  (§.  57  e.  IV)  : 
(10)      ^^J-l^    JL^l    ^i^ L!1^       1   dx    Vg 

au     Vg  9»  ■  VÈ^'  ^       Ve  ^**  '  Ve^"     **» 

per  ì  valori  di 

Di  .  ly, ,  ir. 

troviamo  per  le  (6): 

_   _v.3a;iax._     VIVW,       rA 

"'-    ^dudu-    Vg  ^  \      '»/ 

^       ^aa!,3x.      Vg?i. 

3  Ve 

Eliminando  dal  valore  di  Di  quello  di  -^—  ,  per  mezzo  della  prima 
delle  (1),  abbiamo 

Essendo  'D\  ^  0,  vediamo  intanto  cbe  suUa  prima  (e  suUa  seconcU) 
falda  délV  evoluta  le  linee  u,  v,  corrispondenti  alle  linee  di  curvatura  dd- 
Pevólvente,  formano  un  giberna  coniugato. 

Ciò  risulta  anche  immediatamente  dall' osservare  che  sulla  Si  le  tan- 
genti alle  linee  u,  lungo  una  linea  t;,  generano  una  sviluppabile,  il  cui  spi- 
golo di  regresso  è  la  corrispondente  linea  v  sopra  la  seconda  falda  Ss* 

Notiamo  aqcora  che  per  la  curvatura  Ei  di  Si  risulta 

^^"EiGi  — Fi' 

cioè 

(12)  Ki=-r-i-^.^- 

dv 


Similmente,  per  la  curvatura  Et  della  seconda  falda  St,  avremo 
(12*)  K,=  -- 


ari 

du 


{r,-r,Ydrt 
du 
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§.  127. 
Oosfenuìone  di  Beltrami  pél  raggio  di  cniTatara  geodetica. 

Diamo  in  questo  paragrafo  una  costruzione,  dovuta  a  Beltrami,  pel 
raggio  dì  curvatura  geodetica  di  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una 
superficie,  costruzione  che  dà  subito  un  importante  risultato  per  la  teoria 
delle  superficie  evolute. 

Consideriamo  un  sistema  oo^  di  linee  geodetiche  (gr),  tracciate  sopra 
una  superficie  S,  e  sia  L  una  linea  a  tangenti  coniugate  colle  geodetiche 
(g).  Le  tangenti  lungo  L  alle  (9)  generano  una  sviluppabile,  il  cui  spigolo 
di  regresso  indichiamo  con  F  ;  sia  t  una  qualunque  di  queste  tangenti,  M 
il  suo  punto  di  contatto  con  S  ed  m  quello  di  contatto  col  detto  spigolo 
di  regresso  F.  Dimostriamo  che:  E  punto  mèU  centro  di  curvatura  geo- 
detica in  M  di  quMa  traiettoria  ortogonale  dette  geodetiche  (g\  che  esce  da  M. 

Prendiamo  infatti  sopra  S  a  linee  coordinate  v  le  geodetiche  (9^),  e  a 
linee  u  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Prendendo  convenientemente  il 
parametro  u,  avremo  per  F  elemento  lineare  di  S: 

e  il  raggio  di  curvatura  geodetica  p«  delle  u  sarà  dato  in  grandeaBa  e 
segno  dalla  formola  §.  84  (pag.  181): 

£ l^aG 

p^  "^      2G  3w  • 

Ora  siano  x,  y,  z  le  coordinate  di  M,  S,  y),  C  quelle  di  m  e  poniamo 
il  valore  algèbrico  del  segmento  M  m  eguale  a  r;  avremo: 


du 


C  =  ier+r 


dz 

du' 


Se  spostiamo  M  lungo  la  Unea  L,  e  con  8  indichiamo  gli  incre- 
menti corrispondenti,  risulta  quindi: 

-fi    ^«j.      3a;^  ,5,  3a;  ,    IVx  ^    .    ^^   ^  \ 


«,4>+|8..a., 
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Ora  Si,  Sri,  ^^  ^^^^  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  tangente 
t  allo  spigolo  di  regresso  F,  onde  moltiplicando  le  precedenti  ordinata- 
mente P®r  2~  »  ^  »  37  6  sommando,  coli'  osservare  le  formole 

-^3w3t;~^'    ^\dv)  ^^' ^dvdudv~2  du'  '^dvdi^^^' 
avremo 


doè 


^  -,     ,   r  3G  -, 

■^2  3S"     ^°* 


1  ^ 1^3G 

r  2G  3w  * 


Dunque  r  coincide  in  grandezza  e  segno  con  p^,  come  si  voleva  provare. 

Dimostrato  così  il  teorema  di  Beltrami,  consideriamo  di  nuovo  la 
prima  falda  Si  delP  evoluta  di  una  superficie  S.  Sopra  la  Si  le  traiettorie 
ortogonali  delle  u»  costante  sono  le  ri  =  costante,  mentre  le  linee  a 
tangenti  coniugate  delle  u  sono  le  v.  Dunque:  Il  centro  cU  curvatura 
geodetica  di  una  linea  n  =  costante  sopra  Si,  in  un  punto  Mi,  è  U  punto 
corrispondente  M2  sulla  seconda  falda  Ss. 

Ne  segue  che  U  raggio  di  curvatura  geodetica  delle  n  =  costante  sopra 
Si,  0  deUe  r^  =  costante  sopra  Ss,  è  dato  (salvo  U  segno)  daUa  differenza 
ri-rt  dei  raggi  principali  di  curvatura  della  evolvente, 

§•  128. 
Evoluta  inedia. 

Insieme  alla  ordinaria  evoluta  di  una  superficie  S,  composta  delle 
due  falde  Si,  Ss,  consideriamo  ora  brevemente  un'  altra  superficie  stret- 
tamente collegata  colla  superficie  S,  il  cui  studio  è  dovuto  a  Ribaucour 
e  che  diremo  con  questo  geometra  la  evoluta  media  di  S.  Consideriamo 
il  punto  medio  Mq  fra  i  due  centri  di  curvatura  Mi,  M,  di  S;  il  piano 
normale  in  Mo  al  segmento  Mi  Ms,  cioè  il  piano  condotto  per  Mo  pa- 
rallelamente al  piano  tangente  in  M  alla  evolvente  S,  si  dirà  U  piano 
medio. 

La  superficie  £  inviluppo  dei  piani  medii  è  quella  che  porta  il  nome 
di  evoluta  media  della  S;  inversamente  diremo  la  S  evolvente  media 
della  £. 
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Le  coordinate  del  punto  medio  Mo  fra  Mi  e  Mt  sono  evidentemente 

:^==^-^x.  y,^y-ripiY,  ,.=._rL±iiz. 

e  però,  indicando  con  o>  la  distanza  (algebrica)  del  piano  medio  dal- 
l'origine  delle  coordinate,  si  ha 

La  somma  IX  x  rappresenta  d'altronde  la  distanza  delF  origine  dal 
piano  tangente  air  evolvente  S;  indicandola  con  W,  abbiamo  dunque 

Ora,  per  le  formolo  di  Weingarten  in  coordinate  tangenziali  (§.  81), 
si  ha; 

?1±-!^  =  w  +  Aa'.w, 

il  parametro  differenziale  secondo  A't  W  essendo  calcolato  rispetto  al- 
l'elemento  lineare  sferico  rappresentativo  della  S  ^^K  Ne  segue  quindi 

(13)  a>=-l-A',W. 

Con  questa  formola,  che  vale  per  qualunque  sistema  di  linee  coordi- 
nate, viene  evidentemente  risoluto  il  problema  :  Data  V evolvente  trovare 
V evoluta  inedia.  Essendo  infatti  nota  W,  dalla  (13)  si  calcolerà  (o  e 
colle  formolo  (34)  §.81  pag  173,  (ove  per  W  si  porrà  co)  si  determinerà 
l'evolvente  media  2. 

Il  problema  inverso  :  Data  una  superficie  S  trovare  le  superficie  S,  di 
cui  la  li  è  evoluta  inedia  si  riconduce,  colla  (13)  stessa,  aduna  ben  nota 
questione  d'analisi.  Scelto  infatti  sopra  S  un  sistema  coordinato  {u,v) 
arbitrario,  conosceremo  a>  in  funzione  ài  u,v  e  dovremo  determinare  W 
dall'equazione  a  derivate  parziali 

(24)  A',  W  =  —  2  co  ; 


(^)  Si  osservi  che  corrispondendosi  S,  S  punto  per  punto  per  parallelismo 
dei  piani  tangenti,  l'elemento  lineare  sferico  rappresentativo  è  lo  stesso  per  S 
o  per  £. 
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ogni  soluzione  della  quale  darà,  come  è  chiaro,  una  soluzione  del  problema. 
In  particolare  se  una  delle  evolventi  inedie,  corrispondente  p.  e.  alla 
soluzione  Wi  della  (14),  è  nota,  ponendo 

la  ricerca  delle  altre  evolventi  medie  sarà  ricondotta  alla  integrazione 

della  equazione 

(14*)  A',  fl  =  0  . 

Basterà  assumere  a  linee  coordinate  (u,  v)  un  sistema  cui  corrisponda 
un  sistema  isotermo  sulla  sfera,  per  dare  alle  (14),  (14*)  la  forma  ben 
nota  in  analisi 

(15)  W  +  'd^^f^"'"^' 

ove  f(u,  v)  è  una  funzione  nota  di  »,  o,  o  nel  secondo  caso  Taltra 

Se  la  evoluta  media  si  riduce  ad  un  punto,  le  evolventi  sono  le  su- 
perficie studiate  da  Appell  (^),  per  le  quali  i  piani  medii  passano  per 
un  punto.  Esse  corrispondono  alle  soluzioni  della  (15*). 

§.  129. 
Le  saperflde  W  e  le  due  falde  dell'evoluta. 

Applichiamo  i  teoremi  generali  sulle  evolute  ad  un'importante  classe 
di  superfìcie,  quelle  i  cui  raggi  prmdpdli  di  curvatwra  Ti  ,  r^  sono  legati 


(*)  American  Journal  of  Mathematics,  V.  X. 

Nello  stesso  volume  Gk)ursat  ha  studiato  le  superficie  più  generali  che,  nelle 
nostre  notazioni,  hanno  la  proprietà  espressa  dalla  formola 

^i  +  r^^^nW  (n  costante). 
La  loro  determinazione  dipende  dalla  equazione 

A',  W  =  (w  —  2)  W  . 
Per  esse  la  (13)  diviene 

e  dimostra  che:  L'evoluta  media  di  una  superficie  di  Goursat  è  una  nuova  su- 
perficie di  Goursat  omotetica  aUa  primitiva. 

È  questa  evidentemente  una  proprietà  caratteristica  delle   superfitsie  di 
Goursat. 
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fra  loro  da  tma  rdasfione 

f  (Ti ,  r,)  =  0  . 

Per  abbreviare,  indicheremo  ogni  superfìcie  di  questa  classe  come 
una  superficie  W. 

Alle  superficie  W  siamo  subito  condotti  dall'esame  della  questione 
seguente.  Stabilendo  fra  i  punti  delle  due  falde  Si ,  Sg  della  evoluta  quella 
corrispondenza,  che  nasce  dalla  loro  stessa  generazione  geometrica,  riguar- 
dando cioè  come  corrispondente  ad  ogni  centro  Mi  di  prima  curvatura 
dell'evolvente  il  secondo  centro  M^,  domandiamo:  Qtiando  accade  che 
suUe  due  falde  deW evoluta  si  corrispondono  le  linee  assintotiche?  Sarà  per 
ciò  necessario  e  sufficiente  che  i  coefficienti  della  seconda  forma  fonda- 
mentale di  Si  siano  proporzionali  a  quelli  della  seconda  forma  fonda- 
mentale di  St. 

Ora,  dalle  (11),  si  ha  per  Si: 

Di:D\:iy',  =  E,^^»:0:-Gri^^ 


e  quindi  per  St 

La  condizione  imposta  porta  alla  relazione 


D,:  D',:  D'',  =  Eri  ^'  :  0:  —  Gr|  ^' 


ar. 

dv 

=  0, 


la  quale  esprime  che  n^rg  sono  legati  da  una  relazione.  Abbiamo  quindi 
il  teorema  di  Bibaucour:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè 
svile  due  falde  ddl'evoltUa  si  corrispondano  le  linee  assintotiche,  è  che  la 
superficie  evolvente  sia  una  superfìcie  W. 

È  chiaro  che,  invece  di  parlare  della  corrispondenza  delle  linee  as- 
sintotiche sopra  Si,  St,  si  può  anche  dire  che  ad  ogni' sistema  coniugato 
sopra  Si  corrisponde  un  sistema  coniugato  sopra  St.  Per  tal  modo  si 
dà  forma  reale  alla  corrispondenza,  anche  se  le  linee  assintotiche  sopra 
Si ,  St  sono  immaginarie.  Non  sarà  inutile  osservare  che  sulle  due  falde 
Si ,  St  corrispondendo  già  alle  linee  di  curvatura  della  evolvente  S,  qua- 
lunque essa  sia,  due  sistemi  coniugati,  basterà  aggiungere  la  condizione 
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che  ad  un  nuovo  sistema  coniugato  di  Si  corrisponda  un  altro  sistema 
coniugato  di  St,  per  trovarsi  nel  caso  della  corrispondenza  ora  consi- 
derata ^^K 

Se  si  aggiunge  poi  la  condizione  che  alle  assintotiche  delle  due  falde 
di  una  superficie  evoluta  corrispondano  le  assintotiche  della  evolvente, 
la  cui  equazione  differenziale  è 

r,  ri 

si  trovano  subito  le  due  condizioni 

3  3 

-  (n  r,)=  0  ,    g^  (ri  r,)  =  0  , 

onde  il  teorema:  Per  le  evolute  delle  superficie  a  curvatura  costante  e  per 
queste  soltanto  accade  che  alle  assintotiche  della  evolvente  corrispondono  le 
assintotiche  sulle  due  falde  ddV evoluta. 

Osserviamo  in  fine  che  le  formolo  (12),  (12*),  applicate  alle  curvature 
delle  due  falde  della  evoluta  di  una  superficie  W,  danno: 

'^      {r,-r,ydr, 
(16) 


{Ti-nYdr,' 
e  ne  risulta  quindi  il  notevole  teorema  di  Halphen,  espresso  dalla  formola 

Di  qui  segue  in  particolare  che  le  due  falde  della  evoluta  di  una  super- 
ficie W  hanno  sempre,  in  punti  corrispondenti,  curvature  di  egual  segno. 

§.  130. 
Teorema  di  Ribaucour  anlla  corrispondenza  delle  linee  di  canratnra. 

Un  altro  teorema  di  Ribaucour  si  deduce  agevolmente  dalle  nostre 
formolo  generali.  Esso  è  relativo  al  caso,  in  cui  sulle  due  falde  dell'evo- 
luta di  una  superficie  S  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura.  L'eqaa- 


(*)  Basta  applicare  alle  due  seconde  forme  fondamentali  di  Sj,  S^  il  risul- 
tato del  §.  39  e.  II  (Cf.  anche  pag.  149  nota). 
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zione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  sulla  prima  falda  Si 

Ei  du  +  Fi  dv    ,    Fi  du  +  Gì  dv 
Di  du  +  D'i  dv    ,    D'i  du  +  D"i  dv 
sviluppata  colle  forinole  (9),  (11),  diventa 

Per  l'equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  sulla  seconda 
falda  Ss  si  ha  analogamente 

Se  le  linee  di  curvatura  si  debbono  corrispondere  sulle  due  falde, 
le  due  equazioni  (18),  (18*)  debbono  coincidere,  il  che  dà  subito  le  con- 
dizioni 

9f  1  CT^  OTi  Off 

du        du     '    dv         dv    ' 

ovvero  r,  - r,  =  costante.  Dunque:  Soltanto  per  le  due  falde  deW evoluta 
ddle  superficie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  sono  legati  daUa  rdaeione 

ri  —  y,  =  R  (R  costante) , 

accade  che  le  linee  di  curvatura  si  corrispondono.  Le  formole  (16)  dimo- 
strano d'altronde  che  in  tal  caso:  le  due  falde  delV evoluta  sono  superficie 

colla  medesima  curvatura  costante  negativa  K  =  —  ^,  <^). 

Osserviamo  che  le  assintotiche  si  corrispondono  egualmente  sulle  due 
falde  e  di  più  :  gli  archi  corrispondenti  di  assintotiche  sono  eguali.  E  in- 


(^)  Lie  (16)  dimostrano  anche  che  soltanto  per  le  evolute  delle  superficie 
r,  —  r,  =  costante  e  per  quelle  delle  superficie  ad  area  minima  accade  che  le 
curvature  delle  due  falde  nei  ponti  corrispondenti  sono  eguali. 
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vero  abbiamo  pef  la  (9*) 

cfoJ  =  drì  +  |(r,-rO'du« 

*«  =  dti  +  ^(r,-n)*di^, 
ed  essendo  dii^^dti,  e  inoltre  lungo  le  assintotiche 

segue  appunto 

dsì  =  dsi, 

Quest'ultima  osservazione  è  dovuta  a  Lie.  Le  eleganti  proprietà  ora 
dimostrate  sono  suscettibili  di  un'importante  generalizzazione,  che  fa- 
remo conoscere  in  seguito. 

§.  131. 
Teorema  di  Lie  sulle  superficie  W. 

Lie  ha  osservato  che:  Sopra  ogni  superficie  W  si  possono  determinare 
con  quadrature  le  linee  di  curvatura.  Daremo  più  tardi  la  dimostrazione 
di  Lie;  ora  riportiamo  la  dimostrazione  analitica  di  Weingarten  di  que- 
sto teorema.  Ricordiamo  per  ciò  che  Tequazione  differenziale  delle  linee 
di  curvatura  di  una  superficie  S  si  ottiene,  eguagliando  a  zero  il  cova- 
riante quadratico 


♦=  ' 


v^EG-F» 


EdM  +  F(fo  ,   Fdu  +  Qdo 
Drfu+D'dw  ,   T)'du-\-D"do 


delle  due  forme  fondamentali.  Indichiamo  con  E^  la  curratnra  di  questa 
forma  differenziale,  e  per  calcolarla  assumiamo  a  linee  coordinate  le  linee 
di  curvatura  ponendo 

E  =  eti    ,    F=0    ,    G=^ 

D  =  — cr,    ,     D'=:0     ,     ly'=—gr^; 
avremo 

^  =  Veg  (r,  —  rijduèh  , 
quindi  (§.  37,  formola  (VI)  pag.  78) 

rr L [^"^^r^    .    ^logV^  4.  3* log (r.-r,)) 
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Uà  per  le  (4)  §.  125  pag.  274,  si  ha: 

dudv  duTi-^r-rt 

dri 

dudv  dv  Tf  —  ri 


9d5 


e  quindi 


^=;7^ 


3»-. 
da 

3r» 
di; 

du 

dv 

Veg{r,-r^)' 


Dunque:  Per  le  sf/y[>erficie  W  e  per  queste  soltanto  la  forma  ^  è  a  cur- 
vatura nulla,  n  teorema  enunciato  risulta  allora  dal  §.  37  pag.  79. 

Rispetto  alle  linee  assintotiche  di  una  superficie  W,  non  si  conosce 
un  teorema  analogo,  salvo  nei  due  casi  particolarmente  interessanti  delle 
superficie  d'area  minima  e  delle  superficie  pseudosferiche.  Per  le  prime 
la  seconda  forma  fondamentale 

D  dw*  +  2  D'  du  dv  +  D"  dv* 

è  (indefinita)  a  curvatura  nulla  e  per  le  seconde  la  forma  stessa,  mol- 
tiplicata per  rx-r,,  diventa  ancora  a  curvatura  nulla  (Cf.  §§.  75,  76); 
ne  risulta  quindi  (§.  37)  che  le  assintotiche  si  ottengono  per  quadrature. 

§.  132. 
n  primo  teorema  di  Weingarten. 

La  proprietà  più  importante  e  feconda  della  teoria  delle  superficie 
W  è  quella  espressa  dal  bel  teorema  di  Weingarten: 

A)  Giascuna  falda  dell'evoluta  di  una  superficie  W  è  applicabile  sopra 
una  superficie  di  rotaeiane,  la  cui  forma  dipende  unicamente  dalia  rda- 
sAme  che  lega  i  raggi  principali  di  curvatura  n,  r^  della  evolvente  W. 

La  dimostrazione  risulta  subito  dalle  proprietà  fondamentali  dei 
§§.  126,  127.  E  infatti  soprala  prima  falda  Si  dell'evoluta  le  ri  =  costante 
sono  geodeticamente  parallele  e,  poiché  il  loro  raggio  di  curvatura  geo- 
detica 

ri  — r. 
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è  funzione  di  n  spltanto,  esse  sono  altresì  a  cnrvatura  geodetica  costante, 
e  però  la  Si  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione  (pag.  231). 
Inoltre,  poiché  la  funzione 

f{ri)  =  ri  —  rt 

dipende  unicamente  dalla  relazione  che  lega  ri ,  re,  anche  la  seconda  parte 
del  teorema  risulta  evidente. 

Direttamente  risulta  il  teorema  della  formola  (9*)  pag.  275 

calcolando  infatti 

3.og|VE(.-^)j      ,„,,g,        1-|| 

dri  dv       dri_+     n  — r,     ' 

dv 

osservando  la  prima  delle  (1)  pag.  273,  troviamo 


H^^MIL  1 


3r. 
onde 


VE 


e,  cangiando  u  in    Te^^^^du,  si  ha  quindi  il  risultato: 

L'elemento  lineare  della  prima  faida  Si  deUa  evoluta  di  una  superficie 
W  è  dato  daUa  formda 

(19)  ds\  =  dri+e     •^*''       *■•(?«». 

È  chiaro  che  la  seconda  falda  St  della  evolata  sarà  applicabile  sopra 
una  superficie  di  rotazione,  il  cui  elemento  lineare  è  dato  da 

2    f-^ 
(19*)  dsl  =  dfi  +  e     ^  ^'      ""'dif. 

Dal  teorema  di  Weingarten  ora  dimostrato  si  può  nuovamente  trarre 
il  teorema  al  §.  131,  nel  modo  come  ha  fatto  Lie.  E  infatti  sulla  Si  co- 
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nosciamo  immediatamente  le  n  »  costante  e  con  una  quadratura  (§.  47) 
si  hanno  le  traiettorie  ortogonali,  alle  quali  sulla  evolvente  W  corrispon- 
dono le  linee  di  curvatura  del  primo  sistema;  similmente  dicasi  per  quelle 
del  secondo  sistema. 

§.  183. 
n  seoondo  teorema  di  Weingarten. 

Come  Weingarten  stesso  ha  dimostrato,  insieme  al  teorema  A)  sus- 
siste il  suo  reciproco,  salvo  un  caso  d'eccezione  che  sarà  più  avanti  no- 
tato. Per  dimostrarlo  ci  serviremo  delle  considerazioni  geometriche  se- 
guenti, dovute  a  Beltrami  ^^K 

Sopra  una  superficie  arbitraria  S  tracciamo  un  sistema  qo  ^  di  linee  (g) 
e  consideriamo  il  sistema  oo'  di  rette  loro  tangenti.  Affinchè  queste  rette 
costituiscano  le  normali  ad  una  superficie  £  è  necessario  che  le  (g)  siano 
geodetiche,  poiché  una  delle  falde  della  evoluta  della  I  è  allora  la  S 
(§.  124).  Dimostriamo  che  questa  condizione  è  altresì  sufficiente.  Se  le 
ig)  sono  geodetiche,  sia  t  una  loro  traiettoria  ortogonale  e  consideriamo 
le  00  ^  curve  evolventi  (C)  delle  (g),  che  hanno  il  loro  punto  di  partenza 
da  t;  la  superficie  I,  luogo  di  queste  evolventi  0,  avrà  appunto  per  nor- 
mali le  tangenti  alle  (g).  E  infatti,  se  M  P  è  un  tratto  di  una  delle  tan- 
genti, compreso  fra  il  punto  di  contatto  M  con  una  geodetica  ^  e  il  punto 
P  OTe  incontra  £,  esso  è  intanto  normale  in  P  alla  evolvente  G  ;  se  spo- 
stiamo M  lungo  una  traiettoria  ortogonale  f  delle  ^,  M  P  rimane  costante 
ed  eguale  all'  arco  delle  (g)  compreso  fra  tyf  e  perciò  il  luogo  degli 
estremi  P  sopra  X  è  altresì  normale  in  P  al  tratto  MP.  La  tangente 
MP,  essendo  dunque  normale  in  P  a  due  diverse  curve  uscenti  da  P 
sopra  £,  è  normale  a  2,  e.  d.  d. 

Abbiamo  dunque  il  risultato:  La  condieione  necessaria  e  sufficiente, 
perchè  un  sistema  od'  di  rette  tangenti  ad  una  superficie  ^  sia  U  sistema 
delle  normali  di  una  e  quindi  di  infinite  superficie  (parallde)  I,  è  che  le 
linee  inviluppate  sopra  S  da  queste  rette  siano  geodetiche  di  S. 

£  chiaro  che  S  è  una  falda  deir  evoluta  di  una  Superficie  £  e  uno 
dei  raggi  principali  di  curvatura  di  £  è  Tarco  delle  geodetiche  ig),  contato 
da  una  traiettoria  ortogonale  fissa.  La  seconda  falda  S'  dell'evoluta  di  X 


(^)  Bieerche  di  analisi  applicata  alla  geometria  (Giornale  di  matematiche, 

voi.  II,  m). 
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si  dirà  la  superficie  complementare  di  S  rispetto  alle  geodetiche  (3).  Essa 
può  anche  definirsi  come  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  geodetica  delle 
traiettorie  ortogonali  delle  {g)  (§.  127). 

Possiamo  ora  dimostrare  facilmente  il  teorema  reciproco  di  Wein- 
garten.  Sia  infatti  S  una  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione,  e  supponiamo  che  le  geodetiche  (g)  deformate  dei  meridiani  non 
siano  linee  rette.  Le  e»  '  tangenti  delle  {g)  sono,  per  quanto  precede,  le 
normali  di  una  superficie  X  e,  se  con 

d^  =  du^+(p'{u)dv' 

indichiamo  Telemento  lineare  della  S  riferito  alle  geodetiche  (g)v=:  cost^ 
e  alle  traiettorie  ortogonali,  con  n,  r^  i  raggi  principali  di  curvatura 
della  evolvente,  abbiamo 

fi  ==  w  +  costante 

ri  —  rt       (p  (u) 

e  però  n,  r^  sono  legati  da  una  relazione,  che  dipende  unicamente  dalla 
forma  della  funzione  9,  cioè  dalla  superficie  di  rotazione,  su  cui  è  ap- 
plicabile la  S.  n  caso  escluso  si  presenta  in  effetto  e  le  ricerche  sulle 
superficie  rigate  del  cap.  Vili  (§§.  121,  123)  lo  caratterizzano  perfetta- 
mente; se  le  geodetiche  (g)  deformate  dei  meridiani  sono  linee  rette, 
la  superficie  è  il  luogo  delle  binormali  ad  una  curva  a  torsione  costante 
e  la  superficie  di  rotazione,  su  cui  è  applicabile,  è  il  catenoide  (§.  107)  ^^^ 
Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema  reciproco  di  Weingarten: 


(^)  Senza  ricorrere  ai  teoremi  ottenuti  al  Cap.  VITI  nello  studio  della  de- 
formazione delle  rigate,  si  può  stabilire  questo  risultato  nel  modo  seguente.  Sia 
ds*  t^du*  -\-  r*  dv^  Telemento  lineare  di  una  superficie  di  rotazione,  che  appar- 
tenga altresì  ad  ima  superficie  rigata,  le  cui  generatrici  siano  le  v.  Per  questa 

jyt      fjf 
rigata  sarà  D  =  0 ,  —^  =  —  e  dalla  prima  formola  (IV*)  di  Codazzi  (pag.  120) 

risulta  —  =  -^  (con  e  costante).  Avremo  quindi  per  r  V  equazione  differenziale 

(A 

r^ss  — ,  da  cui  integrando  e  trascurando  in  r  un  fattore  costante,  risulta 

r*==w*4-^'  (w  costante).  La  superficie  di  rotazione  corrispondente  è  appunto 
il  catenoide.  Sopra  una  sua  deformata  rigata  il  circolo  di  gola  darà  una  geo- 
detica ortogonale  alle  generatrici,  onde  la  rigata  è  il  luogo  delle  binormali  di 
una  curva,  la  cui  torsione  si  vede  subito  dover  essere  costante  =*  m. 
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B)  Escluse  le  superficie  rigate  luogo  ddle  UnormcHi  aUe  curve  a 
torsione  costante  (appiicabUi  sul  catenoide),  ogni  altra  superficie  applica- 
bile sopra  una  superficie  di  rotazione  può  considerarsi  come  una  falda  dd- 
Vevciuta  di  una  superficie  W. 

§.  134. 
Elemento  lineare  sferico  rappresentatìvo  di  una  saperflcie  W. 

I  teoremi  dei  paragrafi  precedenti  dimostrano  che:  i  due  problemi  di 
trovare  tutte  le  deformate  per  flessione  delle  superficie  dì  rotazione,  o 
di  determinare  le  superficie  W,  si  equivalgono  perfettamente.  L'ultimo 
problema  può  alla  sua  volta  ridursi,  come  ha  dimostrato  Weingarten, 
alla  ricerca  di  quei  particolari  sistemi  di  linee  ortogonali  sulla  sfera, 
che  danno  all'elemento  lineare  la  forma 

(fa'»  =  e  du*  f  g  d^  , 

dove  g  è  una  funzione  di  e. 

Per  dimostrarlo,  osserviamo  che  le  (4)  §.  125  (pag.  274),  nel  caso  che 
la  superficie  appartenga  alla  classe  W,  possono  scriversi 


3  log  v^  e  _  3     r    drt 
dv  dv  J  ri—  ri 

3  log  /g  _  3    r   dr^ 
du  duJrf  —  ri  ' 


onde  integrando  e  cangiando  convenientemente  i  parametri  u,  v,  potremo 

porre 

f    dr,  r    dr, 

(20)  ^_        Jr,-r,  ,_       Jr,-n, 

Ve  =  c  ,      y  g^e 

e  però  e^  g  diventano  funzione  Tuno  dell'altro. 

È  utile  scrivere  le  formolo  precedenti,  liberate  dai  segni  di  quadra- 
ture. Perciò,  supposto  che  r,  non  sia  costante  e  quindi  nemmeno  V  e , 
poniamo 

a 
e  saranno  ^^g,  n,  r,  funzioni  di  a.  La  prima  delle  (20)  dà 


dr^       dri d^rz 

di   '    di""""""^ 


^i  =  *"«  —  «-ifT   »    -iz  =  —  ^^^ 


u 


Digitized  by 


Google 


290  CAPITOLO  Et-  —  §.  134 

e  la  seconda  delle  (20)  stesse  dà 

da 

Se  poniamo 

r,  =  e(a), 
ne  risulterà 

/—         1 

ri  =  e(a)  — ae'(a)      ,      y/g  =  ^y 

Possiamo  cosi  enunciare  il  nostro  risultato  sotto  la  forma: 

G)  Se  di  una  superficie  W  si  fa  la  rappresenkusione  sferica  di  Gauss, 
potranno  scegliersi  i  parameùri  u,  v  delle  sue  linee  di  cwrvatura  in  guisa 
che  l'elemento  lineare  sferico  assuma  la  forma 

(21)  ds^^^  +  .^^^ 


dove  a  è  fwmone  di  u,v  e  i  raggi  di  curvatura  ri ,  r^  della  W  sono  dati 
daUe  formale 

(22)  r,  =  e(a)     ,    n  =  e(a)  —  «6' (a)  . 

Sussiste  poi  il  teorema  inverso: 

C*)  Se  Vdemento  lineare  (21)  appartiene  alla  sfera  di  raggio  1,  esiste 
una  corrispondente  superficie  W,  che  rappresentata  sulla  sfera  ha  per  im- 
magini dèUe  linee  di  curvatura  il  sistema  sferico  {u,  t?),  e  i  cid  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  sono  dati  dalle  (22). 

Ciò  risulta  subito  da  che  le  equazioni  fondamentali  (4)  §.125  sono 
allora  soddisfatte. 

Aggiungiamo  che,  note  X,  Y,  Z  in  funzione  di  w,  v,  si  avrà  la  super- 
ficie W  con  quadrature  dalle  formolo: 


Operando  sulla  (1)  §.  125,  come  ora  abbiamo  fatto  sulle  (4),  otte- 
niamo i  teoremi  seguenti,  che  basterà  enunciare: 

D)  L'elemento  lineare  di  una  superficie  W,  riferito  aUe  linee  di  cw- 
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vaiura  {u,  v),  ptw  porsi  sotto  la  forma 

dove  3  è  una  funzione  di  u,v,  e  i  raggi  principcdi  di  curvatura  deUa  W 
saranno  dati  daUe  formale 

(24)  J-  =  e(p),^  =  e(p)-pr/(P) . 

r%  ri 

D*)  Se  Vdemento  lineare  (23)  è  tale  che,  calcolandone  la  curvatura, 
risulti 


K=e(p)[e(p)-pe'(p)]. 


esso  apparterrà  ad  una  superfìcie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  saranno 
dati  daUe  (24). 

E  infatti  la  equazione  di  Gauss  e  le  equazioni  di  Codazzi  risulte- 
ranno allora  soddisfatte. 

§.  135. 
Olassi  complete  di  saperflcie  W. 

Limitiamoci  per  ora  ad  applicare  i  risultati  precedenti,  in  particolare 
i  teoremi  C)  0*),  a  due  casi  nei  quali  si  può  determinare  per  quadra- 
ture la  classe  completa  di  superficie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  sono 
legati  da  una  determinata  relazione  e  quindi,  pel  teorema  di  Weingarten, 
la  classe  completa  di  superficie  applicabili  sopra  una  determinata  super- 
ficie di  rotazione. 

Il  primo  caso  è  quello  in  cui  il  sistema  {u,v)  che  dà  all'elemento 
lineare  sferico  la  forma  (21),  è  un  sistema  isotermo.  Allora  si  porrà  sem- 
plicemente 

e'(a)  =  a     ,      e(a)=|' 

e  si  ayrà 

a'  a» 

Le  corrispondenti  superficie  sono  tutte  le  superficie  d'area  minima 
e  si  ottengono  per  quadrature.  Il  catenoide  essendo  una  superficie  di 
rotazione  d'area  minima,  le  evolute  delle  superficie  minime  sono  appli- 
cabili sulla  evoluta  del  catenoide,  cioè  sulla  superficie  di  rotazione  che 
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ha  per  carva  meridiana  revoluta  della  catenaria  e  per  asse  la  diret- 
trice <^).  Di  questa  superficie  di  rotazione  possiamo  dunque  ottenere  per 
quadrature  tutte  le  deformate  per  flessione. 

Un  secondo  caso  risulta  dai  teoremi  al  §.  91  (pag.  198)  sulle  ellissi 
e  le  iperbole  geodetiche. 

Sappiamo  infatti  ridurre,  nel  modo  più  generale,  Telemento  lineare 
della  sfera  alla  forma 

(25)  cfe^  =      ^,   .  +        ^ 


sen»  (  J)        cos«  (f  ) 


che  appartiene  appunto  al  tipo  (21),  ove  si  faccia 


da  cui 


a  =  sen-    ,    e'(a)  =  cos2  , 

e'(a)da  =  l±^da> 
4 

4 
Le  (22)  danno  quindi 

.^  «.                               0)  +  sen  0)                  (0  —  sen  w 
(26)  r,  = j ,     ri  = 

e  per  la  relazione,  che  lega  i  raggi  di  curvatura  delle  corrispondenti 
superficie  W: 

2  (r,  —  r,)  =  sen     2  (r,  +  n)     . 

Sappiamo  dunque  determinare  per  quadrature  la  classe  completa  di 
queste  superficie  W,  per  quanto  la  relazione  che  ne  lega  i  raggi  di  cur- 
vatura sia  di  forma  ben  complicata. 

Le  due  falde  dell'evoluta  di  queste  superficie  W  hanno  per  rispet- 
tivo elemento  lineare,  per  le  (19),  (19*)  pag.  286 

(fc^==ij  8en*tìda>«  +  cos«fe)  rftt»  I 
cfol  =  ij  cos*(|)d(o\+sen«(|)  dv'   j  ; 


(^)  Per  runa  o  Taltra  falda  deirevoluta  di  una  superficie  d*area  minima  si 
trova  dalle  (19),  (19*)  la  formola; 
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esse  sono  applicabili  Tuna  sull'altra  (giacché  dsi  si  cangia  in  àst  ma- 
tando  a>  in  x-a>  ed  u  in  t;)  e  sopra  una  medesima  superficie  di  rota- 
zione. Anche  di  questa  speciale  superficie  di  rotazione  sappiamo  dunque 
determinare  tutte  le  deformate  per  flessione. 

Ritorneremo  su  questi  risultati  in  altro  capitolo,  quando  potremo  far 
conoscere  la  elegante  costruzione  geometrica  di  Darboux,  per  ottenere 
tutte  le  superficie  W  della  classe  (27). 

§.  136. 
ETolTenti  e  complomentari  delle  superfloie  pseudosferiche. 

Applichiamo  ancora  il  teorema  di  Weingarten  a  sviluppare  alcune 
conseguenze,  che  riguardano  le  superficie  pseudosferiche. 

Tutte  le  evolute  delle  superficie  pseudosferiche  sono  applicabili  sopra 
una  medesima  superficie  di  rotazione,  revoluta  della  pseudosfera,  cioè  il 
catenoide;  dunque: 

alcuna  falda  dèU'evolida  di  una  superficie  pseudasferica  è  applicar 
bile  sul  catenoide. 

Consideriamo  ora  sopra  una  superficie  pseudosferica  S  uno  degli  in- 
finiti sistemi  di  geodetiche  v,  che,  presi  a  linee  coordinate  insieme  colle 
traiettorie  ortogonali,  danno  airelemento  lineare  una  delle  tre  forme  del 
tipo  parabolico,  ellittico  o  iperbolico  (§.  102  pag.  224) 


(I)  ds*  =  dw*  +  e^  dv 
(U)  &»  =  du^  +  R»  senh»  (^]  dt^ 

(III)  (fo«  =  dw«  +  ^^s^*(|)  ^^  ' 


Ogni  volta  le  tangenti  alle  geodetiche  v  costituiscono  le  normali  di 
una  superficie  (evolvente)  W  ;  e  noi  vogliamo  ora  ricercare  da  quale  re- 
lazione saranno  corrispondentemente  legati  i  raggi  principali  n ,  r2  di 
curvatura  della  W.  Considerando  la  superficie  pseudosferica  S  come  prima 
falda  dell'evoluta  di  W  e  paragonando  le  forme  (I),  (II),  (III)  dell' ele- 
mento lineare  colla  (19)  §.  132  (pag.  286). 

2    f-^ 
<fej  =  <fr?  +  e     -^  *■'     *■*  <foì , 
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dovremo  eguagliare  i  due  elementi  lineari,  ponendo 

w  =  ri  -}-  C    ,    t;  =  X  t;i  (C,  X  costanti). 

Per  la  relazione  che  lega  n,  r^  troviamo  così  corrispondentemente 

nei  tre  casi 

(IO  r,-r,  =  R 


(IIOr,-r,  =  Rtgh    (^ì^) 
(niOn-n  =  Rcoth(?l±^j 


n  valore  di  G  nelle  ultime  due  formolo  dipende  dalla  speciale  evol- 
vente £,  che  si  considera. 

Domandiamo  ora  :  Su  quale  superficie  di  rotazione  sano  applicabili  le 
rispettive  superficie  complementari  di  S  nei  tre  casi? 

Nel  primo  caso  la  risposta  risulta  subito  dal  teorema  al  §.  130; 
si  vede  che  la  superficie  complementare  è  allora  una  nuova  superficie 
pseudosferìca  di  raggio  R.  Possiamo  enunciare  questo  importante  risul- 
tato (le  cui  conseguenze  saranno  sviluppate  nel  cap.XXIY)  cosi:  Il  luogo 
dei  centri  di  curvatura  geodetica  di  un  sistema  di  oricidi  paralleli  sopra 
una  superfi^cie  pseudosferica  è  una  nuova  superfi>cie  pseudosferica. 

Venendo  agli  altri  due  casi,  osserviamo  che  per  T  elemento  lineare 
della  seconda  falda  dell'evoluta,  dalla  (19*)  §.  132  (pag.  286)  si  trova 


cfeJ=tangh*(^+-C)rfr! 


dv^ 


nel  caso  (II),  e 

nel  caso  (III).  Le  curve  meridiane  delle  corrispondenti  superficie  di  ro- 
tazione possono  definirsi  colle  equazioni 

r  =  ,  sen  y  ,    *  =  R    log  tang  s"  9  +  eoa  9  { 

VR*f4-l  '  ^  ' 

nel  primo  caso  e 

R 


V  1  — R 


:3::  sen  y  ,    »  =  R    log  tang  -  'f  +  cos  ©  { 
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nel  secondo,  ìc  essendo  una  costante.  Paragonando  queste  formolo  colle 
altie  §.  103  (pag.  226) 

r  =  R  sen  9    ,    ^er  =  R  (  log  tang  ^  ?  +  ^^^  9  j  , 

si  Tede  che  la  prima  curva  è  la  proiezione  della  trattrice  ordinaria  sopra 
un  piano  per  Tassintoto;  la  diremo  traUrice  accorciata.  La  seconda  curva 
ha  invece  per  proiezione  ortogonale  sopra  un  piano  per  Fassintoto  la 
trattrice  e  si  dirà  trattrice  alltmgata. 

Dunque:  Le  superficie  complementari  di  una  superficie  pseudosferica  nei 
rispettivi  casi  (I),  (II),  (III)  sono  applicabili  sulla  superficie  di  rotazione  che 
ha  per  meridiano  rispettivamente  la  trattrice  ordinaria,  la  trattrice  accor- 
ciata 0  la  trattrice  allungata,  e  per  asse  l'assintoto. 


§.  136*. 
Calcolo  dell'elemento  lineare  della  saperflcie  complementare. 

Dato  l'elemento  lineare 

(a)  (fo«=.dw«  +  r*(fó' 

di  una  superficie  S  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione,  occorre 
qualche  volta  di  dover  calcolare  direttamente  quello  della  superficie  S' 
complementare  di  S  rispetto  alle  geodetiche  v  deformate  dei  meridiani. 
A  questo  servono  i  calcoli  seguenti  che  dimostrano  nuovamente  la  pro- 
prietà della  S',  già  dedotta  dal- teorema  di  Weingarten,  di  essere  appli- 
cabile sopra  un'altra  superficie  di  rotazione. 

Ritenendo  per  la  S  le  consuete  notazioni,  ed  indicando  con  rt^,  ^,  / 
le  coordinate  del  punto  M'  della  complementare  S'  corrispondente  al 
punto  M  ^  (x,  y,  e)  di  S,  basta  osservare  che  la  curvatura  geodetica  delle 

/ 
linee  u  sopra  S  è  data  da per  dedurne  che  si  avrà 

Ora  le  formolo  fondamentali  (I)  pag.  116  danno  nel  caso  nostro 
9u*  dudv       r  dv 
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onde,  derivando  le  (a),  si  dedurrà 

du~  f^  du        /  ^    '     dv~        /^' 
Indicando  con  d^  l'elemento  lineare  di  S',  avremo  dnnqae 


da'*  =  (^y  du*  +  ^  (r  D  i«  +  r  D' 


dv)* 


ma  in  virtù  della  prima  equazione  di  Codazzi  (pag.  119)  si  vede  che 
l'espressione  rT)du  +  rJ)'th  èìm  differenziale  esatto.  Ponendo  adunque 

Vi=Jr(Ddu  +  I>'dv)  , 
avremo  per  la  formola  richiesta 

questa  dimostra  appunto  che  la  S'  è  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione.  Alla  (6)  possiamo  anche  dare  la  forma  equivalente 


(6*)  d^ 


rd[l]y+ìidf^, 


/      ^  r 


Se  applichiamo  p.  e.  queste  formole  assumendo  per  la  (a)  le  forme 
(I),  (II),  (III)  del  (fe*  del  §.  precedente,  troviamo  nuovamente  i  risultati 
ivi  stabiliti. 
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Sistemi  oo>  di  raggi  0  congrnenze  rettilinee 


Congmeiue  rettilinee.  —  Punti  limiti  e  superfloie  principali.  —  Gongruense  isotrope  di  Ri- 
banoour.  —  Fuoohi  e  sviluppabili  della  oongruenxa.  —  Congmense  normali.  —  Teorema 
di  Beltrami.  —  Teorema  dì  Malus-Dnpin.  —  Congmense  con  assegnata  immagine  sfe- 
rica delle  superficie  principali.  —  Congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle  svi- 
luppabili. —  Formole  relative  aUe  due  superficie  focali.  —  Congmense  pseudosferì- 
ohe.  —  Congmense  di  Guiohard.  —  Superfloie  di  Guichard  e  di  Voss. 

§.  137. 
Le  forme  fondamentali  della  congruenza. 

La  teoria  che  andiamo  a  svolgere  nel  presente  capitolo  riguarda  i 
sistemi  doppiamente  infiniti  di  rette  distribuite  nello  spazio  in  modo  che 
per  ogni  punto  dello  spazio,  o  di  una  conveniente  regione  di  spazio,  passi 
una  retta  o  un  numero  finito  di  rette  del  sistema.  Tali  sistemi  oo^  di 
rette  (raggi)  diconsi  anche  congruenze  rettilinee^  o  semplicemente  con- 
gruenze. L'insieme  delle  normali  ad  una  superficie  non  è  che  un  caso 
particolare  di  questi  sistemi. 

Questa  teoria,  nata  da  questioni  di  ottica  geometrica,  è  venuta  acqui- 
stando un'  importanza  crescente  per  la  teoria  delle  superficie  e  non  sem- 
bra dubbio  che  debba  vieppiù  contribuire  in  avvenire  ai  progressi  della 
geometria. 

Noi  ne  stabiliremo  qui  i  fondamenti,  attenendoci  specialmente  alla 
classica  memoria  di  Kummer  <^),  e  ne  faremo  conoscere  in  questo  capi- 
tolo e  nei  seguenti  le  principali  applicazioni. 

Occupiamoci  in  primo  luogo  di  definire  analiticamente  la  congruenza. 
Tagliamo  per  ciò  T  intero  sistema  di  rette  con  una  superficie  S  e  per 
ogni  raggio  del  sistema  riguardiamo  come  punto  di  partenza  il  punto 


(^)  AUgemeine  Thearie  der  geradUnigen  Sirahìensysteme  (CreUe  's  Journal  57o). 
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(o  uno  dei  punti)  ove  incontra  S.  Riferita  la  superficie  S  ad  un  sistema 
di  coordinate  curvilinee  (u,  t;),  definiremo  analiticamente  la  congruenza 
esprìmendo  in  funzione  di  ti,  i;  le  coordinate 

del  punto  di  partenza  e  i  coseni  di  direzione  del  raggio,  che  indiche- 
remo con 

X,    Y,    Z. 

Rispetto  alle  funzioni  x,  y,  0,  X,  T,  Z  di  m,  v,  supporremo  che  esse 
siano  finite  e  continue  insieme  alle  loro  derivate  parziali. 
Conducendo  pel  centro  della  sfera 

a:«  +  j^  +  ^^l 

il  raggio  parallelo  alla  direzione  positiva  del  raggio  della  congruenza,  le 
coordinate  dell'estremo  Mi  saranno  X,Y,  Z;  riguarderemo  questo  punto 
come  r  immagine  sferica  della  retta  (u,  v)  della  congruenza.  Variando  la 
retta  (u,  v)  nel  sistema,  il  punto  Mi  descriverà  Tvmmagine  sferica  della 
congruenza. 

Osserviamo  che  le  coordinate  £,  y],  C  di  ogni  punto  P  sul  raggio  (u,  t;) 
sono  date  dalle  formolo 

(1)  i^X  +  tJ.     ,     Y)  =  y  +  ^Y     ,     C=^  +  ^Z, 

essendo  t  Vascissa  del  punto  P  sul  raggio,  contata  dal  punto  di  partenza 
Po  ^  (a?,  y,  b)  come  origine. 

Introduciamo  con  Kummer  le  seguenti  funzioni  fondamentali 


(2) 


2i)'-^.  2g|=^.  2f)  =  o 


^^^  ^awat*""^'   ^dudv~''    ^dvd^-^  '   ^l^ai;— *' 

per  le  quali  si  esprìmono  le  due  forme  differenziali  quadratiche 

(4)  dsi^^dK*==E\du' +  2F  dudv  +  Qdf^ 

(5)  ^dxdK=^edu'  +  (f+f')dudv  +  gdv'  , 

che  diremo  le  due  forme  fondamentali.  La  prima  rappresenta  il  quadrato 
deirelemento  lineare  della  rappresentazione  sferica;  si  osserverà  che  d$i 
misura  altresì  Taùgolo  infinitesimo  di  due  generatrici  successive  (u,  v), 
{u  +  du  ,  v-^-dv). 
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Indichiamo  poi  con  dp  la  lunghezza  infinitesima  della  minima  distanza 
del  raggio  (u,  v)  dal  raggio  infinitamente  vicino,  con  cos  a  ,  cos  6  ,  cos  e 
i  coseni  di  direzione  di  questa  minima  distanza  e  in  fine  con  r  il  valore 
deU'ascissa  t  al  piede  di  dp  sopra  il  raggio  (u,  v). 

Abbiamo: 

cosa:  cos6:cos(J  =  (Y(a:  — Zeno  :  (ZtZX— XdZ)  ;  (X  (?Y— T  dX) 
cos  a  :  cos  6  :  cos  e  =    (  Y  g-  —  Z  r-j  du  +  (Y-^  —  Z^do 

Per  le  identità  osservate  al  §.  77  pag.  162  (nota)  si  può  scrivere 
cosa:  cos  J:co8c  =  |(Ef-Fg)  du  -  [g^^  -  Y^^)  df> 


e  risulta  quindi 


cos  a  = 


(6) 


cos  h 


cos  e  = 


Ora  si  ha 


VEG— F*  v'Edw*+2FeittA;-fGdt;* 
V  E  G— F»  V  E  <?M*  -1-2  F  <?«  d»+ G  d»* 

VEG— F*  V~EcZf*+2FdMcZt;+Gdt;* 
d|>  =  2  ^^^  ^  *^  ' 


ossia  per  le  precedenti: 
1 


(7) 


dp 


v/EG— F*  ds. 


E  eft*  +  F  dv  ,    F  dtt  +  G  rft? 
e  dtt  -f  /■  cfc  ,    f  du  +  g  dv 
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Essendo  r  Tascissa  del  piede  di  dp  sopra  il  raggio  (u,  v)  ^  t  quella 
del  punto  ove  incontra  il  raggio  (w  +  ^«i  ^  +  dv\  avremo 

a;-i-rX  +  ^l>cosa  =  a:  +  da:-f^(X  +  dX), 

colle  analoghe  in  y,  e,  ovvero 

;  r  X  +  di?  cos  a  =  da;  +  ^  (X  ^-  dX) 
j  rY+di?cos6  =  dy  +  <(Y  +  rfY) 
(  rZ  +  c^cosc  =  di  +  <(Z  +  (E)  . 

Queste,  moltiplicate  ordinatamente  per  X,  Y,  Z  e  sommate,  danno 

t  =  r  —  ^lLdx. 

cioè  t  differisce,  come  è  naturale,  infinitamente  poco  da  r.  Moltiplican- 
dole invece  per  iX,  dTY,  e!Z  e  sommando  otteniamo 

onde,  trascurando  gli  infinitesimi  di  ordine  superiore: 


__2(todX 


cioè 

§.  138. 
Ponti  lìmiti  e  forinola  di  Hamilton. 

Le  formolo  ora  stabilite  conducono  a  notevoli  conseguenze,  che  nel 
modo  più  semplice  stabiliamo,  servendoci  di  una  conveniente  trasfor- 
mazione delle  coordinate  curvilinee  (u,  v).  Escludiamo  per  ciò  dapprima 
il  caso  che  le  due  forme  fondamentiili  (4),  (5)  abbiano  i  coefficienti  pro- 
porzionali, cioè  che  sussista  la  proporzione 

E:  F:  G  =  6:^^:  g. 

Allora,  con  una  trasformazione  determinata  reale  delle  coordinate  u,  r, 
si  può  rendere  simultaneamente 
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Sapposta  effettuata  questa  trasformazione,  la  (8)  diventa 

e  du^  +  9  à^ 


(8*)  r  = 


EcZw'  +  GcZt;' 


Indicando  con  ri  il  valore  di  r  corrispondente  a  efo  =»  o,  con  r^  quello 
corrispondente  a  du^O,  avremo 

e  g 

""^ È    '     ""' G' 

restando  escluso,  per  l'ipotesi  fatta,  il  caso  din^rg.  La  (8*)  si  scrive 
quindi 

^^^  ^~    '&dif+Qdif 

e,  supponendo  p.  e.  rs>ri,  si  ha 


^_^    .  G(r,-rOdt;»  E(r,  — rQ^ 

'"^Erftt*+Gdt;»~  •      Edw*  +  G 


*f 

'+Qdf?~"'      Edw^  +  Grft;*  ' 
onde  segue 


Indichiamo  con  Li ,  L,  i  piedi  delle  minime  distanze  del  raggio  (u,  t;) 
dai  due  raggi  infinitamente  vicini  (w  +  rfw ,  v)  ,  (ti ,  t;  +  dv)  rispettiva- 
mente; le  loro  ascisse  sono  ri.rg.  Per  quanto  precede,  il  piede  della 
minima  distanza  del  raggio  (u,  v)  da  ogni  altro  raggio  infinitamente  vi- 
cino {u'\'du  ,  v-^-dv)  cade  entro  il  segmento  Li  Li;  gli  estremi  Li,  L| 
di  questo  segmento  diconsi  perciò  i  punti  limiH. 

Se  con 

cos  ai  ,    cos  bi  ,    cos  Ci 

COS   Os  ,      cos  &s  9      cos  Cf 

indichiamo  i  valori  di  cos  a,  cos  6,  cos  e  ai  rispettivi  punti  limiti  Li ,  Ls, 
abbiamo  dalle  (6) 

1   ax  -       1   3Y  1   az 

cos  ai  =  -zzz  —  >    cos  6i  =  ^ir  —   t    cos  d 


^  Q  dv  \/  Gdv  y/  G  ^^ 


'V 


onde 


1     3X  -  1     3Y  1    37 

cos  a,  =  —:^  —    ,    cos  6,  =  -^^i:^  —   ,    cos  Cf  =  -^^  —  , 

V^E3m  y/  Edu  \/  E  du 

cos  ai  cos  Ot  +  cos  6i  cos  6i  +  cos  (?i  cos  Cj  =»  0 . 


Digitized  by 


Google 


302  CAPITOLO  X.  —  §§.  138, 139 

Si  ha  quindi  il  teorema  :  Le  direzioni  delle  minime  distanze  dd  raggio 
{Uy  v)  da  quei  due  raggi  della  congruenisa,  pei  quali  i  piedi  di  esse  distame 
cadono  nei  punti  limiti  Li,  L2,  sono  fra  loro  ortogonali. 

Ghiamansi  piaai  principali  del  raggio  {u,  v)  i  piani  condotti  per  questo 
raggio  normalmente  a  quelle  due  minime  distanze;  il  risultato  prece- 
dente si  enuncia  quindi  :  I  due  piani  principali  di  ogni  raggio  sono  fra 
loro  ortogonali. 

Possiamo  ora  scrìvere  la  (9)  in  altro  modo  introducendo  l'angolo  «», 
che  la  minima  distanza  dp  del  raggio  (u,  v)  dal  raggio  (u-k-du,  v-\-  dv) 
forma  con  quella  dpi  relativa  al  punto  limite  Li.  Abbiamo  infatti 

V  v/E  du 

cos  0)  =  S  cos  a  cos  «i  =  — 


cos   <tì  = 


,  Erfu*  .  Qdt^ 


Edu*  +Qdv'  '  Edu'  +  Gdv" 

e  però  la  (9)  dà  la  formola  di  Hamilton: 
(10)  r  =  ri  cos*  co  +  r,  Ben*  o) . 

§.  139. 
Oongraenze  isotrope. 

Esaminiamo  ora  il  caso  escluso 

e:^:g  =  E:F:G; 

le  considerazioni  del  numero  precedente  rimangono  ancora  applicabili, 
colla  differenza  che  la  trasformazione  effettuata  può  compiersi  ora  in 
infiniti  modi.  Risultando  ri  =  r,,  i  punti  limiti  Li,L2  coincidono  sopra 
ogni  raggio  in  un  sol  punto,  e  in  questo  punto  cadono  i  piedi  di  tutte 
le  minime  distanze  del  raggio  dai  raggi  infinitamente  vicini.  Queste  sin- 
golari congruenze  furono  considerate  la  prima  volta  da  Bibaucour,  che 
diede  loro  il  nome  di  congruenze  isotrope.  H  loro  studio  presenta  molto 
interesse  per  la  relazione  dì  queste  congruenze  colle  superficie  d'area 
minima,  che  fra  breve  stabiliremo. 

Qui  facciamo  le  osservazioni  seguenti.  Un'equazione 

'f  (w,  v)  =  0 

fra  le  coordinate  u,  v  di  un  raggio  di  qualsiasi  congruenza  rappresenta 
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una  superfìcie  rigata,  le  cui  generatrici  sono  raggi  della  congruenza,  o, 
come  si  dirà  brevemente,  una  rigata  della  congruenza.  Per  ogni  rigata 
di  una  congruenza  isotropa  è  chiaro  che  la  linea  di  stringimento  coin- 
cide col  luogo  dei  punti  limiti  dei  suoi  raggi.  Invece  per  una  congruenza 
generale  ciò  avviene  soltanto  per  le  due  serie  di  superficie  rigate 

tt  =  costante    ,    t;  =  costante  , 

le  variabili  u,  v  essendo  quelle  introdotte  nel  numero  precedente.  Per 
ogni  superficie  v  =»  costante  la  linea  di  stringimento  è  il  luogo  del  punto 
lìmite  Li  sui  raggi  corrispondenti  e  similmente  per  una  u  =»  costante  il 
luogo  del  punto  limite  L2.  Le  superficie  rigate  di  queste  due  serie  si 
diranno  per  ciò  le  superficie  principcdi  della  congruenza.  Nelle  congruenze 
isotrope,  ed  in  queste  soltanto,  ogni  rigata  della  congruenza  è  superficie 
principale. 

Se  per  una  congruenza  isotropa  scegliamo  a  linee  (u,  t;)  sulla  sfera 
UD  sistema  ortogonale,  e  per  superficie  di  partenza  prendiamo  la  super- 
ficie luogo  dei  punti  limiti,  che  si  dice  la  superfìcie  media  della  con- 
gruenza, avremo 

n  =  ^i  =  0, 
quindi 

e^O  ,    r+/'  =  0  ,    ^  =  0  , 

cioè  sarà  identicamente 

Se  si  fa  dunque  della  superficie  media  S  una  rappresentazione  sulla 
sfera,  non  al  modo  di  Oauss,  ma  conducendo  il  raggio  della  sfera  pa- 
rallelo alla  direzione  del  raggio  della  congruenza  isotropa,  la  formola 
precedente  insegna  che  ogni  elemento  lineare  di  S  è  perpendicolare  al 
corrispondente  sulla  sfera.  Si  ha  quindi  il  teorema  di  Bibaucour: 

La  superfìcie  media  di  una  congruenza  isotropa  S  corrisponde  per  or- 
toffonalUà  ^dementi  alla  sfera. 

Viceversa  si  vede  subito  che  se  una  superficie  S  corrisponde  per  or- 
togonalità d'elementi  alla  sfera,  conducendo  pei  punti  di  S  le  rette  pa- 
rallele ai  raggi  che  vanno  ai  punti  corrispondenti  della  sfera,  si  forma 
una  congruenza  isotropa. 

In  fine  osserviamo  che  se  a  partire  dalla  superficie  media  S  si  porta 
sopra  ogni  raggio  una  lunghezza  costante  t,  le  coordinate  dell'estremo 
essendo 

S=:a;  +  «  ,    T]  =  y  +  ^T  ,    C  =  if  +  *Z  , 
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Telemento  lineare  della  superficie  luogo  degli  estremi  è  dato  da 

e  non  varia  quindi  cangiando  t  in—t.  Le  due  superficie  Si,  St  che  si 
formano  portando  il  segmento  costante  t  dalF  una  parte  o  dall'altra  sono 
applicabili,  corrispondendosi  i  punti  sullo  stesso  raggio,  e  la  distanza  di 
due  punti  corrispondenti  è  costante,  eguale  a  2^.  Viceversa  è  chiaro  che: 
Se  m  una  coppia  di  superficie  applicabili  la  distanza  dei  punti  corrispon- 
denti è  costante,  le  congiungenti  i  punti  corrispondenti  formano  una  con- 
gruenza isotropa. 

§.  140. 
Ascisse  dei  punti  limiti. 

Ritorniamo  ora  ai  risultati  generali  del  §.  138,  che  abbiamo  ottenuto 
introducendo  un  particolare  sistema  di  variabili,  quelle  cioè  che,  egua- 
gliate a  costanti,  danno  le  superficie  principali  della  congruenza.  Sup- 
ponendo ora  le  variabili  u,  v  qualunque,  vogliamo  stabilire  la  formola 
fondamentale  che  dà  le  ascisse  n,  r,  dei  punti  limiti.  L'equazione  diffe- 
renziale delle  superficie  principali  si  ottiene  (§.  39)  eguagliando  a  zero 
il  Jacobiano  delle  due  forme  fondamentali  (4)  (5),  cioè  il  determinante 


Edu  +  Fdv 


Fdu  +  Qdv 


edu  +  f-^dv    ,    ÙKdu^hgdv 


Essa  si  scrive  per  ciò: 

(A)j^E  — cFJdti*  +\gE—eQ^dudv+[gF  —  ^Q\d^^O. 

dv 
Pei  valori  di  —  che  soddisfano  a  questa  equazione,  la  (8) 
du 

(edu  +  ^  dv\du  +  (^  du  +  gdv\dv 
*^^  (Edu  +  Fdv)du  +  (¥du  +  Gdo)dD 

si  può  scrivere 


edu-\r 


f+f 


f+f 


du-]-gdv 


Edu  +  Fdv 


Fdu  +  Gdv 
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e  ai  ha  quindi 


( 


Fr  +  f-^\du  +  (Qr-\'g)dv^O  . 


Eliminando  fra  queste  due  il  rapporto  du:  do,  si  ottiene  l'equazione 
di  secondo  grado  in  r 

(B)    (EG-F^f«4-jsrE-(/^  +  /OF-f«GJr-{-6i,-(^^  =  0, 

le  od  radici  sono  le  ascisse  dei  punti  Umiti. 

§.  141. 
Fuochi  e  STilnppabili  della  congruenza. 

Cerchiamo  ora  se  fra  le  superficie  rigate  della  congruenza  ve  ne  sono 
di  sviluppabili.  Per  una  tale  superficie: 

(11)  9(u,v)^0, 

deve  essere  ^p  «i  0 ,  cioè  per  la  (7) 

"Edu  +  Fdv  ,    Fdui-Qdv 

edu  +  fdv    ,    f  du  +  ff  d^ 
ovvero,  sviluppando 


=  0, 


(C)    (fE-eF)du*+^gE  +  (f'f)F-eQ\dudv  +  (gF-fG)dv'^0. 

Dunque:  1  raggi  della  congrueriza possono  associarsi  in  due  serie  (reali 
od  immaginarie)  di  superficie  sviluppabili. 

Alla  stessa  equazione  differenziale  (G)  delle  sviluppabili  della  con- 
gruenza arriviamo  anche  nel  modo  seguente,  che  ci  fornisce  inoltre 
un  altro  importante  elemento.  Supposto  che  la  (11)  sia  T  equazione  di 
una  sviluppabile  della  congruenza,  indichiamo  con  p  l'ascissa  del  punto 
F  ove  il  raggio  (u,  v)  tocca  lo  spigolo  di  regresso  della  (1 1)  ;  le  coor- 
dinate di  F  saranno 

Se  differenziamo  queste  formolo,  ritenoido  u»  o  legate  dalla  (11),  Ba- 
so 
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ranno  per  ipotesi  dxi,  cbfi,  dei  proporzionali  a  X,  Y,  Z,  onde  avremo: 

(fe-|.pdX=XX    ,    (^  +  prfY=XT    ,    (fe  +  pdZ  =  XZ, 
essendo. X  un  fattore  (infinitesimo)  di  proporzionalità.  Moltiplicando  or- 
dinatamente queste  tre  equazioni,  una  prima  volta  per  ^  »  ^  »  ^i 

3X     3Y     3Z  ^      .    ,,. 

una  seconda  P®'^  ^r  >  ^  >  g"  ®  sommando  si  ottiene: 

Eliminando  p,  si  ottiene  appunto  Tequazione  differenziale  (G)  delle 
sviluppabili  della  congruenza.  Ove  si  elimini  invece  il  rapporto  d^:  dv, 
si  ha  per  p  Tequazione  di  secondo  grado: 

(D)     (EQ-r)(f+^gE-(f+n¥  +  eG]^p  +  eg-ff  =  0; 

le  sue  radici  pi,  pt  sono  evidentemente  le  ascisse  dei  due  punti  Fi,  Ft, 
ove  il  raggio  (u,v)  tocca  lo  spigolo  di  regresso  dell'una  o  dell'altra  svi- 
luppabile delle  due  serie  che  passano  pel  detto  raggio.  Questi  due  punti 
diconsi  i  fuochi  del  raggio  (u,  v)  e  possono  anche  considerarsi  come  i 
due  punti  in  cui  il  raggio  {u,  v)  è  incontrato  dai  due  raggi  infinitamente 
vicini,  appartenenti  all'una  o  all'altra  delle  sviluppabili  ^^K  Essi  sono 
reali  od  immaginarli,  secondo  che  le  sviluppabili  della  congruenza  sono 
reali  od  immaginarie. 

Dalle  (B),  (D)  confrontate  risulta 

Pi  +  p,  =  ri  +  r, , 

quindi:  H  punto  medio  dei  punti  limiti  coincide  col  punto  medio  dei  fuochi. 
Questo  punto  dicesi  per  ciò  il  punto  medio  del  raggio,  e  la  superficie 
luogo  dei  punti  medii  chiamasi  la  superficie  media.  Dalle  (B),  (D)  risulta 
inoltre 

quindi 

(r.-rO*-(p.-p.)«  =  ^^,. 


(^)  L*  incontro  ha  luogo  soltanto  a  meno  di  infinitesimi  d'ordine  superiore, 
cioè  dp  è  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  primo  in  F| ,  F^ . 
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Se  sì  indica  quindi  con  2d  la  distanza  dei  punti  limiti  e  con  28  quella 
dei  fuochi,  si  ha 

Quando  i  due  fuochi  sono  reali,  essi  giacciono  dunque,  come  segue 
anche  dal  §.  138,  entro  il  segmento  dei  punti  limiti. 

Prendiamo  per  semplicità  a  superficie  di  partenza  la  superficie  media  ; 
allora  la  formola  (10)  (pag.  302)  di  Hamilton,  ponendo 

ri  =  rf  ,    r,=  -  d  , 
sì  scrìve 

r  =  dcos2a)  , 

onde  si  vede  che,  mentre  il  piede  della  minima  distanza  del  raggio  (ti,  v) 
da  un  raggio  infinitamente  vicino  percorre  il  segmento  dei  punti  limiti 

da  +  ^  a  —  ^>  l'angolo  o)  cresce  da  0  a  -,  assumendo  il  valore  j  nel 

punto  medio  del  raggio.  Indicando  con  coi,  o>t  i  suoi  valori  nei  fuochi 

•  Pi  =  S  I    p«  =  -  8  , 

abbiamo 

S 


e  però 


cos2a)i  =  -3   ,    cos2a)t=--= 
a  a 


Diconsi  piani  focàii  ì  piani  condotti  pel  raggio  e  pei  due  raggi  infi- 
nitamente vicini  che  lo  incontrano;  ne  risulta:  I piani  focali  hanno  gli 
stessi  piani  biseUori  dei  piani  principcUi. 

Se  indichiamo  con 

rangole  dei  due  piani  focali  abbiamo,  per  le  precedenti,  le  formolo: 


8  v^(f-8« 

(13)  8enY=^    ,    C08t=^^— ^ —  . 

§.  142. 
Superficie  focali. 

In  relazione  con  una  data  congruenza  vi  sono  da  considerare  cinque 
superficie  e  cioè  la  superficie  inedia,  luogo  dei  punti  medii,  le  due  stè- 
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perfide  limUi  luogo  dei  punti  limiti,  e  in  fine  le  due  superficie  focaii  luogo 
dei  fuochi  t^).  Le  prime  tre  sono  sempre  reali,  le  due  ultime  soltanto 
per  le  congruenze  a  sviluppabili  reali.  La  congruenza  è  allora  formata 
dalle  tangenti  comuni  alle  due  falde  Si,  Ss  della  superficie  focale.  Es- 
seDdo  i  due  fuochi  Fi  ^F^  i  punti  di  contatto  del  raggio  colle  superficie 
focali  Si,  S,,  è  chiaro  che  i  piani  focali  sono  i  piani  tangenti  in  Fi,  F, 
alle  superficie  focali.  I  raggi  della  congruenza  inviluppano  sopra  Si  un 
sistema  qo  ^  di  curve,  che  sono  gli  spigoli  di  regresso  Fi  delle  sviluppa- 
bili di  uno  dei  due  sistemi,  e  analogamente  sopra  S,;  si  vedrà  subito 
che  il  piano  osculatore  in  Fi  della  curva  Fi ,  che  vi  passa,  è  altresì  il 
piano  tangente  in  F,  alla  Ss.  Le  due  serie  di  sviluppabili  della  con- 
gruenza tagliano  ciascuna  delle  superficie  focali  secondo  un  sistema  co- 
niugato. 

Possono  le  superficie  focali  coincidere?  In  tal  caso  le  linee  inviluppate 
sulla  superficie  focale  dai  raggi  della  congruenza  coincidono  con  quelle  del 
sistema  coniugato,  cioè  sono  le  assintotiche  di  un  sistema.  Di  più  si  di- 
mostra facilmente  che  la  distanza  2  d  dei  punti  limiti  è  data  allora  da 

V-K     . 

essendo  E  la  curvatura  della  superficie  focale. 

E  infatti  prendasi  a  superficie  di  partenza  la  superficie  focale,  e  a 
linee  coordinate  le  linee  assintotiche  v  in  considerazione  e  le  loro  traiet- 
torie ortogonali  u  e  sia 

ds'^^JS:  dt^  +  &dv' 

V  elemento  lineare  della  superficie.  Per  i  coefficienti  della.  secoiulA  forma 
fondamentale  avremo 

D'* 

Poniamo 


E'G' 


\J^du  '  '     vE^au  '     ^""vÈ'au 

Y  _   l    dx  1    óy  1    d0 

As  —  -—  —,  Is  =»  — n  —  ,      /is  =  —;zi  -~ 

v/G'3t;  y/&dv  s/&dv 


(^)  In  molte  ricerche  torna  utile  la  considerazione  di  una  sesta  superficie 
detta  da  Ribaucour  la  inviluppata  media,  che  è  T  inviluppo  dei  piani  normali  ai 
raggi  nei  punti  medii  (piani  medii). 
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6  dalle  formole  fondamentali  (I),  (II),  pag.  116-117  dedurremo 
ax,_         1    3  VE'  Y        3Xi        1    ^\ÌQl  Y    .    »'  V 

^         vG'  3»  a»     Ve'   a«         Ve' 

Essendo  appunto  Xi,Yi,Z,  i  coseni  di  direzione  del  raggio  (u, v) 
della  congruenza,  per  le  quantità  fondamentali  (2)  (3)  pag.  298  troviamo 


E»  _L._v±L      ,  F=  - 


V^E'G'     dv 


onde 


dv 

La  (B)»  essendo  nullo  il  termine  medio,  dà  quindi 
1         D'* 

§.  143. 
Oongroenie  nomali. 

Un  sistema  di  raggi  si  dirà  un  sistema  o  una  congruenza  normale, 
se  esiste  una  superficie  normale  a  tutti  i  raggi  e  quindi  (§.  133)  una 
serie  od^  di  tali  superficie. 

Se  una  congruenza  è  normale,  dovrà  esser  possibile  assumere  nelle 
(1)  pag.  298  per  t  una  tale  funzione  di  u,  i;  che  la  superficie  luogo  del 
punto  (£,  Y),  C)  riesca  normale  ai  raggi;  dovranno  quindi  i  differenziali 
di,  drij  cBi  soddisfare  alla  condizione 

Ora  si  ha 

dg  =  dx-^di .  X+t .dK.,dyi  =  dy-^dt .  Y+« .  (?Y ,  dC  =  dsf-Vdt .  Z+td Z 

e  però  la  condizione  richiesta  diventa 

dù-\''^Xdx  =  0; 
se  si  pone 

(14)  o=2xs-   '  =  2xr.' 
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avremo  per  determinare  t  la  relazione 

dt  =  —([J  du  +  Y  dv)  , 
onde  la  condizione  richiesta  si  traduce  nella  equazione 

<-)  '^-'^. 

che  si  può  scrivere  anche,  per  le  (3): 

(15*)  f=f\ 

Supposta  la  (15)  o  (15*)  soddisfatta,  esiste  una  serie  di  superficie 
(parallele)  ortogonali  alla  congruenza,  definite  dalla  formola 

(16)  t  =  G-  f({J  du-\-W  dv)  . 

Essendo  f^f\  si  ha 

e  viceversa  dall'una  o  dall'altra  di  queste  ultime  segaef=f.  Dunque: 
La  condieione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  congruenza  sia 
normale  èche  i  fuochi  coincidano  coi  punti  limiti^  ovvero  che  i  piani  focali 
siano  fra  loro  perpendicolari  ^^K 

Le  due  superficie  focali  per  una  congruenza  normale  coincidono  evi- 
dentemente colle  due  falde  dell'evoluta  delle  superficie  ortogonali  ai  raggi. 

§.  144. 
Teorema  di  Malos-Dupin. 

Poniamo  la  (15)  sotto  altra  forma,  introducendo  gli  angoli  a,  p,  che 
il  raggio  (u,  v)  forma  colle  linee  coordinate  v,  u  della  superficie  S  di 
partenza.  Se 

ds'  =  ¥!  du'  +  2rdudv-]'  &  d^ 


è  l'elemento  lineare  di  questa  superficie,  abbiamo 

.^  =  JL  ,    cosp  =  2X-      ^    - 


cos  a  =  21  X  — :=  ^  =  -^i:  ,     cos  p  =  21  ^ 


(^)  Questo  teorema  risalta  anche  subito  dalle  considerazioni  geometriche 
del  §.  142. 
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onde  la  (15)  sì  scrive 

aCVgcosa)  _  3(VG^co8p) 
^  ^  dv  ~  du 

e,  supponendola  soddisfatta,  la  (16)  diventa 

(18)  t  =  C  —f  (v/É"  cos  a  di*  f  \/G'  cos  p  dv)  , 

In  queste  formole  figurano  soltanto  gli  angoli  a,  p  e  i  coefficienti  del- 
l'elemento lineare  della  superficie  di  partenza.  Beltrami  ne  ha  dedotte 
le  seguenti  interessanti  conseguenze.  Supposta  la  (17)  soddisfatta,  im- 
maginiamo che  la  S  si  deformi,  seco  trasportando  il  sistema  di  raggi 
invariabilmente  legato  alla  superficie,  in  modo  cioè  che  gli  angoli  a,  p 
non  varino.  La  (17)  rimarrà  sempre  soddisfatta  e  il  valore  (18)  di  t 
non  varierà  per  la  deformazione.  Si  ha  quindi  il  teorema  di  Beltrami: 

Se  i  raggi  di  una  congruenea  normale,  nscenùi  dai  punti  di  una  su- 
perficie S,  ^  immaginano  terminanti  ad  una  delle  superficie  ortogonali  S,  in 
ogni  deformazione  per  flessione  della  S,  che  seco  trasporti  i  raggi  della 
congruenza  invariabilmente  connessi  alla  superfi^ne,  U  luogo  dei  medesimi 
estremi  sarà  sempre  una  superficie  ortogoncde  ai  raggi  <^). 

Dalla  formola  (17)  si  deduce  inoltre  facilmente  il  teorema  di  Malus- 
Dupin  : 

Se  una  congruenza  normale  di  raggi  luminosi  stìbisce  un  numero  quor 
lunque  di  riflessioni  o  rifrazioni,  essa  rimane  sempre  una  congruenza 
normale. 

Prendiamo  a  superficie  S  di  partenza  la  superficie  riflettente  o  ri- 
frangente, e  a  linee  coordinate  u  sopra  la  S  le  linee  inviluppate  dalle 
proiezioni  ortogonali  dei  raggi  sui  piani  tangenti  a  S,  a  linee  v  le  traiet- 
torie ortogonali:  avremo 

essendo  t  l'angolo  del  raggio  colla  normale  a  S.  La  (17)  diventa  allora 

3(v/6'senT) 


9u 


=  0 


(*)  Si  può  osservare  che,  siccome  nella  (17)  e  nella  (18)  figurano  solo  E',  G', 
si  può  anche  ammettere  che  la  superficie  flessibile  S  sia  soltanto  parzialmente 
inestendibUe,  cioè  Inngo  le  linee  coordinate  u,  v,  ed  anche  in  queste  deforma- 
zioni più  generali  sussisterà  il  teorema  di  Beltrami. 
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e,  se  è  soddisfatta,  contìnua  ad  esserlo  cangiando  y  in  t'  colla  condizione 

sen  /  =  n  sen  7  ,   (n  costante)  , 
ciò  che  dimostra  il  teorema. 

§.  145. 
Oongmenxe  con  assegnata  immagine  sferica  dèlie  saperfide  principali. 

Ritorniamo  ora  alle  congruenze  generali  per  trattare  successivamente 
due  problemi,  che  possono  considerarsi  come  la  generalizzazione  dell'altro 
di  trovare  le  superficie  con  assegnata  immagine  sferica  delle  linee  di 
curvatura,  cioè  le  congruenze  normali  con  assegnata  immagine  sferica 
delle  sviluppabili  (§.  83).  Per  una  congruenza  normale  le  sviluppabili 
della  congruenza  coincidono  colle  superficie  principali,  mentre  nel  caso 
di  una  congruenza  generale  i  due  sistemi  sono  distinti.  Converrà  quindi 
che  ci  occupiamo  successivamente  delle  due  questioni: 

i.^  Determinare  le  cangrnenae  con  assegnata  immagine  sferica  ddk 
superficie  pri/ncipali, 

2.*  Determinare  le  congruenee  con  assegnata  immagine  sferica  ddle 
sviluppabili. 

In  questo  numero  ci  occupiamo  del  primo  problema  che  ha  sempre 
un  significato  reale,  siano  le  sviluppali  reali  od  immaginarie. 

Il  sistema  sferico  (ti,  v),  immagine  delle  superficie  principali,  deve 
essere  un  sistema  ortogonale  (§.  138)  e  sia 

(to'*  =  E  dti*  +  G  du» 

Telemento  lineare  della  rappresentazione  sferica.  Prendiamo  a,  superficie 
di  partenza  la  superficie  media,  talché  le  incognite  del  nostro  problema 
saranno  le  coordinate  x,  y,  b  del  punto  medio  del  raggio  (u,  v\  Per  ipo- 
tesi, dovremo  avere 

F  =  0  ,  /'  +  r  =  0  ,   «G+^E  =  0 

e,  indicando  C(m  2  r  la  distanza  dei  punti  limiti,  sarà  quindi 

Introduciamo  una  nuova  funzione  incognita  7,  ponendo 
/^r>v       /.      v^  3^  3X  '=r-Fr       rt       VI  3^  3X  , 

(20)  f-l^j^^-f^"^^^  r=^^^  =  -^Mm-, 
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^  Significato  geometrico  di  ?  risulta  sabito  dalla  (D)  (pag.  306)  giacché, 
^  con  2  p  si  indica  la  distanza  dei  fuochi,  si  ha 


(21) 


du 


Dalla  prima  delle  (20)  calcoliamo  -^ ,  osservando  che  si  |ha 

per  le  formolo  fondamentali  del  cap.  V  (pag,  152): 

W     \  1  iaS  +  Ì2  ja;"-^^ 

e  inoltre,  per  la  prima  delle  (19) 

Ne  risulta,  osservando  le  (19)  e  (20)  stesse: 

f  Végi 


12 
2 


ax 
dv 


y 


3(tVEG) 


11 


+ 


1\ 


—  r 


Ej^J  +  G 
3(rE) 


11 
2 


+ 


+ 


ma  si  ha  nel  nostro  caso 
J.J12)    ,    .111 

onde 
(«) 


+  G 


=  0, 


3  log  VE  G 
du 


dv 

11 
1 


-E2xg; 


+ 


V  Y  ^  —  1  ^(^"^  _  1  /^  ?? 

^^dv~  E      dv  \   Edu' 


E      dv 
Siinìlm9nte  derivando  la  seconda  delle  (20)  rapporto  a  v,  si  troverà 


(*) 


2x 


dx 
du 


i  ^(^•Q)  4.  1  /  E  ?? 
G     3tt     '^   V  Gdv 


Basta  ora  associare  le  (a),  (6)  colle  (19),  (20)  e,  risolvendo  rapporto 


dx     dy     dg     dx     dy     d» 


a^i:. 


du'  du'  du'  dv'  dv'  dv 


,  si  ottengono  le  formolo: 


(22) 


^  _  ,?X_  l/E^aX       U/Ea?  1  3(rG)j 

a»~aa        VG'^at;"'"|VGai;  G     du    S^ 

a«__  ^     -i/G   ax     i  1  a(rE)  -\ /Gay| 

a»"   *"a«'^VE'*aM'^ÌE    a»  VEatt)-^ 


colle  analoghe  in  y,  «. 
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Viceversa,  se  r,  ?  sono  due  tali  funzioni  di  u,  v  che  le  condizioni 
d'integrabilità  per  le  (22)  siano  soddisfatte,  queste  ci  definiranno  per 
quadrature  una  congruenza  coIFassegnata  immagine  sferica  delle  super- 
ficie principali.  Ora,  calcolando  effettivamente  le  condizioni  d'integrabilità 
per  le  (22),  tenendo  conto  delle  equazioni  fondamentali  che  danno  le 
derivate  seconde  di  X,  Y,  Z  (§.  72,  pag.  152),  troviamo  che  esse  si  ridu- 
cono alla  unica  condizione  fra  r  e  7: 

essendo  A^^  il  parametro  differenziale  secondo  di  ^: 


^«9  = 


Veg 


du\\  EduJ  '^  dv\y  GdvJ\ 


Sì  vede  quindi  che  il  problema  proposto  ammette  una  grande  arbi- 
trarietà nella  soluzione,  potendosi  prendere  ad  arbitrio  r  0  f,e  deteroii- 
nare  successivamente  7  0  r  dalla  equazione  a  derivate  parziali  (23). 

In  particolare,  se  la  congruenza  deve  essere  normale,  avremo  op  =  0 
e  Tequazione  per  r  diviene 

(OA^      y^     ,  31ogN/È3r      31ogv^6  3r       3Mog  y/EG    _ 
^    ^     dudv"^       dv       du'^       du       dv^       dudv       ^  — "' 

che  è  precisamente  Tequazione  aggifinta  (^)  dell'altra 

f^K\  ?!J?  -  3  log  Ve  3W      31ogV6  3W_ 

^^^^  dudv  dv        du  du        dv  ~^  ' 

da  cui  abbiamo  visto  al  §.  83  dipendere  lo  stesso  problema.  È  ben  noto 
che  la  integrazione  della  equazione  (24)  e  quella  della  sua  aggiunta  (25) 
sono  analiticamente  equivalenti. 

§.  146 
Inviluppata  media  di  una  congrnenia  isotropa. 

Qui  ci  limitiamo  ad  applicare  la  (23)  al  caso  di  una  congruenza  iso- 
tropa, ove  si  ha  r  =  0.  La  ricerca  delle  congruenze  isotrope  dipende 


(*)  Veggasi  Darboux,  t.  II,  p.  71  ss. 
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per  la  (23),  dalla  equazione 

A,  y  +  2  y  =  0  , 

che,  per  le  forinole  di  Weingarten  relative  alle  coordinate  tangenziali 
(Cf.  §.  81),  si  può  interpretare  anche  come  Tequazione  tangenziale  delle 
superficie  ad  area  minima. 

Ed  appunto  la  teoria  delle  congruenze  isotrope  è  stata  posta  da  Ri- 
baucour  in  relazione  con  quella  delle  superficie  minime  mediante  il  se- 
guente teorema  fondamentale: 

L'ifwUuppcUa  media  (^)  di  una  congruenza  isotropa  è  una  superficie 
d*area  minima. 

Questo  teorema  segue  con  facilità  dalle  nostre  formole  generali  (22) 
ove,  trattandosi  di  una  congruenza  isotropa,  per  la  quale  le  superficie 
principali  sono  indeterminate,  potremo  assumere  arbitrariamente  le  linee 
ortogonali  (u,  v)  sulla  sfera  rappresentativa  ;  e  noi  le  supporremo  iso- 
terme, ponendo 

E  =  G  =  X  ,   r=0  , 

Così  le  (22)  diventano 

dx  Y  ^  ^^ 

du  dv        ^  dv 

e,  se  con  W  indichiamo  la  distanza  del  piano  medio  dall'origine,  sarà 


indi 


/  aw  _  3y     ^    ax 
\  du  ~  dv'^  ^^  du 


/3w__3y     ^    ax 

Y  +  ^-yJ^.m 2xyxli 

f  -r  ^^  —  Z^[^2-r  ^j—    2  ^2, a? X , 


Ne  segue 

du' 

cioè 

a*w  .  yw 


at?+^+2Xw=:o, 

il  che  dimostra  il  teorema  di  Ribaucour. 


(i)  Cf.  la  nota  al  §.  142  (pag.  308). 
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§.  147. 
Oongnense  con  assegnata  immagine  sferica  delle  STilnppabili. 

Veniamo  ora  alla  seconda  questione  proposta  al  §.  145,  che  comporta, 
come  ora  si  vedrà,  un'arbitrarietà  molto  minore  nella  soluzione.  Oli  im- 
portanti risultati  che  andiamo  a  stabilire  sono  dovuti  a  Guichard,  che 
li  ha  dimostrati  nel  modo  seguente  ^^K 

Sia 

rassegnato  elemento  lineare  sferico,  essendo  le  (u,  v)  le  immagini  delle 
sviluppabili  della  congruenza.  Prendiamo  anche  qui  a  superficie  di  par- 
tenza la  superficie  media  della  congruenza,  assumendo  per  incognite  le 
coordinate  x,  y,  e  del  punto  medio  del  raggio.  Se  indichiamo  con  2  p  la 
distanza  dei  fuochi,  saranno 

aj  +  pX  ,  y  +  pY  ,  5  +  pZ. 

le  coordinate  dell*  un  fuoco  e 

re  — pX,   y  — pY,   b  —  ^Z 

quelle  del  secondo  fuoco.  Supponiamo  che  il  primo  corrisponda  alle 
linee  t;  =  costante,  il  secondo  alle  linee  u  =  costante;  dovremo  avere  allora 

3m  *        3t*  '         3tt  '      ■ 

8(^-pX)  ^  ^  ^      3(y-pY)  ^  ^  Y      aj0-pZ)  ^  ^  2 
3t;  '         3t;  '  3t;  * 

essendo  A,  l  convenienti  fattori  di  proporzionalità.  Se  scriviamo  queste 
equazioni  così: 


(26) 


^  =  ('  +  1^) 


(*)  Surfaces  rapportéea  à  leurs  lignes  asymptoUques  et  congrtiences  rc^ftpartées 
à  leurs  dévéloppàbles  (Annales  scientifiques  de  TÉcole  Normale  Supérìenre, 
t.  VI,  3.«  sèrie). 
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colle  analoghe  in  y, jer,  indi  formiamo  le  condizioni  d'integrabilità 


osservando  che 
troviamo 


yx 

duhf 

dh 
dv 


dv\duj      du  \dv}  ~      ' 


-'?ii+i'.ri— . 


-  s 2;r-k-  +  2f.F«=0  , 


du  dudv 

?  =  -.2 


(P) 


A 


2 


au  "*"  I  2 


Così  le  (26)  diyeataao 


(27) 


dx 
ac' 


?P+2Ì12 

a«^      2 


l'I 


^       ax 


ap  ,  „ji2)   L.  ,    ax 
a-.  +  Mi  r^  +  PaiJ 


e  la  (a),  sostituendovi  per  {,  h  i  loro  valori  (P),  dà  l'equazione  per  p 


^-^^^+m+m+ 


3  (  12  )    ,    a  j  12 
3tt  j  1  )  "^  3t;  I  2 


l  +  F 


p— 0, 


Viceversa,  se  p  è  una  soluzione  di  questa  equazione,  le  (27)  danno 
per  quadrature  una  corrispondente  congruenza,  che  ha  l'assegnata  im- 
magine delle  sviluppabili. 

Si  osserverà  che  la  equazione  di  Laplace  (28),  da  cui  dipende  il  pro- 
blema, è  raggiunta  dell'altra 


9u9t; 


'.r^-riiv+^w-. 


dalla  quale,  al  §.  82,  abbiamo  visto  dipendere  il  problema  di  trovare  le 
superficie  che  hanno  per  immagine  sferica  di  un  sistema  coniugato  il 
sistema  (u,v).  Questi  due  problemi  sono  dunque  equivalenti. 
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§.  148. 
Formole  (generali  rélatìTe  alla  sfera. 

Voleado  ora  esprìDiere  gli  elementi  relativi  alle  due  falde  della  su- 
perficie focale,  converrà  stabilire  un  sistema  di  formole,  che  ci  sarà  poi 
utile  in  altre  ricerche. 

In  ogni  punto  (u,  v)  della  sfera  consideriamo  il  triedro  trirettangolo 

formato  dalla  normale  alla  sfera  e  dalle  direzioni  bisettrici  delle  linee 

coordinate  (u,  v)  ;  i  coseni  di  queste  ultime  due  direzioni  saranno  indicati 

rispettivamente  con 

Xi   ,    Yi   ,    Zi 

Xf   ,    Yt   ,    Zs 

e,  indicando  con  Q  l'angolo  delle  linee  sferiche  (ti,  v),  definito  dalle  formole 

^          F                  ^      VEG— F* 
cos  fi  =  -^z=:    >    sen  fi  = i:z=—  , 

Veg  Veg 

troveremo  subito: 

^  1       l    l    dX         1     3X 

Al  =  - 


(29) 


2  8en-l>^E3«       V  G  a» 

^        1     (  1   ax  ,    1   3X  ) 

2cos-i^E9w        VG3v' 


colle  formole  analoghe  in  Y,  Z. 

Le  formole  che  dobbiamo  stabilire  esprimono  le  derivate  parziali  dei 

nove  coseni  di  direzione 

X   ,    Xi  ,    Xt 

Y   ,    Y.   ,    Y. 

Z   ,     Zi    ,    Zf 

linearmente  pei  coseni  stessi  e  per  i  coefficienti  dell'elemento  lineare 
sferico. 

Dalle  (29)  si  ha  intanto 

1^  =  v/Esen"Xi  +  VE  cos  |x. 
^=-VGsen|Xi  +  VOcos^X. 
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e  però 


ax, 


ax 


S^t— 2x.i=-VÉ««f 


dw 


dM 


2x'^=-Sx.g=-Voc<«f 


Ora  calcoliamo  le  due  somme 


^  ^»  ai^  ~  "■  -2-  ^i  aii- 


2x.fi  =  -2x.^^» 


dv 


dv 


Sì  ha,  per  le  (29): 


y  X  ^^t  ^    ^    y  j  1  ax  3  / 1  3X\ 1  ax  a  / 1  ax\) 


ed  essendo 


cos  Q 
derivando  rapporto  ad  u,  risulta 


Ve  a»  '  V~G  a»  ' 


_i_ax  a^/j_ax\    _g^^gaQ_      i  ax  a  /  i  axv 
^ /~G  ap  attW^attJ  du     ^>/1  a«attW"Ga»/ 


talché  la  precedente  può  scriyersi 


2^t-- 


2  8enfl 


„aa  ,    2  VI  3x  a  /  1  ax\ 


Se  si  sviluppa,  osservando  la  formola 

yx  _  (i2|ax    ji2|  ax_p,-f 
a«a«;"(i)att'*"|2ja»     ''*'' 

risolta 


-^  '^»  at«  2  sen  Q 


Ora  si  ha 


F  ao 


^**     \/eg/    '^'        '^'    2GaM 


^- 


=  .F,'fj  +  .G|',^ 
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indi 

per  cui  otteniamo 

VI  V  ax,  Vi  ^  9X,  1  30     -»  /E  112)       ^ 

Similmente 

Queste  due  formole,  associate  alle  (a)  ed  alle  identità 
2X.^|l-0  .    SX.f-'^Oetc., 
danno  subito  il  gruppo  di  formolo  richieste 

(^  =  V^8en|x,+  \/Ecos|x,,  ^»  -  v/Gsen|Xi  +  /Gco8|x. 

(30)}  ^>=-AX.-V'È8en|x    ,    ^  =  BX,  + /G  sen  ^x 
*    3»  2  3p  2 

^A«==  AX.-V^co8^X    ,    ^|!--BX.->/Gco8|x, 

dove  si  è  posto  per  abbreviare 

/oi^     *       132,1 /E  (12)       ^      _      138,   A /G  (12)        rt 

È  bene  osservare  che,  per  le  formolo  sviluppate  al  §.  86  (pag.  184), 

si  possono  anche  esprimere  A,  6  per  le  curvature  geodetiche  —  »  —  delle 
linee  coordinate  nel  modo  seguente 

(31*)  A--^-l?^       B  — ^-i?? 

Le  formolo  (30),  quando  sia  dato  Telemento  lineare  sferico,  damio 
per  X,  Xi,  Xt  il  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  già  accennato 
al  §.  58,  che  è  illimitatamente  integrabile  ;  la  sua  integrazione  dipende 
da  un'equazione  di  Riccati. 
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§.  149. 
Bemeoiti  delle  due  &lde  della  saperfleie  focale. 

Bitorniamo  ora  al  problema  ed  alle  forinole  di  Guichard,  dove  attual- 
mente l'angolo  a  delle  linee  sferiche  (w,  v)  rappresenta  altresì  l'angolo 
dei  piani  focali  (^).  Le  (27)  si  scrivono 


(32) 


dv'' 


•3_p 
du 


|2  j 


l+H"l' 


X  — VEsen^  pX,  —  ^'Ècosg  pX, 
X  — VGsen^pX, +  VGco8|pX,  . 


Indichiamo  con  Si,  St  le  dae  superficie  focali,  con  Xi,  ^i,  ;?,  ;  Xt,y,,0t 
le  coordinate  dei  rispettivi  fuochi  Fi,  F»,  talché  si  ha 

a;,  =  a?  +  pX  ,    yi  =  y  +  pY,    «,=««  +  pZ 
«t  =  «  — pX  ,    yt  =  y  — pY  ,    e,  =  g  —  pZ;    . 

indicheremo  poi  con 

Ei  ,  Fi  ,  G.    ;    Di  ,  D'i  .  ITi 
E,  ,  F,  ,  G,    ;    D,  ,  D',  ,  ly, 

i  coefficienti  delle  due  forme  fondamentali  di  Si,  Ss  rispettivamente.  Tro- 
viamo per  le  (30),  (31) 


3^ 
du 


dp    (12 
^+2  IP 


^.'f--^ 


12 


Q 


/t:         2 


^  =  2raP^-2^««V^'-2^«>V^«'?=-2 


j|pX-2V6sen|pXi+2VGcos|pX, 

dXt 


dp .  (12 

r.+  i^p 


X. 


W  Le  linee  sferiche  u,  v  sono  le  indicatrici  delle  tangenti  degli  spigoli  di 
regresso  delle  sviluppabili  u,  v  nella  congruenza,  onde  risulta  subito  la  nostra 
asserzione.  Analiticamente  si  perviene  allo  stesso  risultato,  osservando  che  si  ha 

e pE,    f—pF,    r pF,    fif-=pG, 

onde  la  (B)  pag.  805  d& 

ai 
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Ne  risultano  iatanto  le  formole 

8 


S,  =  4 


(33) 


,F.=  -4l% 


.r,>U.4,||-|VG 


E,G,-FÌ  =  16Gp' 


%+m 


e  analogamente 


(33* 


[e.  =  4p*JJ\^JVeJ.F.=  -4J 


12 


)•"         "|2 
E,G,-F|=16Ep* 


,G,  =  4 


9p  .  (12 


M> 


Indichiamo  ora  con  Si,  iQi,  Ci  i  coseni  di  direzione  della  normale  a  Si, 
con  £t«  ^It»  Ct  quelli  della  normale  a  Sj;  abbiamo 

Q  Q 

€,  =  co8  2Xi  +  8en2X, 

Si^coSgX,  — Ben^X,. 
Calcolando 

Tk  _       V  ^  ^     -n'  _       VI  ^^  ^*«    TV'  V  ^  ^ 


troviamo 


(34) 


|Di»2/EsenQ[|.|^^2jp].iy,  =  0.D^=-2^p[g+y|^,2jsenfi 


h=^^VÌÌiH^- 


,D',  =  0,D",=  -2v'G8enQ 


[M\H'' 


(^)  Le  formole  ly^^Q  ,  D'^^O  esprimono  la  proprietà  ben  nota  che  le  linee 
(u,  v)  formano  un  sistema  coniugato  sopra  ambedue  le  superficie  focaii.  I  valori 
di  I>'i  ,  Dj  possono  anche  scriversi 

P»  P, 
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le  corratare  Ei ,  E«  delle  due  falde  sono  poi  date  dalle  forinole 


323 


(53) 


K.= 


VMg+Vi 


(12 

|2 


senfi 


<+fh^ 


K,= 


Vi'-c+Vir'h-"' 


*^\Mh' 


§.  150. 
Applicasione  alle  congraenze  pseudosferiche. 

Applichiamo  le  forinole  generali  del  paragrafo  precedente  a  due  casi 
particolari.  Proponiamoci  in  primo  luogo  la  questione  :  Esistono  congruente, 
neUe  quali  sia  contemporaneamente  costante  la  distanza  dei  fuochi  e  queUa 
dei  punti  limiti?  Dal  §.  130,  sappiamo  che  esistono  effettivamente  con- 
gruenze normali  di  questa  specie  e  sono  quelle  formate  dalle  normali 
ad  una  superficie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  n,  r^  sono  legati  dalla 

relazione 

ri  —  r,  =  costante. 

Ora,  trattando  la  questione  generale,  dobbiamo  supporre  nelle  for- 
molo del  numero  precedente 

p«> costante    ,    fi  =» costante; 

allora  le  (35)  diventano 

e,  poiché 


sen*fi 
4p» 


2p   _ 
senfi 


=  2r 


è  la  distanza  dei  punti  limiti,  abbiamo  il  teorema  :  Se  in  una  congruenza 
rettilinea  sono  costanti  la  distanza  dei  fuochi  e  quella  dei  punii  limiti,  le 
due  superficie  focali  sono  superficie  pseudosferiche  di  raggio  eguale  atta 
distanza  dei  punti  limiti. 

Le  congruenze  di  questa  specie,  di  cui  più  tardi  dimostreremo  l'esi- 
stenza per  tutti  i  valori  di  p  e  di  fi,  si  diranno  congruenze  pseudosfe- 
ridhe.  Qui,  nell'ipotesi  della  loro  esistenza,  deduciamo  ancora  alcune  pro- 
prietà della  corrispondenza  dei  punti  sulle  due  falde  della  superficie 
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focale.  Per  la  equazione  differenziale  delle  assintotiche  sopra  ambedue 
le  falde  troviamo  dalle  (34): 

onde  le  linee  assintotiche  si  corrispondono  sulle  due  falde;  di  più  per 
gli  elementi  lineari  dsi ,  ds^  avendosi 


(isj  =  4p* 


(fei  =  4  p* 


(|'^^|.._j-j*)'+G*. 

(r,>-!?!*)'+^*'' 


risulta  che  gli  archi  di  assintotiche  corrispondenti  sono  eguali.  Dalle  (33), 
(34)  troviamo  poi  per  Tequazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  sul- 
l'una e  sull'altra  falda 


.\-p^- 


EG+El\^r+GJf" 


dudv+G]^^]^\^^W:=^0. 


Abbiamo  quindi  il  teorema:  Sopra  le  due  falde  della  superficie  focde 
di  una  congruenza  pseudosferica  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura  e 
le  linee  assintotichCf  e  gli  archi  corrispondenti  di  assintotica  sono  eguali  ^^K 


(i)  Meritano  di  essere  osservate  le  conseguenze  che  derivano  dalle  forinole 
del  §.  145  per  le  immagini  sferiche  {u,  v)  delle  superficie  principali  di  ima  con- 
gruenza pseudosferica.  Essendo  costanti  r  e  p  e  quindi  <p  »  v^r*— p* ,  la  (23) 
pag.  814  diventa 

Dunque:  L'elemento  lineare  sferico,  riferito  alle  linee  (u,  v)  immagini  delU 
superficie  principali  di  una  congruenza  pseudosferica,  prende  la  forma 

(a)    (&««EdM«+G^(i«8  , 

dove  il  prodotto  y/EQ  è  una  solttssione  dell'equazione  di  Liouville: 

(6)    ^^3^^^  =  cos  Q  v^EG  (Q  costante)  . 

È  chiaro  inversamente,  pel  §.  145,  che  ogniqualvolta  l*elemento  lineare  sfe- 
rico è  ridotto  alla  forma  (a),  ove  la  (6)  sia  soddisfatta,  esiste  una  congruenza 
pseudosferica  corrispondente. 

In  particolare,  se  la  congruenza  pseudosferica  è  normale,  si  ha  Q»»-., 
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§.  151. 
Oongrneue  di  CkdQhard. 

La  seconda  questione  che  ci  proponiamo  è  la  seguente  ^^:  Per  quali 
congruenee  accade  che  le  sviluppabili  della  congruenza  tagliano  le  super- 
ficie focali  lungo  le  linee  di  curvatura? 

Dovremo  avere  allora 

Fi=0    ,    F,  =  0  , 

e  quindi  per  le  (33))  (33*)  (supponendo  che  le  superficie  focali  non  si 
riducano  a  curve)  risulteranno  quali  condizioni  necessarie  e  sufficienti 

Ora  queste  esprimono  (§.  76)  che  le  linee  sferiche  u,  v  sono  le  im- 
magini delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica  e  però  abbiamo: 
Le  congruenee  richieste  sono  tutte  e  sóle  qudle,  che  hanno  per  immagine 
ddU  sviluppabili  U  immagmi  deUe  assintotiche  di  una  superficie  pseudo- 
sferica. 

Potendosi  fare  allora  (§.  76) 

E  =-.  G  =  1    ,    indi  F  =  cos  fl  , 
l'equazione  (28)  di  Laplace,  che  definisce  p,  diventa 

(36)  ^  +  pcoflQ  =  0. 

Ad  ogni  soluzione  p  di  questa  equazione  corrisponde  una  congruenza 
della  specie  ora  considerata;  diremo  queste  congruenze:  congruenge  di 
Gvichard. 


— ^^- —  =  0  e  si  può  fare  senz'altro  vEG=»l.  Riguardando  allora  u,  v 

come  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  in  un  piano  rappresentativo, 
8ì  ha  una  rappresentazione  della  sfera  sul  piano  che  conserva  le  aree  e  nella 
quale  al  doppio  sistema  ortogonale  delle  rette  parallele  agli  assi  coordinati  nel 
piano  rappresentativo  corrisponde  un  doppio  sistema  ortogonale  sulla  sfera. 

A  questi  ultimi  risultati  si  arriverebbe  direttamente,  cercando  secondo  il 
teorema  0)  pag.  290  le  linee  sferiche  immagini  delle  linee  di  curvatura  di  quelle 
superficie  W,  nelle  quali  è  costante  la  differenza  fra  i  raggi  principali  di  cur- 
vatura. 

Notevole  ancora  è  il  caso  Q  :»  0  ;  allora  la  congruenza  è  formata  dalle  tan- 
genti alle  linee  assintotiche  di  un  sistema  di  una  superficie  pseudosferica.  Cfr. 
§.  149,  pag.  306. 

(*)   (Cf.  GmCHARD  1.  e.  ). 
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Per  gli  elementi  lineari  delle  due  falde  della  superficie  focale  di  una 
congruenza  di  Ouichard  si  hanno  dalle  (33)  le  semplici  formole 

'cfeJ  =  4pMw»+4^Vrft;^. 
Nella  (36)  Q  indica  una  soluzione  qualunque  della  equazione 

5-3-  =  —  sen  Q 
dudv 

e  si  può  osservare  con  Ouichard  che  z-  ,  ^  sono  soluzioni  particolari 

della  (36);  una  delle  due  falde  focali  è  allora  una  sfera. 

Sulla  superficie  Si  di  Guichard  le  linee  di  curvatura  v  =»  costante 
hanno  per  tangenti  i  raggi  della  congruenza;  sia  Ti  l'evoluta  di  Si  ri- 
spetto alle  t;  =  costante.  La  normale  a  Fi  in  un  punto  è  parallela  al 
corrispondente  raggio  della  congruenza  di  Guichard  e,  poiché  le  {u,v) 
sulla  Fi  sono  coniugate,  si  ha  per  la  Fi  la  proprietà  che,  facendone  la 
rappresentazione  sferica  di  Gauss,  F  immagine  del  sistema  coniugato 
{u,v)  di  Fi  coincide  coir  immagine  delle  assintotiche  di  una  superficie 
pseudosferica.  Ora  basta  riportarsi  alle  formole  (25)  §.  78,  pag.  167  per 

{r$) 
vedere  che,  indicando  con  i  simboli  di  Christoffel  costruiti  per  la 

(  ^  )i 

Fi,  sarà 

(22 

(lii 

cioè  le  u,  V  sulla  Fi  sono  geodetiche.  Le  superficie  di  questa  specie,  sulle 
quali  esiste  un  sistema  coniugato  formato  da  linee  geodetiche,  furono  stu- 
diate la  prima  volta  da  Voss  (^)  e  si  diranno  superficie  di  Voss.  Dunque: 
Ogni  superficie  di  Gruichard  ha  per  una  falda  delVevduta  una  superficie  di 
Voss. 

Inversamente  si  vedrà  subito:  Le  evòlventi  di  una  superficie  di  Voss 
rispetto  aUTuno  0  aW altro  sistema  di  geodetiche  del  sistema  coniugato  sono 
superfi4Ae  di  Ouìcha/rd. 

Bitorneremo  più  tardi  sulle  proprietà  delle  superficie  considerate  in 
questo  numero  e  sulle  loro  relazioni  colle  superficie  pseudosferiche. 


=  0 


11) 

2  Ir"' 


(^)  SitssungsbericMe  der  MUnchener  AJcademie  der  Wissenschaffen  (Bian  1888). 
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Capitolo  XI. 


Spazi  a  M  dimensioni  Ipersuperficie  e  enne  di  qnesti  spazi 


Lo  8pMio  8«  defluito  dal  suo  (b*.  —  Metrica  angolare.  ~  Linee  geodetiche.  —  lpenai>erflcie 
geodeticamente  parallele.  —  La  cnrYatura  secondo  Riemann.  —  Spasi  a  curvatura  co- 
stante. —  Le  tre  curvature  principali  di  uno  spasio  a  tre  dimensioni.  —  Formole  gene- 
rali relative  alle  ix>ersui>erflcie  negli  spasi  curvi.  —  Generalixsazione  delle  formolo  di 
Gauss  e  di  Codassl.  —  Curvatura  delle  linee.  —  Estensione  del  teorema  di  Mounier  e 
della  formola  d^Eulero.  —  Linee  di  curvatura  di  un'  ipersuperficie.  —  Proprietà  delle 
rappresentasioni  conformi.  —  Sistemi  n^''  ortogonali  negU  spasi  a  n  dimensioni.  —  Gaso 
degli  spasi  a  tre  dimensioni.  -^  Teorema  di  Dupin  e  Darbouz.  —  Le  &miglie  di  Lamé. 

§.  162. 
Oonveuioni  fdndamentali. 


Dopo  avere  studiate  nei  precedenti  capitoli  le  proprietà  generali  di 
geometria  infinitesimale,  relative  airordinario  spazio  (Euclideo)  a  tre  di- 
mensioni, ci  proponiamo  ora  di  porre  i  fondamenti  per  T  estensione  di 
queste  ricerche  agli  spazi  di  quante  si  vogliano  dimensioni  e  di  natura 
qualunque. 

Consideriamo  n  variabili  reali  indipendenti 

ciascuna  delle  quali  possa  assumere  tutti  i  valori  da  —  qo  a  +  o^-  L'in- 
sieme di  n  particolari  valori 

dati  alle  variabili  si  dirà  un  punto  e  i  valori  éf  (t=l ,  2 , . .  n)  pren- 
deranno il  nome  di  coordinate  dd  punto.  Spesso,  per  denotare  il  punto, 
useremo  la  notazione 

(:r?>)  (i=l,  2,...n). 

La  totalità  dei  punti  si  chiamerà  spaino  S»  a  n  dimensioni.  Se 
a?i ,  Xt,.  ..Xn,  invece  che  illimitatamente  da  —  oo  a  +  oo  ,  variano  entro 
certi  rispettivi  campi,  parleremo  di  una  regione  di  S». 
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Consideriamo  ora  in  S»  T  insieme  dei  punti  che  si  ottengono  ponendo 
le  coordinate  Xiy  Xt,...Xn  eguali  a  determinate  funzioni  di  m <C n  variabili 

poniamo 

(1)  Xi  =  (pi  (ui,  fhy.Um)      *  =  1,  2, ... n. 

Questa  totalità  di  punti,  rappresentata  dalle  (1),  si  dirà  una  varietà, 
0  spazio  subordinato  in  S»;  e  precisamente,  se  le  funzioni  r^  («ii,  Ut- •  -t^) 
non  possono  esprìmersi  per  meno  di  m  yarìabili,  la  varietà  si  dirà  una 
varietà  V^  a  w  dimensioni  <^).  In  particolare  se  w=  1  la  varietà  si  dirà 
una  curva,  se  m  =  2  una  superficie,  se  m=n — 1  \m*  ipersuperficie. 

Quando  le  (1)  siano  equivalenti  ad  un  sistema  di  equazioni  lineari 
nelle  x,  diremo  che  Vm  è  uno  spcurio  lineare  e  T  indicheremo  con  Sm«  In 
particolare  lo  spazio  ambiente  stesso  S^  sarà  riguardato  come  lineare  (^. 

A  fondamento  della  metrica  nel  nostro  spazio  Sn  poniamo  una  forma 
differenziale  quadratica: 

l...n 

f=  2  ^<*  dXi  dx^, 

che  in  tutta  la  regione  di  spazio  da  considerarsi  supponiamo  a  discri- 
minante a=^\aix\  non  nullo.  Supponiamo  pòi  che  i  coefficienti  a^^  siano 
funzioni  reali,  finite  e  continue  delle  x,  insieme  almeno  alle  loro  deri- 
vate parziali  prime  e  seconde.  In  fine  supponiamo  che  la  forma  f  risulti 
definita  e  positiva  in  tutta  la  regione  considerata  (^). 


(^)  Perchò  una  tale  riduzione  non  abbia  luogo  ai  sa  che  la  matrice 


3^1 
9^1 

3fi 
•  3%  " 

3ip, 

3y, 

a?. 

.      •      • 

3fi 

3y*    3yn         3yn 

deve  essere  precisamente  di  caratteristica  m,  cioè  deve  avere  almeno  un  minore 
d*ordine  m  non  nullo. 

(*)  Propriamente  lo  spazio  lineare  dei  geometri  sintetici  è  qui  per  noi  sol- 
tanto imo  spazio  rappresentativo. 

^)  Quest'ultima  condizione,  che  si  pone  per  ragioni  geometriche,  non  è 
veramente  necessaria  dal  punto  di  vista  analitico.  Il  lettore  riconoscerà  facil- 
mente negli  sviluppi  seguenti  del  testo  quali  continuano  a  sussistere  togliendo 
la  detta  condizione. 
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Definiremo  come  distanza  ds  di  due  punti  (a?^) ,  («<  4-  àXi)  injSaita" 
mente  vicini  Tespressione  data  dalla  formola 

1...» 
(2)  **  "^  S  ^**  ^*  ^"^  ' 

e  diremo  anche  ds  Vdemento  lineare  dello  spazio.  Così,  se  consideriamo 
in  Sn  una  curva  C 

Xi=Xi{f)    (i=l  ,  2,...w)  , 

essendo  t  il  parametro  che  individua  i  punti  della  curva,  Tarco  di  essa, 
curva  da  t^t^  a  t  =  ti  sarà  dato  dall'integrale  definito 

5=1    r/y  «ifc  diiOif^ .  dt , 

gli  accenti  indicando  derivazione  rapporto  a  t 

In  particolare,  se  chiamiamo  linee  coordinate  {xi)  quelle  lungo  le 
quali  vana  il  solo  parametro  Xi^  e  con  dSi  indichiamo  il  loro  elemento 
d'arco»  avremo  manifestamente 

dSi  =  yjau  dXi . 

§.  153. 
BUcrarazione  degli  angoli. 

Definita  la  legge  per  la  metrica  delle  lunghezze  in  S»,  passiamo  a 
definire  quella  per  gli  angoli.  Consideriamo  per  ciò  due  elementi  hnearì 
ds ,  is  spiccati  da  un  punto  {Xi). a  due  punti  infinitamente  vicini  {Xi-^-dXi)^ 
(Xi+SXi),  talché 

<fe*  =  2  ^^'t  dXidXf,  ,  Ss^  =  \  aiK  8a?<  Bxk  . 

Il  valore  assoluto  dell'espressione 

SdXi  ÌXk 
"***  d^  "87 

essendo  minore  dell'unità,  (^)  esiste  un  angolo  reale  (o  perfettamente  de- 


W  Per  accertarsene  in  modo  semplice  basta  osservare  che,  essendo  la  forma 
quadratica  ^  cCìk  Ìì  ^k  definita.  Inequazione  di  secondo  grado  in  — 
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terminato,  compreso  fra  0  e  )c,  tale  che  sia 

(3)  co8»=ga,.-^-g^. 

Qnest^angolo  a>  si  dirà  Tangolo  formato  dai  due  elementi  lineari  ds,is, 
0  dalle  loro  direzioni.  A  giustificare  questa  convenzione  è  bene  osser- 
vare col  Beltrami  (Parametri  differenziali  pag.  14)  che  la  distanza  D^ 
dei  due  punti  infinitamente  vicini  (Xi'\-dXi),  (a;<+S^<)  è  data,  a  meno 
d*  infinitesimi  d'ordine  superiore,  da 

cioè  da 

Ds*  =  cfe*  +  85*  —  2  &  Ss  cos  (0 , 

precisamente  come  se  si  trattasse  dello  spazio  ordinario. 

Dalla  formula  (3),  indicando  con  co^j^  Tangolo  formato  dalle  direzioni 
(positive)  delle  rispettive  linee  coordinate  (Xi) ,  (Xj,) ,  si  deduce  in  par- 
ticolare 


(3*)  cos  <^iK  — 


\Jaii  axK 


A  complemento  della  definizione  dell' angolo,  conviene  poi  aggiungere 
le  osservazioni  seguenti.  Se  mutiamo  le  variabili  x  in  altre  variabili  y, 
e  corrispondentemente  trasformiamo  la  forma  quadratica  fondamentale, 
le  lunghezze  e  gli  angoli,  quali  sopra  li  abbiamo  definiti,  non  subiscono 
alterazione.  Inoltre  se  in  Sn  consideriamo  una  varietà  Y^  e,  ponendo 
nella  (2)  per  le  x  i  loro  valori  espressi  per  le  u,  otteniamo  per  il  ds* 
della  varietà 

l...m 

(2*)  <fo*  =  2  ^r»  dur  du,  , 

r.i 

le  lunghezze  e  gli  angoli  misurati  in  Yn, ,  secondo  la  (2*),  coincideranno 
colle  lunghezze  e  cogli  angoli,  misurati  secondo  la  (2),  nello  spazio  am- 
biente Sn. 


deve  avere  le  radici  immaginarle  e  perciò 


CUX/4  ^X). 

Facendo  Si  =  -;-  ,  fìh  =  -^—  »  si  verifica  appunto  l'asserzione  del  testo. 
ds  OS 
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§.  154. 
Oostaati  di  direàone. 

Una  direzione  uscente  da  un  punto  (off)  risulta  fissata  dai  valori  delle 
n  costanti 

5*  =  ^  (i=l,  2,...n). 

che  diremo  le  costanti  di  diresnone;  esse  sono  legate  dall'identità 

^ai*eiS;t  =  l. 

Chiameremo  per  brevità  direzione  (£<),  relativa  ad  un  dato  punto 
(Xi)y  quella  che  ha  le  costanti  di  direzione  £i,  £«,...£«. 

Considerando  due  direzioni  ($^i') ,  {^f) ,  uscenti  da  un  medesimo  punto, 
pel  loro  angolo  (o  avremo 

cosc6=ga,,S?>S2). 

Se  (?{0 ,  (??) . . .  (£^rO  sono  m  direzioni  uscenti  da  un  punto  {éf)  e 
si  considera  la  varietà  lineare  definita  dalle  formolo 

(4)         x,^éf-\'^]^u,  +  ^fu,^-...^T'u^.   (i=l,  2,...n), 

essendo  Ui ,  Ut.  ..u^m parametri,  questa  sarà  a  m  dimensioni,  cioè  un 
S».,  se  m  è  la  caratteristica  della  matrice 

lls<n?...erMI«=i»  2....n 

ed  allora  le  m  direzioni  si  diranno  indipendenti;  se  la  caratteristica  è 
r<Cmy  allora  le  m  direzioni  giacciono  in  un  S^  e  diconsi  dipendenti. 
Supponiamo  di  essere  nel  primo  caso  e  consideriamo  un'altra  dire- 
zione qualsiasi  {U)  uscente  da  ipéf)  e  giacente  nello  spazio  S,„,  definito 
dalle  (4).  Per  le  costanti  di  una  tale  direzione  avremo  dalle  (4) 

(i  =  1 ,  2  , . . .  n)  , 
dove  le  X  sono  legate  dall'identità  quadratica 

>^i  +  >^«  +  . . .  >^  +  2Xi  X,  cos ai,  +  . , .  =  1  , 

indicando  «n  l'angolo  delle  due  direzioni  {^l^)^  (i^f). 

Si  osservi  che  per  un  punto  (ordinario)  di  una  varietà  V^: 

iCi  =  ?i  (wi ,  «, . . .  wj 
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si  possono  condurre  m  direzioni  indipendenti  tangenti  alla  varietà,  p.  e. 
le  m  che  hanno  costanti  ii  di  direzione  proporzionali  alle  derivate 

^    (r=l,  2...m). 

Esse  individuano  FS^»  tangente  alla  Y^.  Ogni  direzione  per  quel  punto 
{éf),  normale  a  tutte  le  m  direzioni  che  individuano  TS^  tangrate,  è 
pure  normale  ad  ogni  altra  direzione  in  S^  e  dicesi  normale  alla  varietà 
Vm.  Gli  Si  normali  alla  varietà  formano  un  S»_^;  in  particolare,  se  la 
V,»  è  un'ipersuperficie  {m  =  n —  1),  vi  ha  una  sola  direzione  normale. 

Per  angolo  di  due  ipersuperficie  in  un  punto  P  loro  comune  inten- 
deremo rangole  formato  dalle  due  direzioni  normali. 

Ora  se  si  considera  un' ipersuperficie  coordinata  a^r  =  costante,  o  come 
diremo  V  ipersuperficie  Xr ,  si  trova  subito  che  le  costanti  £<  di  direzione 
della  sua  normale  sono  proporzionali  ai  minori  della  linea  r^  nel  di- 
scriminante a,  e  per  ciò,  conservando  le  notazioni  del  Gap.  n,  si  ha 

yJT7r  ' 

Se  indichiamo  adunque  con  Qri  l'angolo  delle  due  ipersuperficie  coor- 
dinate Xr,  X,,  avremo 

cos  Bri  =  2à  — ==~  » 

Y -^rr  -^i» 

cioè 

cos  Qr9  =  '*'  , 

V    -^rr  Agg 

formola  che,  coi  simboli  dei  parametri  differenziali,  possiamo  scrìvere 

cosQ..  =  ^4^=b^   . 

Per  la  natura  invariantiva  dei  parametri  differenziali,  ne  segue  che 
se  consideriamo  due  ipersuperficie  qualunque  di  rispettive  equazioni 

U  (a?i  ,   rcj  , . . .  iCn)  =  0 
V (aJi  ,   Xt  ,...  Xn)  =  0  , 

pel  loro  angolo  fi  d'intersezione  in  un  punto  qualunque  avremo  la 
formola  : 

(5)  «,a=.4ffii^. 
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In^  particolare  adunque  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
le  due  ipersuperficie  si  incontrino  ortogonalmente  si  esprime  coU'annul- 
larsi  del  parametro  differenziale  misto  V(U,y). 

§.  155. 
Linee  (feodetlGhe. 

Colla  legge  di  misurazione  delle  lunghezze  in  Sn  viene  altresì  sta- 
bilito il  concetto  di  linee  geodetiche,  come  quelle  linee  che  fra  due  loro 
punti  qualunque  A,  B,  ,pre9i  sufficientemente  vicini^  seignano  il  più  breve 
cammino  per  andare  in  S» ,  da  A  a  B. 

Occupiamoci  di  stabilire,  secondo  le  regole  del  calcolo  delle  varia- 
zioni, le  equazioni  differenziali  di  qtieste  linee.  Sopra  una  tale  geodetica 
g  esprimiamo  le  coordinate  {xi)  di  un  punto  mobile  in  funzione  dell'arco 
^  di  9,  contato  da  un  punto  fisso;  avremo: 

Prendiamo  ora  il  tratto  di  geodetica  compreso  fra  due  suoi  punti 
A,  B,  corrispondenti  ai  valori  ^ ,  ^i  di  ^,  ed  esprìmiamo  che,  sostituendo 
alla  geodetica  g  una  linea  infinitamente  vicina,  coi  medesimi  estremi  A,B, 
la  variazione  dell'arco  è  nulla. 

Da 

1...» 

eb*  =  2  ^<*  *Pi  dx^  , 
indicando  col  simbolo  S  le  variazioni,  segue 

onde  integrando  dalle  due  parti  ed  eseguendo  sull'integrale 

un'  integrazione  per  psirti,  coli'  osservare  che  per  ipotesi  le  variazioni  txi 
ai  limiti  tf,,  ti  sono  nulle,  otteniamo: 

Dunque  le  equazioni  differenziali  che  esprimono  l'annullarsi  di  S /^  ds 
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saranno  le  seguenti: 

^^^       ^1  ^*'"^'  =  2   Ì§^"^"5^^^=^'^'  3...n)  ; 

esse  sono  le  equazioni  differenziali  cercate  delle  linee  geodetiche.  In- 
troducendo i  simboli  di  Christoffel  (Gap.  II),  possiamo  scriverle  sotto  la 
forma  equivalente: 

(B,         ■f-t+g[t].^%-''.'  =  <^.»-">' 
r  indice  a  apposto  al  simbolo  di  Christoffel  indicando  che  esso  è  costruito 
per  la  forma  ^  a^^  dXi  dxx .  Alle  (B)  possiamo  sostituire  quelle  che  si 
ottengono  risolvendo  rispetto  alle  derivate  seconde,  cioè 

Se  integriamo  le  (B)  o  (B*)  in  guisa  che  le  Xi  assumano  per  t=to 

dxi 
valori  prestabiliti  céf  e  le  derivate  prime  -^  valori  iniziali  £<  pure  dati 

ad  arbitrio,  ma  soddisfacenti  alla  condizione 

la  condizione  (5*)  sarà  sempre  soddisfatta,  perchè,  a  causa  delle  (B),  si 
avrà: 

dt  ri    *    dt    dt 

La  linea  corrispondente  sarà  dunque  una  geodetica  e  t  sarà  il  suo 
arco.  Vediamo  di  qui  che  una  geodetica  di  Sn  è  fissata  quando  sia  dato 
un  suo  punto  (p!^?)  jò  la  direzione  (ii)  secondo  cui  esce  dal  punto. 

Ottenute  così  le  equazioni  differenziali  (B)  o  (B*)  delle  geodetiche, 
possiamo  prescindere  dal  modo  come  furono  dedotte  e  definire  le  linee 
geodetiche  come  quelle  che  soddisfano  a  queste  equazioni  differenziali. 
È  facile  infatti  verificare  il  carattere  invariantivo  delle  (B)  rispetto  a 
qualsiasi  cangiamento  di  variabili  indipendenti  (trasformazione  di  coor- 
dinate), ciò  che  prova  direttamente  come  una  linea  geodetica  rimanga 


(^)  Nel  caso  particolare  iv=2  queste  equazioni  differenziali  sono  già  state 
stabilite  al  Cap.  VI,  §.  87  (pag.  186). 
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geodetica  comunque  si  trasformino  le  coordinate.  Di  più  si  vedrà  che 
una  geodetica  dello  spazio  S«  è  altresì  geodetica  su  qualunque  varietà 
Ym  ia  Sn»  sulla  quale  si  trovi  tracciata. 
Siano  infatti 

Xi=fi  (wi ,  Mg , . . .  w«)  (i  =  1 ,  2  , . . .  n) 

le  equazioni  della  varietà  V^,  ovvero  se  w=n  le  formolo  di  trasfor- 
mazione delle  coordinate.  Pel  ds^  della  varietà  V^  avremo 

l...m 

*•  =  2  *<*  ^«*<  dux  , 
dove  • 

\ih 
Se  calcoliamo  di  qui  i  valori  dei  simboli 


(6) 


di  Christoffel  per  que- 


sta seconda  forma  differenziale,  troviamo  subito  la  formola: 


(6*) 


dui  3t«fc  3mi         x,|t      *^  3w<  3wfc  9wj 


Ora,  essendo  le  x  funzioni  delle  u  e  queste  funzioni  di  ^,  si  ha 
dirx      »-^  dxi  dUi 

(i?    ~    «  awi  awfc    *    («    "^    Y  9w,  df    • 
Sostituendo  nella  (B),  segue: 

3iBu 
questa  moltiplicata  per  _  ,  e  sommando  da  v=l  a  v=n  ,  ci  dà  per 

le  (6),  (6*): 


1...M 


(Ptti 


l...m 


^»..^+g 


,^f=0(,=  l,.,3...«). 


e  queste  sono  appunto  le  equazioni  differenziali  (B)  delle  geodetiche, 
costruite  per  la  varietà  V^,  ciò  che  dimostra  le  nostre  asserzioni  su- 
periori. 
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§.  156. 
Fonna  (geodetica  del  da*. 

Supponiamo  che  le  linee  coordinate  (xi)  siano  geodetiche  e  di  più 
il  parametro  Xi  sia  Parco  di  queste  geodetiche,  contato  a  partire  dal 
corrispondente  punto  d' incontro  con  una  determinata  ipersuperficie  coor- 
dinata Xi ,  p.  e.  colla  ^1  =  0,  talché  le  altre  ipersuperficie  Xi  siano  il 
luogo  degli  estremi  di  archi  eguali  staccati  sulle  dette  geodetiche,  a 
partire  da  rCi  ==  0.  Applicando  le  equazioni  differenziali  (A)  alle  attuali 
geodetiche  (xi),  avremo  subito,  a  causa  di  au  =»  1  : 

(7)  ^  =  ^'  ^^^'  3,...n)  . 

Se  supponiamo  adunque  che  le  geodetiche  (^i)  siano  ortogonali  al- 
l'ipersuperficie  iniziale  Xi  =  0  e  sia  quindi 

essendo  per  le  (7)  a^  indipendente  da  Xi,  ne  segue  che  identicamente 
ait  <=»  0,  cioè  anche  tutte  le  altre  ipersuperficie  Xi  sono  normali  alle  geo- 
detiche (^i).  Abbiamo  dunque  il  teorema: 

Se  per  ogni  punto  di  un' ipersuperHcie  S  si  conducono  le  geodetiche 
normali  e  sopra  di  esse  si  staccano  archi  eguali^  U  luogo  degli  estremi  è 
un'ipersuperficie  If  ortogonale  alle  geodetiche  stesse. 

Le  ipersuperficie  Y!  così  ottenute  diconsi  geodeticamente  paraUde 
alla  1. 

Questo  teorema  è  evidentemente  una  generalizzazione  del  teorema 
di  Gauss  relativo  alle  geodetiche  di  un'  ordinaria  superficie  (§.  89)  (teo- 
rema (B)  pag.  192),  ma  può  del  resto  dedursi  geometricamente  da  que- 
sto suo  caso  particolare,  per  n=»2,  nel  modo  seguente.  Le  geodetiche 
g  normali  a  £,  spiccate  dai  punti  di  una  sua  linea  arbitraria  L,  formano 
una  superficie  a  due  dimensioni  di  cui  le  g  sono  geodetiche,  e  per  ciò 
il  luogo  V  degli  estremi  di  archi  eguali  staccati  sulle  g  a  partire  da  L 
è  una  curva  ortogonale  alle  g  stesse  ;  d'altronde  questa  L'  è  una  linea 
arbitraria  tracciata  sulla  £^  onde  risulta  appunto  che  If  è  normale  a 
tutte  le  geodetiche  g. 

Ritornando  alla  forma  dell'elemento  lineare  nelP ipotesi  superiore, 

poiché 

au  =  1  ,    au  =  0    (Z  =  2  ,  3  , . . .  n)  , 
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avremo 

2...H 

(8)  (^  =  (ir;  +  2  «r.  dXr  dx,  . 

Questa  si  dirà  la  forma  geodetica  deirelemento  lineare. 
Osserviamo  che  si  ha 

Al  a?i  =  Aix  =  1  ; 

e  viceversa  diciamo  che  se  una  funzione  Q(xi,  ak,...Xn)  soddisfa  al- 
l'equazione 

(9)  A,  e  =  i, 

le  ipersuperficie  0  =»  costante  saranno  geodeticamente  parallele  e  di  più 
la  distanza  geodetica  costante  fra  due  ipersuperficie  6  =  60,  6=>6i  sarà 
data  precisamente  da  B^  —  60 .  E  infatti  si  faccia  un  cangiamento  di  va- 
riabili X  nelle  af  ponendo 

e  scegliendo  o/s ,  aft...afn  in  guisa  che  sia 

V(a^ii  ^è)=0  ,  V(a^i,  a^3)  =  0...    V(a/i,  af^)  =  0  , 

il  che  significa  geometricamente  che  assumiamo  a  linee  coordinate  (af^ 
le  traiettorie  ortogonali  delle  ipersuperficie  6  =  costante.  Indicando  con 

&«=gd',,  di/,  do/, 

Felemento  lineare  trasformato,  avremo  quindi 

Au  =  0    Au  =  0...    A'in  =  0 
e  però 

a'x,  =  0    a'i3  =  0...    a\»  =  0  ; 
inoltre  da 

Aa/,=.A\i=l 
segue 

tf'u  =  TT-  =  1  , 
An 

cioè  il  d^  ha  la  forma  geodetica, 

ciò  che  dimostra  la  proprietà  enunciata.  In  generale  perchè  le  iper- 
superficie 

U  (a?i ,  a^s . . .  Xn)  =  costante 

siano   geodeticamente  parallele  sarà  evidentemente  necessario  che  sia 
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Al  U  funzione  della  sola  U 

AiU=/'(U)  ; 

ma  questa  condizione  è  pur  sufficiente  poiché,  cangiando  il  parametro 
U  in 

rfU 


questa  funzione  0  viene  a  soddisfare  la  (9). 

Supponiamo  ora  che  delFequazione  a  derivate  parziali  (9) 

si  conosca  una  sduaione  completa  6,  contenente  cioè,  oltre  una  costante 
additiva  in  0,  altre  n  - 1  costanti  arbitrarie 

Poiché  dalla  (9),  derivando  rapporto  al  parametro  a<,  segue 


'('  ■  s- 


vediamo  che  le  ipersuperficie 

;^—  =  costante 
dai 

sono  ortogonali  alle  6  =  costante.  Indicando  con  6i ,  &£ , . .  6,^_i  nuove 
costanti  arbitrarie,  avremo  quindi  l'integrale  generale  delle  equazioni 
delle  geodetiche  sotto  la  forma  (Gf.  §.  93  pag.  204): 

Così  nel  caso  che  Telemento  lineare  dello  spazio  abbia  la  forma  di 
LUmiUe  (Gf.  §.  94): 

(fo*=(X,  +  X.  +  ...  +  X,)  (dici -H  diri +  ...  + dir*) 
dove  X<  indica  una  funzione  della  sola  x< ,  la  (9)  diventa 

©■+©"+-^©'=''-+'^+-^       - 

e  si  ha  subito  la  soluzione  completa  richiesta  ponendo 
legando  le  costanti  ai,  o^ , . . .  a^  colla  relazione 

«1  +  «t  +  .  .  .  +  «n  —  0    , 
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§.  157. 
La  curvatura  secondo  Biemann. 

Andiamo  ora  a  stabilire  V  importante  concetto  di  curvatura  dello  spor 
m  secondo  Riemann.  Consideriamo  per  ciò  un  punto  Mo  ^  {oif)  dello 
spazio  e  due  direzioni  (€^-^),  (S?)  uscenti  da  M^;  queste  determinano  un 
fascio  dì  direzioni 

(10)  5,  =  ae+P£? 

giacenti  in  un  Ss,  ovvero,  come  si  dirà,  determinano  vjì' orìentousione 
in  Sn. 

Le  geodetiche  uscenti  da  Mo,  secondo  le  varie  direzioni  del  fascio, 
avranno  per  luogo  una  superficie  o  che  si  dirà  una  superficie  geodetica. 
Ci  proponiamo  di  calcolare  la  curvatura  K  della  superficie  geodetica  o 
in  Mo,  cioè  la  curvatura  della  forma  differenziale  binaria  che  ne  dà  il 
il  eZs*,  calcolato  in  Sn-  Questa  curvatura  K  si  dirà  la  curvatura  ddlo 
spojsio  in  Mo,  r dativa  alla  assegnata  oriefttojgione  dell'  Ss. 

Per  una  qualunque  delle  geodetiche  considerate  sviluppiamo  le  coor- 
dinate Xi  di  un  suo  punto  mobile  secondo  le  potenze  dell'arco  t,  misu- 
rato a  partire  da  Mo,  arrestandoci,  colla  formola  abbreviata  del  Taylor, 
alla  seconda  potenza  di  t,  come  è  lecito  per  le  ipotesi  fondamentali 
(§.  152).  Per  le  equazioni  differenziali  (B*)  pag.  334  delle  geodetiche 
avremo 

ovvero,  sostituendo  per  le  i  i  valori  (10): 

Se  prendiamo  sulla  superficie  geodetica  o  a  variabili  coordinate 
Ui^ta   ,    Ma  =  ^  , 
avremo  per  la  formola  precedente 

(11)  ar,=^)  +  e?>t*,  +  £?»ti,- i^  j^^[  (^>u,  +  £^^ 

Per  calcolare  la  curvatura  di  <5  in  Ma  basta  restare  in  un  piccolo  in- 
torno di  Mo,  ove  ^  è  un  infinitesimo  di  primo  ordine,  e  quindi  anche 


Digitized  by 


Google 


340 


CAPITOLO  XL  —  §§.  157,  158 


<ii,  Ut,  e  i  termini  scrìtti  nella  (11)  bastano  già  per  calcolare  i  valori 
in  Mo  delle  derivate  prime  e  seconde  delle  x  rispetto  a  tii,  Us.*  Contras- 
segnando qnesti  valori  con  un  apice  (0),  avremo  dalla  (11): 

Indichiamo  ora  con 

cU^  =  bii  du\ -\- 2  bit  dui  dth  +  bncki 

il  ds*  della  superficie  o,  riferita  alle  co(u*dinate  Ui.Ui;  avremo  secondo 
le  formolo  (6),  (6*)  pag.  335: 


(12) 

(12*) 


ixj  ^  ^^i  ^  .  ' v"  ^    y^  9^ 

^  J«  dUi  duj,  dui       X,vL      *"  3w<  SUfc  3m, 


La  curvatura  cercata  E  di  a  in  Mo  è  data  dalla  formola  (32)  §.  37 

(pag.  76). 

(12,12)§> 


(13) 


K  = 


(6u6«-%f 
e  conviene  quindi  calcolare  i  valori  dei  simboli 


e  delle  loro  derivate 


in  Mo.  Intanto  dalle  (12*),  (11*)  e  dalle  relazioni  che  legano  i  simboli 
ai  tre  indici  di  Ghristoffel  di  prima  e  seconda  specie  segue  subito  che 

tutti  i  simboli    7     si  annullano  in  Mo. 


§.  158. 
Formola  per  la  curvatura  Biemanniana. 

Ora  per  le  osservazioni  superiori  sostituendo  al  simbolo  (12,  12)^  il 
suo  valore  effettivo  dato  dalla  formola  (30)  §.  35  (pag.  73)  dovremo  cal- 
colare il  valore  della  differenza 

_3_Tll1  _J__[12 

awg  [  2  Jb    at*i  [  2 


(a) 


per  Ui=Ut  =  0.  Dalla  (12*)  abbiamo 

[^^1  =  2  M  ?fì:  ?5^  ?^  4-  y  ai    ^'^  ?2^ 


ai 


=  y  M  ^  ^T  95.  ,  V  o     y^^  ^J^ , 
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nel  formare  la  differenza  (a)  si  distraggono  ì  termini  colle  derivate  terze 
e  due  termini  colle  derivate  seconde  delle  x  provenienti  dalla  deriva- 

zione  dei  fattori  medii  ^ ,  x—  nelle  somme  triple;  e  se  per  le  deri- 
vate prime  si  sostituiscono  i  valori  iniziali  (11'*'),  si  ha  dapprima 


®  è 


9ui 


+ 


)$%a«!  dui     x:f;v[vl,^^  dui     x^.bl^?d;i^ 

^'^      spilli  d%  ^  3*^X         3*^11 


Si  osservi  ora  che  per  le  seconde  delle  (ll^,  si  ha 


|«^^=_|^2Ì>^=-;§ 


ih 


Xl» 


£?Sif» 


e  Bimilmente 


?«v&=-S[f].«'^. 


onde,  sostituendo  nella  (P)  e  raccogliendo  i  termini  contenenti  le  mede- 
sime derivate  seconde  delle  x  (cangiando  a  tal  uopo  opportunamente 
gli  indici  di  sommazione),  si  ottiene 

dut[2l    du^Ul-xèJdxAvl   ax4vj.rxv*vtx -t- 

In  fine,  sostituendo  per  le  derivate  seconde  i  valori  iniziali  (11'*') 


duidut 


M&» 


•|I7Ì^'^ 
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Il  coefficiente  del  prodotto  i^  ^  ^  £?  sotto  la  somma  quadrupla 
non  è  altro  (pag.  73)  che  il  simbolo  di  Riemann  (Xv ,  \i.z)a  e  si  ha  quindi: 

(12,12)1?)=    2    (>^v,fi.r),£^»)SJ[>5«$W, 

dove  la  somma  del  secondo  membro  è  estesa  a  tutte  le  combinazioni  da 
1  a  «  dei  quattro  indici  X,ii,v,t.  Ora,  avendo  riguardo  alle  proprietà 
del  simbolo  di  Riemann,  espresse  dalle  formolo  (§.  35  pag.  74): 

•  Q.v,  ij.t)  =  —  (vX,  ^z)  =  —  (Xv,  T|i)  =  (vX,  tp.), 
possiamo  scrivere  la  precedente  così: 


(12,12)^^)=   2'C^^F)- 

Xv,|tT 


gì)  gt) 


l'accento  nella  somma  £  indicando  che  essa  deve  essere  estesa  solo  a 
quelle  combinazioni  delle  coppie  X,  v  ;  |j.,  t  nelle  quali  è 


D'altra  parte  si  ha: 


>^<v   ,     lJ'<t. 


X,  |t  T,V  X,  X  |t,V 


e  per  una  nota  identità  della  teoria  dei  determinanti  ^^^  possiamo  anche 
scrivere 


in  6«  —  6i2  =     2' 

X,V,|^T 


CS? 


(*)  Del  resto  scrivendo 


Xv,|tT 


basta  osservare  che  il  minore  di  secondo  ordine 


gode  delle  proprietà 


stesse  sopra  ricordate  pel  simbolo  di  Riemann  (X|l  ,  vx),  onde  applicando  la  tra- 
sformazione stessa  si  giunge  alla  formola  del  testo. 
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Sostituendo  nella  (13)  pag.  340,  abbiamo  quindi  la  formola  definitiva 
di  Biemann: 


(C) 


K  = 


2'  o^^.t^^)» 

Xv,|tT 


~7(i)T(«) 


Si  osserverà  che  i  determinanti  di  secondo  ordine  formati  colle  i, 
che  qui  figurano,  non  sono  altro  che  i  minori  della  matrice 

cioè  le  coordinate  dell'  S*  corrispondente  alla  assegnata  orientazione  e  la 
curvatura  Riemanniana  K,  secondo  la  (C),  è  il  quoziente  di  due  forme 
quadratiche  in  queste  coordinate,  la  forma  al  denominatore  essendo  inol- 
tre definita,  come  la  primitiva  ^artirit  - 

§.  159. 
Spasi  di  cuiratnra  costante. 

Diremo  che  lo  spazio  S»  è  a  mrvatwra  di  Riemann  costante  Ko  quando 
dovunque  si  prenda  un  punto  Mo  in  Sn  e  qualunque  orientazione  abbia 
il  piano  tangente  in  Mq  alla  superficie  geodetica  a  che  si  considera,  la 
curvatura  E  di  a  mantiene  sempre  lo  stesso  valore  Eo. 

Nel  prossimo  §.161  si  stabilirà  poi  il  notevole  risultato  (dovuto  a 
Schur)  che  basta  supporre  la  curvatura  invariabile  in  ogni  orientazione 
attorno  ad  ogni  singolo  punto  perchè  ne  risulti  E  assolutamente  costante. 

È  facile  trovare  le  condizioni  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti 
Art  del  d^  perchè  lo  spazio  abbia  la  curvatura  costante  Eo.  In  tale  ipo- 
tesi infatti,  se  manteniamo  p.  e.  fissa  la  direzione  (i^^)  e  lasciamo  l'altra 
(^  affatto  variabile,  sicché  le  corrispondenti  costanti  di  direzione  £<  non 
siano  legate  da  altra  relazione  che  dalla 

la  formola  Riemanniana  (G),  posto  E=3Eo,  ci  dà  una  relazione  quadra- 
tica omogenea  nelle  £,  che  dovrà  dunque  essere  un'identità  ed  avremo 
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quindi  per  tutti  i  valori  degli  indici  X,  v  ;  |i; ,  z  le  relazioni  : 
(Xv  ,  |i.t)  =  Ko(aX|i«vt  — »Xt«v|ì) 

Viceversa,  soddisfatte  queste  condizioni,  lo  spazio  avrà  evidentemente 
la  curvatura  costante  Ko;  dunque: 

Le  ccmdisAoni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  lo  spatrio  Sn  sia  a  cur- 
vatwra  costante  Eo  sono  espresse  dalle  forinole: 

(15)  (>^v  ,  jit)  =  Ko  K^t  «vT  —  «Xt  «vii)  » 

che  debbono  valere  per  tutti  i  valori  degli  indici  X,  v,  ji,  t  da  la  n. 

Conviene  innanzi  tutto  assicurarsi  della  effettiva  esistenza  di  spazi 
ad  un  numero  qualunque  n  di  dimensioni  a  curvatura  costante,  ciò  che 

non  è  a  priori  evidente,  il  numero  Nn=        .^ —    (§•  35)   delle  rela- 

zioni  (15)  superando  evidenten^nte  il  numero  n(n+l)  dei  coefficienti 
a^g.  Troveremo  subito  quella  forma  tipica  per  T  elemento  lineare  degli 
spazi  a  curvatura  costante  Eo  che  fu  data  da  Riemann,  cercando  di  sod- 
disfare alle  (15)  col  porre 

.  ,j        doli  +  dai  +  ...  +  dai 

(16)  ds  = ^ , 

essendo  U  una  conveniente  funzione  di  Xi,  oi^...Xn.  Osserviamo  per  ciò 
che  in  generale,  se  il  ds*  ha  la  forma  ortogonale 

ds'  =  E\da?,  +  Eldxl  +  ...  +  El,dai, 

i  valori  dei  simboli  Riemanniani  sono  i  seguenti,  significando  r,  i,  t,  h 
quattro  numeri  diversi,  presi  nella  serie  1, 2, ...  n: 

{rk  y  ih)^0 

yH;,  1  dUrdRK       1  aH^3Hfc 


(17) 


(rh    feA\-R   i    yn^  1  9H,aH.       1  3H.3H.1 

r  \Rr  dXr)  "^  dX^  [ììl  dxj  "^  ^,  H»,    dZi     dx,  ' 


(rk,  kr) ^H^H, 


2_3HraEU_  J^3H,aHfc 
H*  3^r  3^;^       ÌEIl  dxx  dx^ 


Applicando  queste  forinole  alla  forma  (16)  del  ds*  per  costruire  le 


Digitized  by 


Google 


SPAZI  DI  CURVATURA  COSTANTE  345 

equazioni  (15),  abbiamo  per  determinare  U  le  condizioni 
(18) 


ng  +  S)=K..?©' 


Dalle  prime  risulta 

U  =  Xi  +  Xi  +  ,,.  +  X,, 

essendo  X{  una  funzione  della  sola  Xi.  Ponendo  poi  per  abbreviare 

-~  =  Xi,  -=-r==X"o  abbiamo  dalle  seconde  (18) 
dXi  aXi 

Xn  Y  "  _  Y" 

1  —  Af    —  ...  —  A  ,1 

e  però 

X<  =  ao^i  +  26<  Xi-\-Ci  , 

indicando  a,  hi,  d  costanti.  Le  seconde  (18)  si  riducono  così  all'unica 

4a(a^^,  +  2  26.  ^i  +  2^.)  =  Ko  f  4  ^(arr?.  +  M'  , 

cioè  alla  relazione 

(19)  Ko  =  4aSc,  — 426? 

fra  le  costanti  a,  &«,(;{. 

Se  poniamo  nulle  tutte  le  hi  e  prendiamo  S  c<  =  1 ,  abbiamo 

si  ottiene  cosi  la  forma  tipica  di  Riemann: 
cu\  <fo*  =-  drj  +  (toj . . .  4-  (ir* 


1  + j(^  +  ^+...+^' 

per  il  lis*  di  uno  spazio  a  curvatura  costante  Ko. 
Se  la  curvatura  costante  Ko  è  negativa,  poniamo 

R« 


Ko  —  —  Tja  » 


nel  qnale  caso  diciamo  lo  spazio  pseudosferico  di  raggio  R,  possiamo 
adottare  un'altra  forma  tipica  notevole  pel  d^,  soddisfacendo  alla  (19) 

col  porre  tutte  le  c<  =  0  ,  aa=sO  e  inoltre  &i  =  nS  >  6,=  63= . . .  6,» «=  0 , 
ciò  che  dà: 

(E)  dif^^^(dai  +  dai  +  ...chi)  . 
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§.  160, 
AppUcabilità  di  due  spazi  Sn  colla  medesima  carratura  costante  Eo . 

Agli  spazi  di  curvatura  costante  siamo  aecessarìamente  condotti 
cercando  degli  spazi  per  i  quali  la  geometria  di  ogni  regione  sia  iden- 
tica a  quella  di  ogni  altra  regione,  vogliamo  dire  tali  che  ogni  figura 
in  essi  esistente  possa  trasportarsi  in  un'altra  regione  qualunque  dello 
spazio  ed  inoltre  orientarsi  in  modo  arbitrario  attorno  ad  un  suo  punto 
fisso.  Per  esprimere  il  medesimo  fatto  in  modo  più  espressivo,  introdu- 
ciamo la  definizione  di  spcust  applicabili,  dicendo  che  tali  sono  due  spazi 
Sn,  S'n  a  n  dimensioni  se  è  possibile  porre  gli  spazi  stessi  (o  conve- 
nienti loro  regioni  limitate)  in  tale  corrispondenza  di  punto  a  punto  che 
le  lunghezze  corrispondenti  risultino  eguali.  In  altre  parole  li  diciamo 
applicabili  se  i  corrispondenti  ds* 

ds*  =  y  a^fc  dXi  dxx 

sono  dati  da  forme  quadratiche  equivalenti.  Gli  spazi  che  noi  cerchiamo 
debbono  dunque  essere  tali  che  ogni  loro  regione  risulti  applicabile  su 
qualunque  altra  regione  dello  spazio  stesso,  con  orientazione  pure  arbi- 
traria attorno  ad  un  punto.  Dalla  definizione  stessa  di  curvatura  Rie- 
manniana  risulta  allora  evidente  che  questa  dovrà  essere  costante,  ed  anzi 
basterà  per  questo  ammettere  soltanto  che  si  possa  portare  un  punto  P 
sopra  un  altro  qualunque  F  e  far  coincidere  un  angolo  col  vertice  in  P 
con  ogni  angolo  eguale  avente  il  vertice  in  P'. 

Dunque  tutti  gli  spazi  nei  quali  vige  un'  identica  geometria  in  tutte 
le  regioni,  nei  quali  cioè  vale  il  principio  della  sovrapponibilità  delle 
figure,  sono  necessariamente  a  curvatura  Riemanniana  costante.  Ma  vice- 
versa in  ogni  spazio  a  curvatura  costante  vige  una  geometria  indipendente 
dalla  regione  che  si  considera,  vale  cioè  per  la  geometria  di  tutti  questi 
spazi  il  principio  di  sovrapponibilità  delle  figure.  Si  deduce  questo  im- 
portante risultato  dal  seguente  teorema  generale: 

Bue  spaat  a  n  dimensioni  còlla  medesima  curvatura  di  Biemann 
costante  Ko  sono  sempre  applicabili  Vuno  suU*  altro  e  le  formoie  ^appH- 

cabità  contengono  — - — -  parametri  a/rhvtrarii,  in  guisa  che  si  può  portare 
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m  punto  P  dèU'uno  in  tm  punto  Y  arbitrario  ddP altro  e  far  coincidere 
im  n-edro^^^  ortogonale  uscente  da  P  con  un  n-edro  ortogonale  arbi- 
trario uscente  da  F. 

In  sostanza  noi  abbiamo  già  stabilito  questo  risultato  fondamentale 
al  Cap.  II.  §.  36,  come  ora  vediamo  subito  interpretando  geometricamente 
i  teoremi  allora  ottenuti.  Le  due  forme  (definite  positive) 


f=^aiK  dXi  eirfc 


che  danno  i  ds^  dei  due  spazi  colla  medesima  curvatura  costante  Eo, 
sono  infatti  equivalenti  e  per  trovare  le  x  in  funzione  delle  af  possiamo 
assegnare  ad  arbitrio,  per  un  sistema  iniziale  di  valori  delle  x'i  p.  e. 
per  a/,  =  0,  i  valori  delle  aj<,  siano  p.  e.  aJi  =  0,  e  inoltre  nel  medesimo 
punto  possiamo  assegnare  ancora  ad  arbitrio  i  valori  iniziali  delle  derivate 

g4-  ,  purché  soddisfacenti  alle  condizioni  iniziali 


^  - = s 


"***  d:^r  a^ 


Ora  se,  per  maggiore  chiarezza,  eseguiamo  una  sostituzione  lineare 
sulle  X  e  sulle  af  si  da  rendere  nei  punti  iniziali  ^i  -  0  ,   ^'i  =  0 

aij,  =  0    per  i  4=  * 
aa  =  1 
e  medesimamente  a\^  =  0  per  i^ìc 

a\i  =  1  , 
le  condizioni  precedenti  diventano 


?©" 


9t 
e  si  soddisfano  ponendo  x-p  =  i^p  dove 

aXr 

Si"  Si-' . . .  ar' 


(1)  Per  n  —  edro  ortogonale,  uscente  da  P,  intendiamo  il  flistema  di  n  dire- 
zioni uscenti  da  P,  che  siano  due  a  due  ortogonali. 
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sono  n  coseni  di  una  direzione  e  le  n  direzioni  corrispondenti  ar-1, 2,..n 

formano  un  »— edro  ortogonale  arbitrario  uscente  da  Xi^O.  Nelle  for- 

1  mole  d'applicabilità  stabilita  fra  i  due  spazi  questo  n  -  edro  va  appunto 

'  a  sovrapporsi  all'  n  -  edro  ortogonale  coordinato  uscente  dall'origine  (o) 

in  S»,  ciò  che  dimostra  completamente  il  teorema  enunciato, 
f  Le  osservazioni  precedenti  provano  inversamente  che  se  nelle  formolo 

[  d'applicabilità  di  due  spazi  Sn ,  S'n  entrano  -^ — -  costanti  arbitrarie, 

questi  due  spazi  hanno  necessariamente  la  medesima  curvatura  Rieman- 
niana  costante,  poiché  le  equazioni  per  la  trasformabilità  dei  due  corri- 
spondenti d^  debbono  offrire  il  caso  della  illimitata  integrabilità,  esa- 
minato al  §.  36. 

Applicando  il  teorema  generale  dimostrato  a  due  diverse  regioni  di 
un  medesimo  spazio  a  curvatura  costante,  otteniamo  evidentemente  il 
risultato  enunciato.  Se  chiamiamo  mavimenio  di  uno  spazio  S,»  ogni  ap- 
plicabilità dello  spazio  sopra  sé  stesso,  possiamo  enunciare  questa 
proprietà  sotto  la  forma  equivalente: 

Ogni  spazio  a  n  dimensioni  di  curvcUtira  Riemanniana  costante  ammette 

un  gruppo  continuo  di  movimenti  con  — ^r — -  parametri;  viceversa  se  i  ma- 

vimenM  di  uno  sptmo  Sn  formano  un  gruppo  conHnuo^  con  -^ — -  par 

\  rametri,  lo  spasfio  ha  curvatura  Riemanniana  costante. 

Osserviamo  il  caso  particolare  dello  spazio  a  curvatura  Riemanniana 
nulla,  0  come  diciamo  dello  spazio  euclideo.  Il  suo  elemento  lineare  é 
riducibile  alla  forma  tipica 

d^  =  da?,  +  dai  +  ...  +  dsfn; 

le  sue  geodetiche  (rette)  sono  allora  rappresentate  dalle  equazioni  li- 
neari 

Xi=ai  t  -t-6<  (i=l,  2,..n), 

ove  ai ,  bi  sono  costanti  delle  quali  le  n  prime,  legate  dall'identità 

sono  i  coseni  di  diresAone  della  retta. 

Ne  segue  che  la  distanza  §  fra  due  punti  {Xi)  (x'i)  è  data  dalla  formola 
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§.  161. 
Teorema  di  Schnr. 

Già  al  §.  159  abbiamo  accennato  ad  un  notevole  risultato  conseguito 
da  Schur  <*),  che  si  può  enunciare  nel  teorema: 

Se  la  curvatura  Riemanniana  dello  spazio  attorno  ad  ogni  singolo 
punto  è  la  stessa  in  qualunque  orientazione^  essa  non  varia  nemmeno  da 
punto  a  puntOy  cioè  lo  spazio  è  a  curvatura  assolutamente  costante. 

Alla  dimostrazione  data  da  Schur  (1.  e.  §.  7)  che  procede  in  parte 
per  via  geometrica,  utilizzando  speciali  proprietà  delle  superficie  geode- 
tiche, sostituiamo  qui  una  dimostrazione  puramente  analitica,  fondata 
sulle  proprietà  dei  simboli  Riemanniani  a  quattro  indici.  Scriviamo  per 
ciò  il  valore  effettivo  di  un  simbolo  di  Riemann  (§.  35): 


(ri,U)  =  |- 


r  lì 3 

ìc\~  dXi 


rh 
h 


+?>iM-[?]-[v]r/]ì 


e  deriviamolo  rapporto  ad  una  qualunque  x  sia  ^i  ^'^  osservando  che 
per  le  derivate  delle  A  si  hanno  le  formolo: 

Queste  ultime  si  verificano  invero  facilmente  derivando  rapporto  a 
Xi  r  identità 

/«»x  =  0     pers4=X\ 


il  che  dà 


?'*"-^ — ?^xi[*i^-:^Aw[*^^. 


Moltiplicando  quest'ultima  per  A^^,,  e  sommando  da  8  =  1  a  s^n,  si 
ottiene  appunto  la  (a*). 

Utilizzando  la  (a*),  la  derivazione  rapporto  a  Xi  del  simbolo  {rk,  ih) 


(1)  Math.  Annalen  Bd.  27. 

(<}  Con  ciò  naturalmente  veniamo  a  supporre  che  i  coefficienti  a^^  della  forma 
fondamentale  ammettano  anche  derivate  terze,  finite  e  continue. 
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(&*)  ^(rk,ih)  =  ;^-^\\* 
^   "'  a»,  "•  '      dx^  dXi[k 


3*      \rh 


+ 


iMm':] 


tic 

IV-. 


dXi  dx,  [  k 
l_\rh]     ^         fri]  d   Ihk] 

-?/M"]è[v]-a(PiH-Pir;])*"i';: 


+ 


X.|L< 


V- 


Trasformiamo  ora  i  varìi  termini  delle  ultime  somme  triple  nel  modo 
seguente,  che  indichiamo  per  esteso  per  uno  di  essi,  p.  e.  pel  primo 


ìM:\m: 


Siccome  si  ha 


X|i< 


l^Xi 


It 


rK 


rh 


COSÌ  si  può  scrìvere 

Analogamente  procedendo  pei  rimanenti,  troviamo  che  la  (6*),  con 
leggieri  cambiamenti  nelle  notazioni  per  gli  indici,  può  scriversi: 


(«•)  s^C-».*»)'^^ 


r  % 
k 


3* 


dXi  dXi 


rh 


t  )3xi 


ih 
t 


+ 


4.  V I»  *l  A  [*■  *1  _  V  j»*  »1  _?.  [*  *1  _  V  i*  H  A  f»"*!  4_ 
'^j'\t]dxt[t\    j'\t\dxt[t\    j'\t\dxt[t\^ 

+Hvi?/v[»]M+:?IM?/.[vlf;]- 


-2 

t 


rhì 
t 
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Permutiamo  ora  nella  ((^)  circolarmente  i  tre  indici  i,  h,  l  una  prima 
indi  una  seconda  volta,  e  le  due  formolo  ottenute  sommiamo  colla  (e*)  stessa. 
Allora  si  vedrà  subito  che  nel  secondo  membro  si  elidono  i  termini  con- 
tenenti derivate  seconde  dei  simboli  a  tre  indici  di  prima  specie,  e  po- 
nendo insieme  i  termini  che  hanno  a  moltiplicatore  il  medesimo  simbolo 
a  tre  indici  di  seconda  specie,  si  trova  la  seguente  identità: 

Queste  sono  notevoli  relazioni  fra  i  simboli  Riemanniani  a  quattro 
indici,  che  valgono  per  tutti  i  valori  da  1  a  n  dei  cinque  indici 

r  h  ,   ikl , 

dei  quali  però  i  tre  ultimi,  come  anche  i  due  primi,  si  prenderanno  di-  ' 
versi  fra  loro,  che  altrimenti  si  risolverebbero  in  pure  identità  formali  <*^ 

Dalle  relazioni  (d^)  così  stabilite  si  deduce  facilmente  la  dimostrazione 
del  teorema  di  Schur,  procedendo  nel  modo  seguente. 

Essendo,  per  ipotesi  la  curvatura  Riemanniana  E  dello  spazio  inva- 
riabile attorno  ad  ogni  singolo  punto  al  cangiare  della  orientazione, 
dovranno  (§.  159)  sussistere  per  tutti  i  valori   degli  indici  equazioni 

della  forma 

(rk,  ih)  =  K  (ari  ^kk  —  ^rn  a^O  » 

dove  K  è  una  funzione  di  Xi,  oc^. .  .  x^.fi  dimostreremo  il  teorema  di 


(^)  Se  sì  introducono,  secondo  le  osservazioni  fondamentali  dì   Christoffel 
(I.  e.  §.  6),  i  simboli  a  cinque  indici  mediante  la  formola 

{rk,ihl)  =  ~(rh,ih)-2f[\(t^.iJ^)- 

-"S^W^lirt,  ih)-2\\*\(rk,  th)  -^\\^\{rlc,  if) 

questi,  secondo  le  denominazioni  di  Ricci,  diconsi  le  derivate  prime  covarianti 
dei  simboli  Riemanniani,  e  le  identità  {d*)  del  testo  si  scrivono  : 
{rk,ihl)  +  (rk,  hli)  +  {rk,  lih)r^O. 
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Schur  provando  appimto  che  E  è  necessariamente  ima  cestante,  <doè 

dXi  dXf         '"         dXn 

Sostituendo  nella  identità  ((2*)  ai  simboli  Riemanniani  i  loro  valori 
dati  dalla  (a*),  ai  vede  subito  che  si  elidono  tutti  i  termini  che  non 
contengono  derivate  di  K  e  resta  quindi: 

9K  3K  3K 

Moltiplicando  questa  per  A^i  e  sommando  rispetto  a  r  da  1  a  n 
(essendo  i,h,l  tre  indici  diversi)  si  ottiene  semplicemente 

dK  3K 

Tenendo  qui  fissi  h,  l  e  dando  a  k  tutti  i  valori  da  1  a  n,  se  ne 
conclude  che  sarà  necessariamente 

^  =  M  =0 

dXi  dxji 

ovvero  saranno  nulli  tutti  i  minori  della  matrice 

«M  «M  •  •  •  a,tn 

^n   ^It    •    •    •    (^In 

ma  quest'ultima  ipotesi  è  assurda,  essendo  il  discriminante  a  della  forma 
diverso  da  zero.  Così  il  teorema  di  Schur  è  dimostrato. 

.    §.  162. 
Le  tre  conratore  principali  in  uno  spaao  S,  (^) . 

Ritorniamo  ora  al  caso  di  uno  spazio  curvo  con  una  forma  qualsiasi 
del  ds^j  ma  supponiamo  che  sia  n  =  3,  cioè  trattiamo  in  particolare  degli 


(^)  1  risultati  che  esponiamo  nel  presente  §  possono  considerarsi  come  già 
implicitamente  contenuti  nella  memoria  fondamentale  di  Christoffel  (1869),  ove 
ò  riconosciuta  resistenza  di  tre  invarianti  differenziali  per  un  dà^  a  tre  variabili; 
questi  corrispondono  appunto  alle  tre  curvature  principali.  La  considerazione 
dei  tre  massimi  (o  minimi)  della  curvatura  appare,  per  quanto  sembra,  la  prima 
volta  in  una  memoria  di  Souvoeof  :  Sur  lea  caractéristiques  des  systèmes  de  troi9 
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s&a 


spazi  curvi  a  tre  dimensioni.  In  questo  caso  la  formola  Biemanniana  (C) 
(pag.  343)  per*  la  curvatura  si  presta  ad  una  discussione  ben  semplice 
quando  si  ricerchino  le  orientazioni  secondo  le  quali  hanno  luogo  i  mas- 
simi ed  i  minimi  delle  curvature.  Essendo  n  «  3,  possiamo  definire  uua 
orientazione  (un  S«)  attorno  ad  un  punto  semplicemente  col  dare  le  tre 
costanti  £i,&, £3  della  direzione  normale  a  questo  Ss.  Se  introduciamo 
le  coordinate  omogenee  di  questo  Ss: 


«>  «' 

«'  €1'» 

^'fiP 

>]i  :  TJt  :  T),  = 

• 

; 

«srof 

«•«P 

€?•€?> 

avremo  evidentemente: 


(20) 


5i  :  €t  :  £3  =  ^  Ah  V]i  :  V  As<  irj<  :  y  A,*  y]<  , 


e  la  formola  (C)  darà  E  come  quoziente  di  due  forme  quadratiche  nelle 
tre  variabili  indipendenti  ttji  ,  yj,  ,  rjs .  Ora  le  coppie  di  indici  X,  v  ;  |i.,  t  sono 
composte,  ciascuna,  di  indici  diseguali  e  se  indichiamo  con  r  il  terzo  in- 
dice dopo  X,  V  e  cosi  con  s  il  terzo  dopo  |i,  t^  invece  di  supporre  come 
prima  X<;v,  |i-<'c,  converrà  qui  meglio  convenire  di  prendere  X,v;[j.,t 
in  guisa  che  tanto  la  permutazione  X,  v,  r  quanto  (i.,  t,  s  sia  una  permu- 
tazione ciclica  diretta  di  1,  2,  3.  Ciò  può  farsi  evidentemente  poiché  nella 
formola  Biemanniana  (C)  ano  scambio  p.  e.  di  X  con  v  non  altera  il  ter- 
mine corrispondente. 

Con  questa  convenzione  avremo: 


=  11. 


^  ^ 

-^>Jr       , 

€|1'      €« 

€«"     5« 

«?'     «? 

«XjL  «VI  —  «Xt   «VJl  =  <»  A^,    . 


Se  poniamo  adunque 


abr,  =  (Xv,  |it)  , 


dimensians,  pubblicata  in  lin^a  rossa  (Eazan  1871);  un'analisi  di  questo  lavoro 
fa  pubblicata  dalP autore  nel  T.®  IV  del  BiUletin  des  sciences  mathématiquea  (1878). 
Successivamente  Schur  nei  citati  lavori  (1886)  ritorna  brevemente  sulla  legge 
di  variazione  delle  curvature  Biemanniane  nelle  diverse  orientazioni.  Il  nome 
di  curtxihtre  principali  adottato  nel  testo  venne  introdotto  dal  Ricci  neUa  memoria 
Sui  ffruppi  continui  di  movimenti  (Società  dei  XL  -  T.«  XII  1899). 

28 
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354 
onde 

avremo: 


CAPITOLO  ZI. 


§.162 


ftir  =  -  O».  t  ,    Xv)  =  br,    , 


(21) 


6„  =  \  (23,  23)  ,    bn  =  ^  (31,  31)  ,    6b  =  -^  (12, 12) 
a                                 a  Q 

6i,  =  ^  (23,  31)  ,    6»  =  -^  (31,  12)  .    6si  =  -^  (12,  23) 

e*  €•  U 


e  la  forinola  dì  Biemann  (C)  per  la  curvatura  si  scriverà 


(C*) 


E  = 


2    ^"     ir    1» 
2    ^r»    flr    fi» 


Ricerchiamo  ora  le  orientazioni  per  le  quali  hanno  luogo  i  massimi 
e  minimi  della  curvatura  E;  diremo  queste  orientazioni  prineipaU  e 
chiameremo  c^ejrioni  principali  quelle  che  sono  ad  esse  normali.  Indi- 
cando per  brevità  con  9  la  forma  quadratica  al  numeratore  della  (C*), 
con  F  la  forma  (definita)  al  denominatore,  dovremo  cercare  i  valori  delle  t] 
pei  quali  si  ha 


'i-^è  <-'•'■"■ 


cioè 


Cf 

hr 


F 

9 


I  valori  deir  incognita  p  sono  le  radici 'della  equazione  cubica: 

Aii-p6u  ,  Ai,-pfti,  ,  Aij-p6i3 
(22)  A,i-p6„  ,     A„-f-6«  ,    A«-p6«    =0, 

Asi-pJii  ,  Aat-p&M  ,  A38-p6s3 
che  indicheremo  con  Pi,  Pt»  Ps-  Queste  radici  sono  sempre  tutte  tre  reali, 

e  le  loro  inverse  —,  —,  —  daranno  i  valori  massimi  0  minimi  della 

Pi      h      p9 

curvatura,  ossia  le  tre  curvature  principali 


Ki  =  —  ,      Kt  =  — 
pi  h 


K,= 
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Ad  una  radice  p  della  (22)  corrisponderà  un  solo  sistema  di  valori  pei 
rapporti  delle  /],  da  calcolarsi  dalle  equazioni, 

(22*)  ^(A.iK'?bijdri^  =  0  (i=l,2,3), 

e  quindi  una  sola  orientazione  principale  se  quella  radice  è  semplice. 
Quando  invece  la  radice  p  sia  doppia,  ed  annulli  quindi  tutti  i  minori 
di  secondo  ordine  nel  determinante  (22),  le  r^  sono  legate  soltanto  da 
un'equazione  lineare  omogenea  e  le  direzioni  principali  corrispondenti 
formano  un  fascio  (giacciono  in  un  Sj).  In  generale  se  p,  p'  sono  due  ra- 
dici distinte  e  rji,  y),,7J3;  -fii^tftt'fìz  valori  corrispondenti  per  le  yj  si  ha, 
come  è  ben  noto 

2Ar.  fir  fi'»  =  0  . 

Indicando  adunque  con  ($i,  £,,  £3),  {i\,  S',,  i\)  le  due  direzioni  princi- 
pali corrispondenti,  risulta  dalle  (20) 


r.t,<fc 

cioè 


2   Ar,  ari  «ifc  €i  6'fc  =  0  , 


J^a,,5,  €',  =  0, 


il  che  dimostra  il  teorema:  Due  direzioni  principali  corrispondenti  a 
radici  distinte  déUa  (22)  sono  sempre  fra  loro  ortogonali. 

§•  168. 
Triedro  principale  in  S, . 

Per  uno  spazio  curvo  S3  le  tre  radici  Pi,Pf,p8  dell'equazione  cubica 
(22),  relative  ad  un  punto  M,  sono  in  generale  distinte  ed  abbiamo  con- 
seguentemente tre  direzioni  principali  corrispondenti,  uscenti  da  M,  che 
formano  una  terna  ortogonale;  il  triedro  da  questa  formato  si  dirà  il 
triedro  principale  relativo  al  punto  M. 

Se  avviene  che  una  radice  dell'equazione  cubica  sia  doppia  e  l'altra  ps 
semplice,  abbiamo  una  direzione  principale  perfettamente  determinata 
corrispondente  alla  radice  semplice  p3,  mentre  qualunque  altra  direzione 
normale  a  questa  può  riguardarsi  come  una  direzione  principale  corrispon- 
dente alla  radice  doppia.  In  tal  caso  si  può  assumere  come  triedro 
principale  quello  formato  dalla  direzione  corrispondente  a  pt  e  da  un'  altra 
coppia  qualunque  di  direzioni  ortogonali  a  questa  e  fra  loro. 
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Puj^  4&r8i  in  fioa  U  caso  ulteriore  ebe  refaazàoae  c«bìcft  abbia  iia'a- 
nica  radice  (tripla)  ed  allora  qualunque  triedro  trir^tangok)  eoi  Teriice 
nel  punto  è  da  riguardarsi  come  triedro  principala  Se  questo  avvieoa 
per  tutti  i  punti  dello  spazio,  allora  la  curvatura  è  costante  in  qualunque 
orientazione  attoirno  ad  ogni  singolo  punto  e,  pel  teorema  di  Sdnir  (§. 
161),  essa  è  assolutameute  costante,  cioè  lo  spazio  è  a  curvatura  Rie^ 
Bianmana  costante.  Colla  nozione  del  triedro  principale  possiamo  porre 
.  la  formok  Biemanniana  (C*)  per  la  curvatura  sotto  una  forma  notevole, 
affatto  analoga  alla  formola  d'Eulera  (§.  62  pag,  131)  per  la  curvatura 
deUe  sezioni  normaM  di  una  superficie  dello  spazio  ordinario.  Per  ciò, 
fissato  un  punto  Mo  dello  spazio,  assumiamo  le  linee  coordinate  (x^  (o^) 
{xz)  in  guisa  che  escano  da  M(^=(a^f)  secondo  le  tre  direzioni  principali, 
ciò  che  evidentemente  è  possibile  in  infiniti  modi. 
Avremo  allora 

«w  =  a»  =  «13  =  0    per  a?<  =  a^?, 
e  di  più,  disponendo  dei  parametri  Xi,  Xi,  x^,  faremo  per  semplicità 
Oli  «»  Ots  =  Obs  =  1  ,    per  a?<  =s  oj?*  . 

Cosi  le  costanti  di  direzione  ii^^  pel  punto  Mo  coincideranno  cogli 
ordioarìi  coseni  di  direzicme  e  sarà  per  le  (20) 

Poiché  le  direzioni  delle  linee  goord^nate  in  Mo  sono  quelle  principali, 
dovranno  essere  soddisfatte  le  (22.*)  ponendA  Siuccessivamente 

Y]x  =  1      T],  =.  Tfj3  =  0   ,    p  =  Pi 

Y]i  =  0      71e=1,    1Q8  =  0,    P  =  P« 

Tf],  =  0      Tfj,  =  0   ,     Tf]g=  1    ,     p=p»   , 


onde  segue 


6u  =  —  ,      6»  =  -—  ,      ^s  =  — 
Pi  Pt  P» 


&if  =  ^s  =  *»  =  0 , 
e  la  (C!*)  diventa  quindi 

«  +  ^  +  s 

K  —  '"■'1        Pt        h 
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cioè 

(28)  K  =  Kx€J4-K.S  +  it3S. 

indicando  Ei ,  Et ,  Ks  le  tre  curvature  principali  e  61 ,  €< ,  £3  i  coseni 
degli  angoli  che  la  direzione  normale  alla  orientazione  considerata  forma 
colle  tre  direzioni  principali.  L'analoga  dì  questa  formola  con  quella  già 
citata  d'Eulero  è  evidente.  Ed  è  ovvio  che  l'analogia  può  spingersi  oltre 
introducendo,  per  Tesarne  del  variare  della  curvatura  E  neUe  varie  orien- 
tazioni, la  qtuidrtca  indicatrice 

che  tiene  qui  il  luogo  dell' indicatrice  di  Dupin.  (Gf.  §.  62). 

La  nozione  di  direzioni  principali  in  ogni  punto  di  un  S3  conduce 
ad  introdurre  quella  delle  linee  principali,  di  quelle  linee  cioè  la  cui 
tangente  in  ogni  punto  è  una  direzione  principale.  Se  indichiamo  con 
61 ,  6s ,  Cs  le  costanti  di  una  direzione  principale,  saranno  queste  funzioni 
note  ài  Xi,  Xi,  Xz  e  le  linee  principali  corrispondenti  saranno  manife- 
stamente le  linee  integrali  delle  equazioni  differenziali  simultanee 

dxi        dx%        dx^ 

T  ^  T  ^  T  ' 

Ck)rrispondentemente  a  ciascuna  delle  tre  direzioni  principali,  avremo 
una  doppia  infinità  di  linee  principali,  che  riempiono  lo  spazio  0,  come 
diremo,  una  co^igruenea  principale.^  Abbiamo  cosi  tre  congruenze  princi- 
pali; da  ogni  punto  dello  spazio  escono  tre  linee  principali,  una  per 
ciascuna  congruenza,  ed  ivi  si  incrociano  ad  angolo  rettp. 

In  generale  non  avviene  che  colle  linee  delle  tre  congruenze  princi- 
pali si  costituisca  un  sistema  triplo  di  superficie  crtogcnalu  Esistono  però 
infiniti  spazi  curvi  nei  quali  avviene  appunto  questa  circostanza. 

§.  164. 
Le  ipenmperflcie  negli  spazi  curvi. 

Ritormamo  ora  agli* spazi  di  un  numero  qualunque  di  dimeuBioni  per 
occuparci  delle  ipersuperficie  in  essi  contenute  e  dare  per  esse  le  formolo 
analoghe  a  quelle  stabilite  nel  Gap.  IV  per  le  superficie  deUo  spazio 
eaclideo  a  tre  dimensioni. 

Cangiando  alquanto  le  notazioni,  consideriamo  uno  spazio  S,^.i  ad  n+1 
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dimensioni,  le  coordinate  correnti  di  un  cui  punto  indicheremo  con 
e  sia 

0...» 

(24)  &*  =    S  aif^dXi  dxx{i,k  =  0,  1, . . . n) 

la  forma  fondamentale  che  ne  dà  il  ds\  Consideriamo  in  S^+i  un'iper- 
superficie Vn,  data  dalle  formolo 

i»<  =  <p<  (wi ,  w,  .  .  .  Wn)    (i  =  0 ,  1  ,  .  .  n) 
e  sìa 

(25)  <fo*  =  2  *X»i  %  du^ 

il  suo  ds^j  di  guisa  che  sì  ha: 

dXi  dx^  <*) 

(26)  V=S«.3^;3^*      . 

Consideriamo  le  ipersuperficie  geodeticamente  parallele  alla  Vn  (§.  156) 
e  sia  tio  Tarco  delle  geodetiche  ortogonali,  contato  a  partire  da  V«. 
L'elemento  lineare  di  S,^.i,  in  coordinate  UqUi  .  .Un,  assumerà  la  forma 
geodetica  : 

(27)  efe«  =  duj  +  ^  a^  dUi  du^  , 

dove  le  Cij,  sono  funzioni  di  Uo,  Ui . . .  tin,  che  per  Mq-O  si  riducono  ri- 
spettivamente alle  &u.  Per  una  funzione  qualunque  ^{th^Ui^Ut. .  .Un) 

introducendo  la  notazione  abbreviata 

^=  <K0,  t*i,  ti,  •  .  Wn)  , 
avremo  dunque  _ 

Cih  =  iik  . 

Per  ottenere  le  formole  fondamentali  che  abbiamo  in  vista  conviene 
considerare,  insieme  alla  Yn,  la  ipersuperficie  parallela  infinitamente 
vicina  do» 6,  dove  e  indica  una  costante  infinitesima.  Se,  trascurando  le 


(^)  Qui  ed  in  seguito  adoperiamo  i  due  simboli  sommatori  S,  S;  nel  primo 
la  somma  si  estende  per  gli  indici  variabili  da  0  a  n,  nel  secondo  da  1  a  n. 


Digitized  by 


Google 


FORME  FONDAMENTALI   DI  UN '  IPERSUPERFICIE  359 

potenze  superiori  di  e,  indichiamo  con 

(28)  8**=  -2e2  QiK  dUi  duj, 


i.h 


la  variazione  del  ds*  nel  passaggio  dalla  V»  all'ipersuperficie  infinita- 
mente vicina,  avremo  manifestamente 

Le  due  forme  differenziali  quadratiche 

2  6<Jt  dUi  duj,   ,       y  Qi^  dUi  duj, 

si  diranno  rispettivamente  la  prima  e  la  seconda  forma  fondamentale 
deU' ipersuperfìcie  Y^;  esse  corrispondono  esattamente  alle  due  forme 
fondamentali  per  una  superficie  dell'  S»  euclideo,  introdotte  al  Gap.  IV. 
Consideriamo  inoltre  in  un  punto  di  Vn  la  direzione  normale,  le  cui 
costanti  direttive  siano  Xo,  Xi . . .  Xn*,  avremo 

X,  =  ^)    (ioO.l...») 
e  quindi  le  formolo 

!S  Oa^Xk  =  0    (r=l,  2...n) 
S  aix  X<  X,t  =  1  , 

dalle  quali  si  calcoleranno  appunto  i  valori  di  Xo,  Xi . . .  X»,  appena  date 
le  equazioni  a;<  «y*  (wi . . .  Un)  della  V». 

§.  165. 
La  generalizzasione  delle  e^oazioni  di  Oanc»  e  di  Oodassi. 

Ciò  posto,  andiamo  a  stabilire  le  relazioni  che  passano  fra  i  coeffi- 
cienti bii, ,  Q{]t  delle  due  forme  fondamentali  della  nostra  ipersuperficie 
(Cf.  Gap.  IV). 

A  tale  oggetto  basta  applicare  alle  due  forme  differenziali  equiva- 
lenti (24),  (27)  le  formolo  del  Gap.  IL  In  primo  luogo  prendiamo  le 
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formolo  (II)  di  Christoffel  §.  30,  (pag.  64)  : 


(a) 


0  facciamo  in  queste  Uo  =  0,  ponendo  da  sé  i  termini  corrispondenti  all'  in- 
dice eero  ed  osservando  che  se  i,  k,  l  sono  indici  presi  nella  serie  1,  2  . .  n 
si  hanno  le  formolo 


(ft) 


l 


iJc\ 

l 


0 

ih) 

il' 


=  2 


ih    I 

i  X; 
0 


»  0 
l 


<<»' 


Dalle  (a)  otteniamo  così  le  formole  fondamentali  richieste: 

^  àiir^  ^  ?  IVI  ai^  +  ""  ^  ~  , A 1 V  Le  aS  j  V = 0. 1, 2 .  .n 


(6) 


i  k)  dxj, . 


3^^;=-  gBx,  JV.^^-  ^S  j'J-j^gX,  ; 


queste  sono  la  cercata  generalizzazione  delle  formole  (I),  (II)  Gap.  IV 
(pag,  116-117). 

Facciamo  ora  la  medesima  sostituzione  nelle  formole  (III)  del  Gap.  Il 
(§.  34,  pag.  72): 

(a8,PT).=    S      (r*,iA)«^^*^^, 

ove  supporremo  a,  p,  y  diversi  da  zero. 

incordiamo  che  il  valore  effettivo  del  simbolo  (aS,  py)  di  Biemann 
è  dato  (§.  35  pag.  73)  da: 


M.Pt).-|;[f 


v]+.-.-lMn-[;1[V]!- 


e  d'altronde  avendosi 

Coo  =  1    Gom  =  0    per  m  +  0  , 


(^)  L*apposizione  degli  indici  a,  b,  e  ai  simboli  di  Christoffel  sta  ad  indicare 
che  essi  sono  costruiti  rispettivamente  per  le  forme  quadratiche  (24),  (25),  (27). 
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si  può  scrìvere: 

Se  ora  supponiamo  dapprima  34=0,  facendo  T  indicata  sostituzione, 
troviamo  le  formolo: 

(H)  a^  %,  -  fl^  Qp,  =  (aS ,  p,).  -  _  S  ^  (rt,  a).  ^^^  g  . 

che  valgono  per  tutti  i  valori  da  1  a  n  degli  indici  a,  p,  t»  ^  ^  sono 
manifestamente  la  generalizzazione  dell'equazionB  di  Gauss 

EG-F»    ~ 

per  la  curvatura  delle  superficie  ndlo  spazio  Ss  euclideo. 

Nel  caso  poi  che  sia  §  -  0,  la  medesima  sostituzione  porta  alle  equa^ 
zioni  seguenti,  che  sono  le  formde  di  Codazzi  generalizzate: 


«  ^-^+?ltK-?|7!> 


du^  du^ 


jj'*'"'-fe^^'^ 


e  valgono  per  tutti  i  valori  da  1  a  »  degli  indici  a,  p,  y» 

Nel  caso  generale  di  uno  spazio  curvo  qualunque  le  equazioni  (H), 
che  diremo  equazioni  di  Gauss,  e  le  equazioni  (J)  di  Codazzi  contengono, 
oltre  i  coefficienti  br^.Qrt  delle  due  forme  fondamentali  della  Vn  e  le 
loro  derivate,  anche  le  derivate  prime  delle  funzioni  incognite  x  delle  u. 
Ma  basta  supporre  lo  spazio  ambiente  S^+i  a  curvatura  costante  Eo 
perchè  dalle  (H),  (J)  spariscano  le  derivate  prime  delle  a?,  restando  sol- 
tanto delle  relazioni  fra  i  coefficienti  delle  due  forme  fondamentali. 
Si  ha  infatti  in  tale  ipotesi  (§.  159) 

(r  i  ,    Ì*)a   =  Ko  {ari  dhK  —  CtrH  «iO 

e  quindi 

r.fc.i.H  '    dttgj  3wp  dWy  3wg 

r  dXrdXi  dXf,  dXf,  dXr  dXj,  dXt  dXj, 

=  Ko    S  a^  oT-  5::^  •     S  a;,fc  ^—^^^  -   S  a.^  ^-  ^r-  .     Sa 


r.< 


dii-„^  '    .T'^d^^  ~  rT-^diT^^  •    iT*'du^M. 
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e  quindi  per  la  (26) 

Abbiamo  poi  similmente 

e  le  due  somme  fra  parentesi  nel  secondo  membro  sono  nulle  a  causa 
della  (30).  Dunque:  8e  lo  spazio  atnbiente  S^i  ha  curvatura  costante  Ko, 
le  equazioni  (H)  di  Gauss  e  le  {J)  di  Codazzi  di/ventano  rispettiva/mente: 

(H*)      Q«p  \  -  Qeq Q^i  =  («8  ,  Pt),  —  Ko  (6ap  6^^  —  h^  h^i) 

È  molto  notevole  che  nel  caso  attuale  le  relazioni  (H*)  (J"*")  fra  i 
coefficienti  delle  due  forme  fondamentali  sono  necessarie  e  sufficienti  per- 
chè esista  una  corrispondente  ipersuperficie  Vn. 

Ciò  si  può  dedurre  dal  fatto  che  allora  le  equazioni  fondamentali 
(F),  (6)  formano  un  sistema  illimitatamente  integrabile  rispetto  alle 
(n+1)  (n  +  3)  incognite 

come  risulta  da  ciò  che  le  equazioni  (H*)  (J*)  rappresentano  le  condi- 
zioni d'integrabilità  per  le  (F) ,  (0),  pel  modo  stesso  come  furono  de- 
dotte (Cf.  Cap.  II,  §.  34).  Un'  altra  verifica  di  questa  proprietà  si  otterrà 
in  un  prossimo  Capitolo  (Cap.  XIV),  dove  essa  si  presenterà  in  modo 
più  diretto. 

Ritornando  ancora  al  caso  generale,  importa  di  osservare  le  formole 
seguenti  che,  data  T ipersuperficie  Vn,  permettono  di  calcolare  i  coef- 
ficienti Qrt  della  sua  seconda  forma  fondamentale.  Per  ciò  moltiplichiamo 
la  (F)  per  a^^^X^e  sommiamo  rispetto  a  (t,  v  da  0  a  n;  otterremo 


d'x^ 


ih 


dXi  dX] 


(K)  fl,.  =  ^s  a^^x^g-_^+jJ^J^__X,. 

formolo  che  raggiungono  lo  scopo  prefisso.  Avendo  riguardo  alle  (30), 
esse  possono  scriversi  anche  sotto  la  forma  equivalente: 


dx^  3X., 


(K-)  «..  — .1  ..£"£-, S.T^l^'X, 


ISV 


9wr  ^*       i,k,y.  L  *  J  3^,.  at*. 


k^]  dXi  dXk, 
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§.  166. 
Le  corre  nello  spazio  S«^i . 

Cioiìsideriamo  una  curva  qualunque  C  dello  spazio  S^i  e  siaao 

le  coordinate  di  un  suo  punto  mobile,  espresse  in  funzione  dell'arco  t 
della  curva,  misurato  a  partire  da  un  suo  punto  arbitrario  M^  Per  de- 
finire la  curvatura  o  flessione  della  curva  C  in  Mo,  procederemo  con 
Voss  <*)  nel  modo  seguente.  Tiriamo  in  Mo  la  geodetica  g  tangente  a  C 
e  sull'una  e  sull'altra  curva  stacchiamo,  a  partire  da  Mo  ^  («^?)>  due  ar- 
chi infinitesimi  di  eguale  lunghezza  ^  e  sia  M  ^  (Xi)  V  estremo  di  detto 
arco  sopra  C  ed  M^(:z;<)  quello  sulla  geodetica  g. 

Indicando  con  d  la  distanza  fra  M,  M,  dimostreremo  che  il  rap- 
porto 

2d 

e  ' 

al  tendere  di  ^  a  zero,  avrà  un  limite  determinato  e  finito,  che  indi- 
cheremo con 

^  =  ^°^-F' 
e  questo  limite  si  chiamerà  la  prima  curvatura  o  flessione  della  curva 
C  in  Mo  ^'^ .  Per  calcolare  effettivamente  questo  limite,  sviluppiamo  Xi ,  Xi 
per  potenze  di  t,  trascurando  le  potenze  di  t  superiori  alla  seconda  ;  avremo 


--^H'^vm^ 


/o      ^  \^  io 

e  a  causa  delle  equazioni  differenziali  (B*)  §.  155  (pag.  334)  delle  geode- 
tiche, sarà 


quindi 


W  y.  Mathem.  Annalen  Bd.  16. 

(*)  Il  lettore  verificherà  subito  che  per  lo  spazio  euclideo  a  tre  dimensioni 
questa  definizione  della  flessione  di  una  curva  coincide  coli*  ordinaria,  mentre 
nel  caso  di  uno  spazio  qualunque  a  due  dimensioni  ( un* ordinaria  superficie) 
corrisponde  aUa  curvatura  geodetica. 
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364  CAPITOLO  XL  —  §§.  166 

Trascurando  le  potenze  di  t  superiori  alla  seconda,  abbiamo 
d—ySatf,  {Xi  -Ici)  (xi.-'xx)  , 

onde  pel  valore  effettivo  di  -  troviamo 


P 


(31)p\=Sa. 


^  ,    g  (X|ij   ^dx^        ^  4-  S  1^^^  ^  ^ 


formola  che  ci  dà  Tespressione  cercata  per  la  flessione. 

È  da  osservarsi  che,  siccome  la  forma  S  aix  £<  ix  è  definita,  essa 

^on  può  annullarsi  che  annullando  tutte  le  £;  la  (31)  ci  dimostra  quindi 
che:  soUatUo  per  le  geodetiche  deUo  spassio  riesce  ntdla  la  flessione. 

Non  possiamo  qui  trattenerci  a  proseguire  tutte  le  analogie  e  gene- 
ralizzazioni che  spontaneamente  si  offrono  dalla  ordinaria  teoria  delle 
curve  (Gap.  I)  ;  ma  solo  ci  basterà  fissare  la  nozione  di  normale  prin- 
cipale. Le  nostre  formolo  precedenti  dimostrano  che  Telemento  lineare 

MM,  al  convergere  di  M,  M  verso  Mq,  converge  verso  una  direzione 
limite,  uscente  da  Mo  colle  costanti  di  direzione 

À  questa  direzione  (£<)  daremo  il  nome  di  normale  principale  in  Mo 
alla  curva  C.  È  manifesto  geometricamente  che  essa  è  normale  alla  curva 
in  Mo,  come  risulta  confermato  analiticamente  dall'essere  verificata  la 
relazione 

i,x  a* 

Quella  superficie  geodetica,  relativa  al  punto  Mo,  che  è  individuata 
dal  contenere  le  direzioni  della  tangente  e  della  normale  principale  alla 
curva  C  può  dirsi  la  superficie  geodetica  osctdatrice  di  C  in  Mo.  Facil- 
mente si  vedrebbe  che  essa  è  il  limite  di  una  superficie  geodetica  varia- 
bile che  passa  per  la  geodetica  tangente  in  Mo  e  per  un  punto  M  di  C 
prossimo  a  M©,  quando  M  si  faccia  convergere  verso  Mq.  La  normale  prin- 
cipale è  adunque  quella  normale  di  C  che  è  tangente  alla  superficie  geo- 
detica osculatrìce. 
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§.  167. 
Le  ciirvatare  deUe  linee  tracciate  sopra  un'  ipersuperficie. 

Consideriamo  in  S«^.l  un'ipersuperficie  Vn  definita  dalle  solite  for- 
molo §.  164  ed  una  curva  qualunque  C  tracciata  in  V».  Essendo  Mo  un 
punto  qualunque  di  C,  avremo  da  considerare  in  Mq: 

l.<»  la  curvatura  (assoluta)  -  di  C  rispetto  allo  spazio  ambiente  S^i 

2.^  la  curvatura  relativa  di  C  rispetto  air  ipersuperficie  Vn,  o  spazio 
subordinato,  nella  quale  C  è  immersa  ;  questa  curvatura  relativa  si  in- 
dicherà con  —  e  si  dirà  anche  (per  la  ragione  che  si  vedrà  in  appresso) 

la  curvatura  geodetica  di  C  rispetto  air  ipersuperficie 

S.""  la  normale  principale  (assoluta)  di  C  rispetto  a  S^^»»  le  cui  co- 
stanti di  direzione  si  indicheranno  come  sopra  con  £< 

é.""  la  normale  principale  relativa  di  C  rispetto  a  Vn,  le  cui  costanti 
di  direzione  si  indicheranno  con  £< . 

Introdotte  queste  denominazioni  e  notazioni,  osserviamo  che  essendo 
lungo  eie  X  funzioni  delle  u,  e  queste  funzioni  dell'' arco  t,  avremo 

dXj ^  dXj  dui 

di  ~  Y3mj  di 

(?a?< 'y    3*a?<     dur  du,    i  v»  3^<  d'ut 

df  ~  ^du.du.  di    df  '^rdu,   df    ' 

Ora  sostituendo  in  quest'ultima  per  ^ — ^  i  valori  che  vengono 

OUr   vtig 

dalle  formolo  fondamentali  (F)  pag.  360,  si  travana  subJAo  le  seguenti 
formole  fondamentali: 

,  ^^f^  ,  yi  jXjt)  ^  *v 

'^^zu.id^  "^c'Jn.  dt  di / 

n  primo  membro  di  questa  equivale,  per  le  (32),  a  -^  e,  per  le  for- 
mole stesse,  la  quantità  fra  parentesi  nel  secondo  membro  sotto  la  se- 
conda somma  eguaglia  —  »  indicando  con  loi  le  costanti  di  direzione  neli» 
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spazio  subordinato  V»  della  normale  principale  (relativa)  di  G,  onde 
segue 

le  (cr)  dunque  possono  scriversi 

(33)  «^  =  X,2fi^.%|-'+^- 

P  ri  w    or        py 

Applichiamo  queste  formolo  generali  al  caso  particolare  in  cui  la  C 
sia  una  linea  geodetica  di  V«  e  quindi 

allora,  indicando  con  ^  la  curvatura  assoluta  di  questa  geodetica  di  V», 

li 

avremo 

e  poiché  le  £<  come  le  X<  sono  costanti  di  direzione,  avremo  necessa- 
riamente 

doè 

R  2  *r«    Air  dW, 

Di  qui  deduciamo  intanto  il  teorema: 

Una  lìnea  geodetica  di  un'ipersuperficie  V„  è  caratterizzata  dall'avere 
in  ogni  suo  punto  la  direzione  ddla  normale  principale  (assoluta)  coin- 
cidente con  quella  normale  aU' ipersuperficie. 

La  notevole  formola  (33*)  ci  dà  poi  la  curvatura  (assoluta)  di  quella 
geodetica  g  di  Vn  che  esce  dal  punto  considerato  nella  direzione  asse- 
gnata dagli  incrementi  du^. 

Ritornando  al  caso  di  una  curva  C  qualunque  in  Vn,  la  (33)  sì 


(^)  Propriamente  dovremmo  scrivere  il  secondo  membro  della  (33*)  con  un 
doppio  segno.  Scrivendo  la  formola  come  nel  testo  veniamo  ad  attribuire  a  B 
non  solo  un  valore  assolato  ma  anche  un  segno  (Cf.  Cap.  IV  §.  61). 
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scrive  ora 

indicando  ^  la  curvatura  della  geodetica  g  di  Vn  tangente  in  Mo  alla 

C.  Evidentemente  le  due  direzioni  (X<),  (SO  sono  fra  loro  ortogonali  e 
le  forinole  precedenti  dimostrano  che  la  direzione  della  normale  prin- 
cipale assoluta  (Kì)  giace  nell'Ss  individuato  dalle  due  precedenti;  cioè: 
Per  ogni  curva  C  tracciata  sopra  un'ipersuperficie  V»  le  direzioni  della 
normcde  a  V^  e  ddle  due  normali  principali  assoluta  e  rdativa  di  G  giac- 
ciono in  tm  Sf 

Indichiamo  ora  con  o  Tangolo  che  la  normale  principale  assoluta  (ii) 
fa  colla  normale  (X^)  dell' ipersuperficie  ;  avremo 

cos  o  «=»  S  a<fc  €i  Xfc  , 
ìndi  per  le  osservazioni  superiori 

sen  0  =  S  aij,  S<  ti  , 
6  dalle  (^)  seguono  subito  le  formolo  notevoli  (Cf.  §.  154) 
(34,  l-^ 

(34*)  1  =  !^^ 

Py  P 

La  prima  di  queste  dà  l'estensione  del  teorema  di  Meunier  (§.61  pag. 

130)  al  caso  di  uno  spazio  curvo  di  quante  si  vogliano  dimensioni.  Invero  :^ , 

curvatura  della  geodetica  di  Vn  tangente  a  C,  misura  altresì  la  curva- 
tura di  quella  sezione  normale  di  Vn  che  si  ottiene  intersecando  Vn  colla 
superficie  geodetica  individuata  dalle  direzioni  della  tangente  a  C  e 
della  normale  a  Vn. 

Quanto  alla  (34*),  essa  ci  dimostra  come  la  curvatura  relativa  —  di 

Pp 
C  rispetto  all'ipersuperficie  Vn  corrisponda  esattamente  all'ordinaria 
curvatura  geodetica  (Gf.  §.  84). 
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CAPITOLO  XI.  ~  §.  168 


(T) 


§.  168. 
Ounrature  principali  di  un'ipetsuperflcie  e  forinola  d'Eulero. 

La  formola  (33*)  può  scrìversi  evidentemente 

2  ^r,  fìr  fi. 


R 


2  **••    ''ir   ^« 


indicando  tii  ,  y],,  . .  y]«  le  costanti  di  direzione  entro  la  ipersuperficie  Y«, 
della  geodetica  di  V»,  uscente  dal  punto  fissato  Mo,  che  si  considera. 
Essa  ci  dà  anche  la  curvatura  della  sezione  normale  di  V»  corrispon- 
dente alla  detta  direzione  (y]ì).  Ricerchiamo  ora  i  massimi  e  minimi  di 
queste  curvature  e  le  direzioni  secondo  cui  hanno  luogo,  ciò  che  ci  con- 
durrà alla  estensione  dei  risultati  stabiliti  al  Gap.  IV  per  le  curvature 
delle  linee  tracciate  sulle  ordinarie  superficie.  Per  ottenere  questi  mas- 
simi e  minimi  dobbiamo  eguagliare  a  zero  le  derivate  rispetto  alle  t] 
del  quoziente  delle  due  forme  quadratiche  nelle  ri  che  figura  nel  secondo 
membro  della  (7). 

Questo  ci  dà  le  n  equazioni  lineari  ed  omogenee  nelle  q: 

(36)  2  (*-  -  ^^r.)  TI.  =0  (r  =  1 ,  2  ,  . . .  n) , 

essendo  ^  precisamente  la  curvatura  della  geodetica  di  V»  spiccata  nella 

corrispondente  direzione  (y]{).  L'eliminazione  delle  i]  fra  le  (35)  conduce 
alia  equazione  di  ben  nota  forma: 

ili  — Bau  ,  6i,  — Rfii,  ,...  61»  — R! 
(a6ì  *"  —  R2ti  I  6»  —  R2tt  , . . .  61»  —  RSi|» 


Ki  —  lìQni ,  6ni— Raat...6«H  — RSC 
che  prende  il  nome  di  equcurione  secolare. 

La  forma  quadratica  ^  hY.'tk\  essendo  definita,  la  (36)  ha  sem- 
pre le  sue  n  radici 


Kv- 


tutte  reali;  le  loro  inverse 


Ri  ,   Rf .  • .  Rh 


11  1. 

Ri'Rt  •  "Rn 
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danno  i  massimi  e  minimi  richiesti.  Ad  una  radice  semplice  R^  della 
(36)  corrisponde  una  sola  direzione,  la  quale  si  dirà  la  direzione  prìn- 
dpale  corrispondente  dell' ipersuperficie  V^»  e  si  indicheranno  le  sue  n 
costanti  di  direzione,  cioè  i  corrispondenti  valori  delle  y),  con 

esse  si  calcoleranno  daUe  equazioni 

(35*)  2(6r.— R.2r,)  ^.*^  =  0  (r  =  l,  2...  n)  , 

aggiungendovi  la  condizione 

Quando  la  radice  B,x  sia  multipla  d'ordine  h,  nel  quale  caso  essa 
rende  il  determinante 

I    6r,    -  R.  fir.     I 

precisamente  di  caratteristica  n-A,  fra  le  equazioni  (35)  o  (35*)  se  ne 
avranno  n-A  linearmente  indipendenti  e  quindi  esisteranno  oo^^  di- 
rezioni principali  corrispondenti,  giacenti  in  un  S^^ .  Si  intende  che  il 
caso  A  >- 1  si  presenterà  solo  eccezionalmente,  cioè  le  n  radici  della  (36) 
saranno,  in  generale,  distinte. 
Se  le  due  direzioni  principali 

(t/?>)     (y//)) 

corrispondono  a  due  radici  R^ ,  R^  della  (36)  fra  loro  distinte  si  ha,  come 
è  noto,  la  relazione 


W  Ciò  si  ricava  subito  dalle  equazioni 

2  *-■»)'»' =  R,  2  2r.v/.*' 


le  quali  danno 


e  quindi 


2^.^,"  =  R.  22r.T/;', 

r  r 

26-'/r*'-^'  =  R*22r.r//>T]<*' 

2^.-'ì'''-'/.*'  =  R.2«"i"''/." 


94 
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370  CAPITOLO  XI.  —  §.  168 

e  quindi  quelle  due  direzioni  principali  sono  fra  loro  ortogonali.  Per 
un'ipersuperficie  Vn  qualunque  abbiamo  dunque  n  curvature  principali 

LI  1. 

e  corrispondentemente  n  direzioni  principali 

che  formano  un  n**'"''  ortogonale. 

Se  indichiamo  ora  con  ai ,  <xt , . . .  a«»  gli  angoli  che  una  direzione  qua- 
lunque (fii)  forma  colle  n  direzioni  principali,  avremo 

Yj<  =  cos  «i  y/ì>  +  cos  a,  ti/?  +  . . .  +  cos  a»  ii^ 

i=l,...n 
e  la  formola  (33*): 

che  dà  la  curvatura  della  sezione  normale  nella  direzione  (y)<),  tenendo 
conto  della  identità 


"*         KVi 

^%Ì'W;'  =  0,peri4:* 

Ci  dà: 

(36) 

1 
R  ~ 

C08*ai        C08*at    .             .    C08*a„ 
R,      '      R.      '   ■••   '      R.     • 

Questa  è  manifestamente  l'analoga  della  formola  d'Eulero,  genera- 
lizzata così  a  spazii  curvi  qualunque  di  quante  si  vogliano  dimensioni. 

È  chiaro  che  per  rappresentare  geometricamente  la  legge  di  varia- 
zione delle  curvature  delle  sezioni  normali  nelle  varie  direzioni  potremo 
servirci  di  una  quadrica  indigfitrice 

Ri  +  R.  +  "'+R.-^^ 

neir  ordinario  spazio  euclideo  a  n  dimensioni. 

La  nozione  di  direzioni  principali  di  un'ipersuperficie  V»  porta  al- 
tresì a  definire  le  linee  di  curvatura  come  quelle  la  cui  direzione  in  ogni 
punto  coincide  con  una  direzione  principale.  È  manifesto  che  in  gene- 
rale avremo  n  sistemi  di  linee  di  curvatura,  tali  che  da  ogni  ponto  di 
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Yn  esce  nna  linea  di  ciascuno  degli  n  sistemi.  Le  equazioni  differenziali 
delle  linee  di  curvatura  corrispondenti  alla  direzione  principale  (tM)  sa- 
ranno manifestamente 

dui dUj  dun 

che  si  possono  anche  scrivere  sotto  la  forma  (§.  167): 
2(ftr.  — Rxar.)dt«,=0 

s 

r=  1 ,  2  ,...n  . 

§.  169. 
Oasi  particolari. 

Applichiamo  i  risultati  generali  precedenti  dapprima  al  caso  n=s3, 
cioè  consideriamo  in  uno  spazio  S4  a  quattro  dimensioni  le  ipersuper- 
ficie Va,  ed  anzi  supponiamo  di  più  che  lo  spazio  ambiente  S4  sia  a  cur- 
vatura di  Riemann  costante  Eo-  La  V3,  come  spazio  curvo  a  tre  dimen- 
sioni, possiede  in  ogni  punto  tre  direzioni  principali  formanti  un  triedro 
ortogonale  e  tre  curvature  Riemanniane  principali  Ei,  E2,  E3  (§§.  162 
163);  dimostriamo  che:  Le  tre  direzioni  principali  di  ogni  spazio  curvo 
Vs,  immerso  in  uno  spazio  S4  a  quaMro  dimensioni  di  curvatura  costante, 
coincidono  precisamente  colle  direzioni  delle  linee  di  curvatura  e  le  tre  cur- 
vature Riemanniane  principali  Ki,  Kj,  K3  di  V3,  come  spazio  a  tre  di- 
mensioni, hanno  coi  raggi  principali  di  curvatura  Ri ,  Rt ,  U^le  semplici 
relazioni 

Ki  —  Ko  =  p-p-  ,  K2  —  Ko  =  p-^  ,  Ks  —  Ko  =  p-p-  . 

E  invero  facciamo  in  un  punto  di  V3,  come  è  lecito; 

i^ii  «=  6»  ===  633  =  1 

hx  =  fl<k  =  0  ,  per  i  4:  A;  , 

per  il  che  basta  prendere  le  linee  coordinate  (ui) ,  (t4s) ,  M  sopra  Va  in 
guisa  che  nel  punto  abbiano  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura,  indi 
(§.168): 

Mii  =  ^   ,Qa  =  p-   ,^38  =  ^-  . 
JX\  Xlf  xis 
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Applicando  le  forinole  di  Codazzi  (H*)  pag.  362,  troviamo  subito: 

(23,  23),  =  ^+Ko,  (31,  31),  =  ^+Ko,(12,  12),  =  ^^  +  Ko 
ìVt  xiia  xiii  1*8  ^i  ^ 

(23  ,  31)  =  (31  ,  12)  =  (12  ,  23)  =  0  . 

Queste  ultime  ci  dimostrano  che  le  linee  coordinate  (uO  (ih)  (ti,)  dello 
spazio  Va  hanno  nel  punto  considerato  precisamente  le  direzioni  prin- 
cipali e  per  le  curvature  principali  Ei ,  Et ,  Kg  si  ha  appunto 

Da  queste  formolo  segue  in  particolare  che  se  uno  spazio  a  tre  di- 
mensioni colle  curvature  principali  Ei,  E2,  Kg  può. essere  immerso  in 
uno  spazio  a  quattro  dimensioni  e  di  curvatura  costante  Eo,  si  ha  sem- 
pre necessariamente 

(Ei  — Eo)  (E,-Eo)  (E3-Eo)>0. 

In  particolare  adunque: 

In  uno  spaino  a  quattro  dimensioni  di  curvatura  costante  Eo  non  esiste 
alcun  spam  a  tre  dimensioni  di  curvatura  costante  E<!Eo. 

Cosi  lo  spazio  euclideo  a  quattro  dimensioni  non  contiene  alcun  spazio 
pseudosferico  a  tre  dimensioni  (di  curvatura  costante  negativa).  Così  pure 
vediamo  che  in  un  tale  spazio  euclideo  non  può  collocarsi  alcun  spazio 
a  tre  dimensioni  le  cui  curvature  principali  siano  tutte  tre  negative, 
ovvero  due  positive  ed  una  negativa. 

Applichiamo  ancora  i  risultati  generali  del  §.  precedente  al  caso  n  =  2, 
cioè  consideriamo  una  superficie  ¥<  immersa  in  uno  spazio  curvo  qua- 
lunque Ss  a  tre  dimensioni.  Indicheremo  col  nome  di'  curvatura  relativa 

della  superficie  V,  il  prodotto  ^-:^  delle  inverse  dei  raggi  principali  di 

Ki  Jtvj 

curvatura  (^),  mentre  serberemo  il  nome  di  curvatura  assoluta  E  della 

superficie  a  quella  che  compete  al  suo  ds*  misurato  neirSs.  Avremo 

1      ^QnQn  —  Qlf 


(^)  Alcuni  autori  sogliono  dare  in  generale  il  nome  di  curvatura  per  un'  iper- 
superficie Vn  in  ano  spazio  S,v+i  air  inversa  del  prodotto  Rj  R,. . .  Rn  dei  raggi 
principali  di  curvatura.  Non  adottiamo  questa  denominazione  che  potrebbe  ge- 
nerare confusione  col  concetto  di  curvatura  Riemanniana. 
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e  dalla  forinola  di  Codazzi  ((H)  pag.  361)  trarremo 

Q       (rie      iTc\    ?^?^?^?E* 

1        (12,12),      rZ,K     '    ^* 3tti at*i aw, au. 


Ri  Ri      ftu  bn  —  6*1  6ii  6»  —  h\t 

Ora  il  primo  termine  del  secondo  membro  non  è  altro  evidentemente 
che  la  curvatura  assoluta  E  della  V»;  quanto  al  secondo  si  riconosce 
facilmente  (§.  158)  che  esso  coincide  colla  curvatura  Eo  dello  spazio  nel- 
r  orientazione  del  piano  tangente  a  Vt,  cioè  colla  curvatura  della  super- 
ficie geodetica  tangente;  si  ha  quindi 

(37)  ^^K-Ko, 

0  in  parole  :  La  curvatura  rdoHva  in  un  punto  di  una'  superficie  Vs  in 
uno  spazio  a  tre  dimensioni  è  eguale  aUa  differenza  fra  la  curvatura  as- 
soluta e  la  curvtxtura  Riemanniana  ddlo  spano  nèU' orientaaione  che  ha 
la  Yt  in  qud  punto. 

§.  170. 
Spazi  in  rappresentaaione  conforme  e  teorema  di  Uonville. 

Ritornando  al  caso  generale  di  un'ipersuperficie  V^,  immersa  in  uno 
spazio  qualunque  Sn+i  ad  n  +  1  dimensioni,  consideriamo  un  secondo 
spazio  S'n+i  che  corrisponda  punto  per  punto  ad  Sn+i  in  guisa  che  gli 
angoli  siano  conservati,  cioè  vi  sia  rappresentaaione  conforme  dell'uno 
suir  altro.  Mantenendo  le  notazioni  dei  §§.  precedenti,  ed  indicando  con 

efe'«=  S  a'ii^dXi  dxj, 

il  quadrato  dell'elemento  lineare  di  S^+i,  perchè  la  rappresentazione  di 
S»+i  sopra  S'«+i  sia  conforme,  dovremo  avere  manifestamente  propor- 
zionalità fra  i  coefficienti  a'n,  ed  a^^,  scriviamo  adunque 

Alla  ipersuperficie  Vn  coli' elemento  lineare 

corrisponderà  in  S'n+i  un'ipersuperficie  Tn  coli' elemento  lineare 
ds''  =  lP'^h,^du^du^  . 
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Indicando  cogli  accenti  le  quantità  relative  alla  Y'n,  avremo  intanto 

Ora  pei  simboli        ,  di  Christoffel  costruiti  per  la  forma  S  tii^  dXi  dx„ 
troviamo  sobito 

In  conseguenza,  se  adoperiamo  le  (E)  §.  165  (pag.  362)  per  costruire 
i  coefficienti  Qfrt  della  seconda  forma  fondamentale  di  Yn,  avremo  dap- 
prima: 

Ma  si  ha,  per  le  (26),  (30)  pag.  358-359: 

e  resta  quindi 

Possiamo  porre  quest'ultima  formola  sotto  forma  più  espressiva,  ri- 
cordando (§.  164)  che  le  costanti  di  direzione  X^  della  normale  a  V» 
non  sono  altro  che  le  derivate. 

delle  x^  nel  senso  normale  all'ipersuperficie,  onde  abbiamo 

(38)  a',.==Ufl.. -6,.^  . 

Dopo  ciò  le  equazioni  differenziali  (35)  pag.  368  delle  linee  di  cur- 
vatura della  V'.: 

2(ftr.— R'Q'r.)  dtt.  =  0  (r=l,  2,...n) 
diventano 
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Ora  queste  si  deducono  dalle  corrispondenti 
della  Vn  semplicemente  ponendo 

Ne  deduciamo  il  teorema  generale: 

Se  fra  due  spcuA  qucdfmqtte,  di  quante  si  vogliano  dimensioni,  vi  ha 
rappresentazione  conforme,  sopra  due  ipersuperficie  corrispondenti  si  cor- 
rispondono sempre  le  linee  di  curvatura  e  le  curvature  principali  ^ ,  ^,, 

sono  legate  daUa  relazione  lineare  (39),  i  cui  coefficienti  dipendono  uni- 
camente  dal  modulo  U  ^^^  della  rappresentazione  e  daUa  sua  derivata 
normaie. 

n  teorema  precedente  può  applicarsi  in  particolare  agli  spazi  eu- 
clidei (a  curvatura  nulla).  È  facile  risolvere  la  questione  di  trovare  tutte 
le  possibili  rappresentazioni  conformi  dello  spazio  euclideo  a  n  dimen- 
sioni sopra  sé  stesso;  appena  n>'2  il  gruppo  delle  rappresentazioni 
conformi  dello  spazio  euclideo  Sh  è  infatti,  come  ora  vedremo,  un  gruppo 
continuo  finito,  cioè  con  un  numero  finito  di  parametri,  mentre  è  ^en 
noto  che  per  n  =  2  (pel  piano  ordinario)  il  gruppo  è  infinito.  Sia 

ds'  =  da^i  +  dai  +  ...+dai 

Telemento  lineare  dello  spazio  euclideo;  volendolo  rappresentare  in  modo 
conforme  sopra  sé  stesso  dovremo  porre 

—  ui  > 

e  determinare  U  in  guisa  che  lo  spazio  d'elemento  lineare  ds'  sia  a  sua 
volta  a  curvatura  nulla  e  si  possa  quindi  porre 

d^*  =  dsfì  +  dafì  +  ...d:xfl  . 

n  problema  è  già  stato  in  sostanza  risoluto  al  §.  159;  la  funzione 


(^)  Dicesi  modulo  della  rappresentazione  appunto  il  rapporto  ';n=^^  ài  due 
elementi  lineari  corrispondenti. 
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U  ha  necessariamente  per  n>2  la  forma 

\J  =  a(xi  +  ai  +  ...  +  ai)+.2lb,x,  +  G, 
doye  dovendo  aversi  per  la  (19)  (pag.  345) 
(40)  aG  =  I,b\, 

possiamo  scrivere,  supposto  a  4=0 

e,  cangiando  a;^  in  a;^ ,  non  alteriamo  la  generalità  prendendo 

U=a(rrJ  +  rrì  +  ...+rri)  , 
cioè 


ds'^^ 


Ora  colle  formole 


che  sono  le  formole  dell'inversione  per  raggi  vettori  reciproci,  si  ottiene 
appunto 


•M 


le  più  generali  formole  cercate  si  ottengono  quindi  combinando  la  pre- 
cedente inversione  con  un'applicabilità  dello  spazio  S'  sopra  sé  stesso, 
cioè  con  un  movimento.  D'altronde  nel  caso  trascurato  a  =  0  la  (40)  ci  dà 

fti  =  6«  = .  - .  =  &n  =  0 , 

quindi  U=^  costante,  e  la  corrispondente  trasformazione  dello  spazio 
non  è  che  una  similitudine.  Ne  concludiamo: 

Le  più  generali  trasfomuufiani  confarmi  ddlo  spaaio  euclideo  di  n'^2 
dimensioni  in  $è  stesso  si  ottengono  combinando  le  inversioni  per  raggi 
vettori  reciproci  coi  movimenti  e  còlle  simUitudinu 

È  questo  il  teorema  di  Liouville  (dimostrato  da  Liouville  nel  caso 
n  =  3). 
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•       §.  171. 
I  surtemi  n»^*  ortogonali  negli  spasd  a  n  dimensioni. 

Dato  il  (fo*  di  uno  spazio  qualunque  S»  a  n  dimensioni: 

l...n 

&•  =  2  <»<*  ^i  ^^  » 

non  è  in  generale  possibije  introdurre  n  nuove  variabili  indipendenti  yi , 
ffz,  ...yn  tali  che  il  ds*  assuma  la  forma  ortogonale 
(41)  (fe«  =  HÌ(iyf  +  HÌ(iy|  +  ...  +  Hic%4l  . 

Le  n  fimzioni  incognite  y<  delle  x  debbono  infatti  soddisfare  alle 

-^r — -  equazioni  simultanee  alle  derivate  parziali: 
V  (y<  ,  y»)  =  0  ,  per  i  4:  *  , 

e  siccome     ^  ~     >n,  appena  n>-3,  s'intende  che  la  ridazione  a 

forma  ortogonale  non  sarà  possibile  per  gli  spaz!  a  più  di  tre  dimen- 
sioni che  in  casi  particolari.  Ma  supponiamo  che  nello  spazio  da  noi 
considerato  una  tale  riduzione  alla  forma  ortogonale  (41)  sia  possibile, 
nel  qual  caso  diremo  che  le  ipersuperficie  coordinate  (yO  ,  (^2) . . .  (j/n) 
formano  un  sistema  n^^*"  ortogonale.  Cerchiamo  aUora  quegli  sono  le  linee 
di  curvatura  delle  ipersuperficie  coordinate,  p.  e.  delle  tfn  =  costante. 
Calcoliamo  per  ciò  i  coefficienti  Qr$  della  seconda  forma  fondamentale 

2    2<>  àifi  dyK 

di  queste  ipersuperficie.  Le  costanti  dì  direzione  della  normale  air  iper- 
superficie yn  =  costante  sono  semplicemente  (§.  154) 

X,  =  ^^,i=l,  2,...n  , 
cioè 

Xi  ^  Xj  =^  ,  .  .  :^  X„^l  =  0    ,     \n  =*  Tj"     • 

Calcolando  quindi  le  Q^s  dalle  (K)  §.  165  (tenendo  conto  delle  mu- 
tate notazioni),  troviamo  subito 

"^•  =  [nÌif;  '  ^""^  ^"^'  ^'••'  "^"^^ 
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e  quindi 

(42)  j      '  ^  ^* 

\  fl^,  =  0  per  r:^8  . 

Essendo  zero  tutte  le  Q  con  indici  diseguali,  vediamo  che  le  linee 
di  curvatura  delle  y^  =  costante  sono  appunto  le  linee  coordinate 
(yO  ,  (y«)  •  •  •  (yn-i).  Abbiamo  dunque  il  teorema:  Se  in  uno  spaino  curvo 
a  n  dimensioni  esiste  un  sistema  n^  *  ^  d'ipersuperficie  ortogonali  (yj,  (y,)...  (y*), 
sopra  ciascuna  di  queste  ipersuperficie  le  linee  coordinate  (yO ,  (y2) , . . .  (y J 
sono  le  linee  di  curvatura. 

Enunciamo  in  particolare  il  teorema  pel  caso  n=3  sotto  la  forma: 
In  ogni  sistema  triplo  ortogonale  di  superficie  vn  uno  spazio  qualunque  a 
tre  dimensioni  le  superficie  di  diverso  sistema  si  tagliano  (ortogonalmente) 
lungo  linee  di  curvatura. 

È  questo,  pel  caso  dell'  ordinario  spazio  euclideo,  il  celebre  teorema 
di  DupiN,  che  completeremo  nel  prossimo  §.  colla  dimostrazione  di  un 
teorema  inverso,  dovuto  a  Darboux. 

Tornando  al  caso  generale  di  un  sistema  n^^''  ortogonale  in  un  S«, 
calcoliamo  ancora  dai  valori  (42)  delle  Qrs  i  valori  dei  raggi  principali 
di  curvatura  delle  ipersuperficie  coordinate.  Per  ciò  introduciamo  la  no- 
tazione seguente:  indichiamo  con  rn,  U  raggio  principale  di  curvatura 
ddr  ipersuperficie  y^  =costaAìte  lungo  la  linea  di  curvatura  (yjt).  D  raggio 
di  curvatura  r^i,  della  yn^^  costante  sarà  dato  da 

±.^^ 

ossia  per  le  (47)  da 

i_ L-  aj. 

In  generale  abbiamo  dunque  il  risultato:  Ih  un  sistema  n^^""  orto- 
gonade 

ds'  =  IRdi/t  +  HI  dyl  +  . . .  +  HI  dyi 


i  raggi  principali  di  curvatura  deUe  ipersuperficie  coordinate  sono  dati 
dalle  formale 

(43) 


1  1    aHfc 


r,jt  H,  Hfc  dpi 

Altre  formolo  pure  notevoli  si  ottengono  cercando  le  flessioni  delle 
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lìnee  coordinate  (y<),  che  indicheremo  con  ^  .  Calcoliamo  p.  e.  ^^  dalla 
formola  (31)  pag.  364  che  diventa  qui 

Ma  qui  abbiamo  d^  =  H«  dpn,  indi 

^=,0   ,    ^  =  0    perX  +  « 


e  quindi 


cioè 


di  ^H«   '    d^  ^       may, 

5^Ji|  («  dt  ~Hi\i\     hihUìJ  ' 
„  IVI  <%0i  %a        1    aH„ 

„  (X{i.|  ^  ^  ^   J_  ?5r 

Nella  somma  a  destra  della  (44)  si  annulla  dunque  l'ultimo  termine 

e  resta 

1  _  <Tr'     1     /aH,\« 


cioè  per  le  (43): 
e  in  generale 


n«  —  -«     r    .    -r  •  •  •  -r , 


I^  *1n  »■»»  »Ì-1.« 


dove  l'accento  nella  somma  indica  che  X  prende  i  valori  da  1  a  n  esdnso 
il  valore  i. 

§.  172. 
Gaso  degli  spasd  a  tre  dimensioni. 

Termineremo  il  presente  Capitolo  coll'applicare  i  teoremi  precedenti 
al  caso  degli  spazi  (carvi)  a  tre  dimensioni,  ove  la  ricerca  si  può  facil- 
mente precisare  e  completare.  Ed  in  primo  luogo  dimostreremo  che  in 
qualunque  spazio  (curvo)  S3  valgono  i  seguenti  teoremi  relativi  alle  linee 
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di  curvatura  che  per  lo  spazio  euclideo  abbiamo  dedotti  al  §.  59  dalle 
proprietà  delle  evolute: 

Se  in  uno  spazio  curvo  Ss  due  superficie  si  tagliano  lungo  una  linea 
G,  che  sia  linea  di  curvatura  per  ambedue  le  superficie,  esse  si  tagliano 
sotto  angolo  costante.  Viceversa  se  due  superficie  in  Ss  s'incontrano  sotto 
angolo  costante  e  la  loro  intersezione  è  linea  di  curvatura  per  Vuna  su- 
perficie, tale  sarà  anche  per  Valtra, 

Per  dimostrare  questo  teorema  riferiamo  il  nostro  spazio  S3  ad  un 
tale  sistema  coordinato  (xi,  x^,  x^)  che  le  due  superficie  in  questione 
siano  due  delle  superficie  coordinate,  p.  e.  le  :rs  »  0 ,  ^  =:  0,  le  quali  si 
tagliano  dunque  lungo  una  linea  {xi).  Sia  ora 

1...8 

&•  =  2  ^<*  ^i  *^> 

Telemento  lineare  dello  spazio  ed  esprimiamo  in  primo  luogo  che  sulla 
0:8=0  la  linea  0^2=0  è  una  linea  di  curvatura.  Per  questo  calcoliamo 
ì  coefficienti  Qu,  Q»,  Q»  della  seconda  forma  fondamentale  per  la  a^  =  0. 
Intanto  per  le  costanti  di  direzione  della  normale  abbiamo  (pag.  332): 

X____      «^IS            Y     »—      ■"•88            Y     -"38 
1  —     , »    ^t  —     , >   ^ ZZZ  > 

VA»  Va»  Va« 

e  le  forinole  (E)  pag.  362  ci  danno  quindi 


ir.  =2 
1^ 


rs 


1      irs 


=  0 


Lh'^-Va»'^! 

L'equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  sulla  a^  =  0  è 
Oli  dXi+a^dxt     Oli  *Fi  +  oa  efet 

fili  dxi  +  Qi2  dx^     fili  dXi+QndXi 
e  quindi  la  x^^O  sulla  superficie  o^s  =  0  sarà  linea  di  curvatura  quando 

sì  abbia: 

«11  fiu  =  «12  fili  »    per  «t  =  «8  =  0. 
cioè 

W  ^"(3^ì~^"(3)'"^  '    pera:t  =  «8  =  0. 

Similmente  la  condizione  perchè  sulla  superficie  0^2  »  o  la  linea  o^  =  0 
sia  linea  di  curvatura  si  otterrà  dalla  precedente  scambiando  gli  indici 
2,  3  e  sarà  quindi:  « 

(P)  ^"    2    ~^M2r^^'    pera-^  =  a^  =  0. 
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D'altra  parte  Tangolo  Q,  sotto  cui  si  tagliano  le  dette  due  super- 
ficie coordinate,  è  dato  (pag.  332)  da 

cos  fi  =  (aj,  =  ara  =  0)  . 

Va«a» 

Esprìmiamo  che  quest'angolo  è  costante  lungo  la  linea  (a?i)  egua- 
gliando a  zero  la  derivata  di  cos  fi  rapporto  a  a?i,  cioè  colla  equazione 

Ora  per  una  forma  differenziale  con  un  numero  qualunque  di  variabili 
vale  la  formola  ((a*)  pag.  349) 

sicché  la  precedente  diventa 

=  Ab  Am  2  -^«  1  3  I  +  -^»  -^33  2  ^«    2 
Omettendo  i  termini  che  si  distruggono,  questa  si  trasforma  in: 


Ab  (Alt  Ass  —  A»  Ais) 


yj+A«{A«A3s-A|,)j^3^J4- 


+  As3  (A„  Aia  -  A«  Al,)  j"j  +  Aas  (A„  Aas  -  Ala)  j  2^j  =  0  . 

Tenendo  conto  delle  note  relazioni  che  legano  i  minori  di  secondo 
ordine  del  determinante  (reciproco)  delle  A^,  agli  elementi  del  deter- 
minante primitivo,  la  condizione  perchè  l'angolo  fi  sia  costante  si  tra- 
duce nella: 

Att|aii|gj  — awjgjj  +  AssUiij^  ,  pera^  =  a?8  =  0. 

Questa  è  evidentemente  soddisfatta  se  lo  sono  simultaneamente  le 
(a)  >  (P)  ;  e  viceversa  da  una  di  queste  e  dalla  (y)  segue  l'altra,  perchè, 
essendo  la  forma  S  a^,  dxi  dc^  definita,  A^ ,  A33  sono  diverse  da  zero. 
Così  il  teorema  enunciato  è  dimostrato. 

Facciamo  ora  una  seconda  ricerca,  diretta  ad  invertire  il  teorema  di 
Dupin  (§.  171).  Supponiamo  di  avere  in  Sa  due  sistemi  oo^  di  superficie 
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£ ,  1'  che  8i  taglino  mutuamente  ad  angolo  retto  e  domandiamo  quando 
accadrà  che  esista  un  terzo  sistema  If'  ortogonale  ad  ambedue.  Sappiamo 
già  dal  teorema  di  Dupin  che  condizione  necessaria  è  che  due  superficie 
qualunque  £,  £^  si  taglino  lungo  una  linea  di  curvatura;  ora  dimostre- 
remo che  questa  condizione  è  anche  sufficiente  ed  anzi,  senza  supporre 
dimostrato  il  teorema  di  Dupin,  proveremo  insieme  che  la  condizione 
è  necessaria  e  sufficiente.  Scegliamo  per  ciò  a  superficie  coordinate 
d^s  =3  costante  le  superficie  S  di  uno  dei  due  sistemi,  a  linee  coordinate 
(xs)  le  loro  traiettorie  ortogonali  (^),  in  fine  a  linee  coordinate  {xi)  le 
intersezioni  delle  S  colle  superficie  H  del  secondo  sistema,  che  saranno 
dunque  le  a^  =  costante.  L'elemento  lineare  dello  spazio  prenderà  la 
forma 

(45)  dst==  au  doi^i  +  2  ai2  dxi  dxt  +  cLn  dai  -{-  ctsi  dai  , 

poiché,  le  linee  {x^)  essendo  ortogonali  alle  superficie  x^  =  costante,  sarà 

<3tl8  =  «83  =  0 . 

Ora  per  esprimere  che  sulle  superficie  a^  =  costante  le  linee  {Xi)  o 
a^  =  costante  sono  linee  di  curvatura  abbiamo  la  (a): 

12)  (11 

ma,  essendo  qui 

la  precedente  si  scrive 


*"    3    =«»|3 


Ai8  =  0,       A23  =  0,       A88=—    , 

(hi 


«Il 

12 
.3 

=  o,» 

il 
.3 

ossia 

("^                                  «»  dx,  =  '*»  dx>  ' 

da  cui  integrando  si  ha 

au  = 

=  o, 

1  fiXi 

Xt 

), 

W  L*  esistenza  dì  queste  traiettorie  ortogonali  è  geometricamente  evidente. 
Analiticamente,  dato  un  sistema  oo*  di  superficie,  e  indicando  con  X^ ,  X,,  X, 
le  costanti  di  direzione  della  normale  in  un  punto  {x^  x^  x^)  dello  spazio  alla 
superficie  del  sistema  che  ivi  passa,  si  ottengono  le  traiettorie  ortogonali  inte- 
grando il  sistema  di  equazioni  differenziali  ordinarie 

dXi       dx^       dx^ 
Xf        Xf        X^ 
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dove  /(a?i  x^j  è'  una  funzione  di  a?i,  a;,  soltanto.  Indicando  con  X  un  fat- 
tore integrante  di 

dx^  +  fdx^  , 
scriviamo 

(fc»  =  ^  Q.d^,-{'\fdx^y^{an-a,xndA  +  a^d4. 
Se  ora  poniamo 

avremo  ridotto  il  eZs*  alla  forma  ortogonale 

d^  =  ^ch/ì  +  (an-anndxi  +  a^cbi 

senza  cangiare  le  superficie  coordinate  a;«  =  costante,  a^  =  costante.  Così 
è  dimostrato  che  la  condizione  enunciata  è  sufficiente;  ma  si  vede  su- 
bito (senza  ricorrere  al  teorema  già  dimostrato  di  Dupin)  che  essa  è 
anche  necessaria.  E  infatti  se,  mantenendo  le  superficie  coordinate 
a;t  =  costante  o^  ^^^  costante,  si  può  ridurre  la  (45)  a  forma  ortogonale,  ciò 
si  dovrà  avere  mutando  solo  la  variabile  x^  in  'f  (^i ,  a^) ,  ciò  che  dà  : 

e  dovendo  essere  x^  +  0  ,  sarà  —  funzione  soltanto  di  a?i ,  aj,  e  la  (a*) 
ayx  an 

sarà  quindi  soddisfatta.  Abbiamo  dunque  dimostratoli  teorema:  Ih  uno 

spcurio  qualunque  a  tre  dimensioni  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 

perchè  a  due  sistemi  di  stiperficie,  ortogonali  fra  loro,  possa  associarsene 

un  terzo  ortogonale  ad  ambedue  è  che  i  due  primi  s' incontrino  lungo  linee 

di  curvatura. 

Questa  importante  inversione  del  teorema  di  Dupin,  nel  caso  dallo 

spazio  euclideo,  è  dovuta  a  Darboux;  qui  Tabbiamo  estesa  ad  uno  spazio 

curvo  qualunque  a  tre  dimensioni. 


§.  173. 
Sistemi  tripli  ortogonali  in  un  Sg. 

Quando  lo  spazio  è  a  tre  dimensioni,  del  resto  con  un  qualunque 
(b^  ricorrendo  ai  teoremi  generali  di  Cauchy  sull'esistenza  degli  inte- 
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grali  delle  equazioni  a  derivate  parziali,  facilmeate  si  può  provare  che 
esistono  nello  spazio  S3  infiniti  sistemi  tripli  ortogonali,  cioè  le  tre  equa- 
zioni simxdtanee  (§.  171)  in  tre  incognite 

V  (yi ,  y,)  =  0    ,    V  (y, ,  ya)  =  0   ,   V  (yi ,  ys)  =  0 

ammettono  infinite  soluzioni.  Lo  dimostreremo  provando  che  affinchè  ad 
un  sistema  00^  di  superficie 

(a)  yiipo^  ,  aj,  ,  ir3)=o  , 

dove  e  è  un  parametro  variabile,  possano  associarsene  altri  due  orto- 
gonali a  questo  e  fra  loro  è  necessario  e  sufficiente  che  la  funzione  yi 
delle  tre  variabili  Xi,  oHf,  x^  soddisfi  ad  un^  unica  equazione  alle  derwate 
parsAali  terze.  Questo  importante  risultato  venne  stabilito  la  prima  volta 
da  Darboux  per  lo  spazio  euclideo  ;  qui  lo  dimostreremo  per  uno  spazio 
curvo  qualunque. 

Dato  il  sistema  (a)  di  superficie,  nel  nostro  8$  coirelemento  lineare 
qualunque 

d^^=^OLiK  dXi  dxK  » 

se  esistono  due  altri  sistemi  formanti  con  (a)  il  sistema  triplo  ortogo- 
nale cercato,  uno  qualunque  di  questi  dovrà  avere  per  traiettorie  orto- 
gonali le  linee  di  curvatura  di  un  sistema  di  tutte  le  superficie  (a).  Vice- 
versa se  le  linee  di  curvatura  di  un  sistema  sulle  (a)  ammettono  una 
serie  di  superficie  ortogonali,  queste  taglieranno  le  (a)  ortogonalmente 
lungo  linee  di  curvatura  e  quindi  (§.  172)  esisterà  un  terzo  sistema  or- 
togonale ad  ambedue.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  richiesta  si 
riduce  dunque  a  questo  che  la  doppia  infinità  di  linee  di  curvatura  di 
un  sistema  delle  superficie  (a)  ammetta  una  serie  di  superficie  ortogo- 
nali. Ora  se  indichiamo  con  Xi ,  X, ,  X3  le  costanti  di  direzione  delle 
tangenti  a  queste  linee  di  curvatura,  le  superficie  ortogonali  cercate,  se 
esistono,  saranno  date  dair  integrare  Tequazione  a  differenziali  totali 

1...8 

2  «i*  Xj,  &?,  =  0  . 

Questa  equazione  deve  essere  adunque  illimitatamente  integrabile  e 
viceversa,  soddisfatta  questa  condizione,  esistono  le  superficie  ortogonali 
cercate;  se  poniamo 


Y»  =  2  ttix  Xfc 
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la  condizione  d'integrabilità  si  scrive 

(»)   <'-l')+^.t-g)+^'fè-g)=»- 

Ma  dalle  formolo  generali  (§§.  165-168)  relative  ad  unMpersuperficie 
qualunque  ed  alle  sue  linee  di  curvatura  risulta  che  Xi,  Xt,  X»  e  quindi 
Yi,  Y,,  Y3  si  esprimono  per  a?i,  a;,,  a^  e  le  derivate  prime  e  seconde 
della  funzione  yi.  Sostituendo  nella  Qji),  questa  dovrà  risultare  un'iden- 
tità in  Xi,  Xt,  Xs  e  si  risolverà  quindi  in  un'equazione  alle  derivate  par- 
ziali terze  per  y^  che  di  più  sarà  lineare  nelle  derivate  terze. 

Ogni  soluzione  yi  di  questa  equazione  ci  fornirà  una  famiglia  (a)  di 
superficie  appartenenti  ad  un  sistema  triplo  ortogonale,  0  i^ome  si  dice, 
ima  famiglia  di  Lamé. 

Ritorneremo  su  questi  risultati  generali  in  altro  capitolo,  dove  stu- 
dìeremo  più  da  vicino  i  sistemi  tripli  ortogonali  nello  spazio  euclideo. 


t6 
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Capitolo  XII 


Geometria  psenMerica  a  due  dimensioni 


Bappresentazione  conforme  delle  superficie  pseudosferiche  sol  semipiano.  —  HoYimenti  (fles- 
aioiii).della  superficie  in  sé  medesima  rappresentati  da  sostituxioni  lineari  sulla  variabile 
complessa.  —  Geodetiche  parallele  ed  angolo  di  parallelismo.  —  Trigonometria  pseudo- 
sferica.  —  Cenno  sulla  geometria  non  euclidea.  —  Bappresentazione  geodetica  di  Bel- 
trami.  —  L'equazione  del  tipo  di  Riccati  da  cui  dipende  la  ricerca  delle  geodetiche  so- 
pra una  superficie  pseudosferìca.  —  Coordinate  di  Weierstrass  nel  piano  non-euclideo.  — 
Equazioni  a  derivate  parziali  di  Weingarten  per  le  coordinate  di  Weierstrass. 

§.  174. 

Bappresentaàone  conforme  della  superficie  psendoaferica 
sol  semipiano. 

Vogliamo  ora  occuparci  in  particolare  degli  spazi  a  curvatura  di  Rìe- 
maim  costante  per  studiare  la  geometria  delle  figure  in  essi  tracciate. 

Comincieremo  le  nostre  ricerche  dagli  spazi  a  due  dimensioni,  cioè 
dalle  ordinarie  superficie  a  curvatura  costante,  che  consideriamo  qui 
come  unicamente  definite  dal  loro  ds*  (§.  98),  senza  riguardo  alcuno  alle 
forme  effettive  che  queste  superficie  possono  assumere  sia  neirordinario 
spazio  euclideo,  sia  in  altri  spazi.  E  poiché  la  geometria  delle  super- 
ficie a  curvatura  costante  nulla  o  positiva  coincide  coli' ordinaria  geo- 
metria piana  o  sferica,  potremo  limitare  e  limiteremo  questi  primi  studi 
alla  geometria  sulle  superficie  pseudosferiche,  o,  come  diremo,  alla  geo- 
metria pseudosferica. 

Porremo  a  base  delle  nostre  ricerche  una  rappresentazione  conforme 
delle  superficie  pseudosferiche  sull'ordinario  piano,  che  ha  servito  molto 
utilmente  nelle  importanti  ricerche  analitiche  di  Klein  e  Poincaré  sulle 
funzioni  oMtomorfe  (Fuchsiane). 

Riteniamo  T  elemento  lineare  della  móUiplicità  pseudosferìca  a  due 
dimensioni  definito  dalla  formola 

(1)  ds'  =  du*  +  e^  dv'  , 
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dove  R  è  il  raggio  della  superficie  pseudosferìca.  La  funzione  V  Cr  =  ^^ 
rimanendo  sempre  finita,  continua  e  positiva,  ad  ogni  coppia  di  valori 
reali  e  finiti  Uo,  Vq  dì  u,v  riguarderemo  come  corrispondente  un  punto 
reale  e  a  distanza  finita  della  superficie  e  viceversa;  valori  infiniti  di 
u,  V  daranno  punti  all^  infinito  della  superficie. 

Riguardando  x,  y  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto 
del  piano  rappresentativo,  le  formolo 

(2)  x  =  v     ,    y  =  Rc"* 

ci  daranno  la  rappresentazione  conforme  di  cui  sopra  è  discorso.  I  punti 
reali  e  a  distanza  finita  della  superficie  corrisponderanno  univocamente 
ai  punti  del  semipiano  y>'0,  che  diremo  il  semipiano  positivo;  i  punti 
all'infinito  della  superficie  hanno  per  immagine  i  punti  dell'asse  delle  x, 
che  costituirà  la  retta  limite  (^). 

Cominciamo  dalFosservare  quali  immagini  hanno  sul  piano  rappre- 
sentativo le  linee  geodetiche  della  superficie.  L'espressione  dell'elemento 
lineare  essendo  data  dalla  (1),  per  l'equazione  in  termini  finiti  delle  geo- 
detiche si  avrà  (pag.  208) 


^ 

H 


essendo  &,  b  due  costanti  arbitrarie.  Per  le  (2),  la  linea  immagine  sul 
piano  ha  per  equazione 

(3)  (^-6)'  +  !^  =  !'; 

dunque:  Ogni  geodetica  della  superficie  è  rappresentata  da  un  circolo  orto- 
gonale aUa  retta  limite  e  viceversa.  Si  osserverà  che  non  fanno  nemmeno 
eccezione  le  geodetiche  t;  =  costante,  rappresentate  da  rette  normali  al- 
l'asse delle  X  (circoli  col  centro  all'infinito). 

Ora,  poiché  per  due  punti  del  semipiano  passa  sempre  uno  ed  un 
solo  circolo  ortogonale  alla  retta  limite,  ne  segue  l' importante  risultato  : 


(^)  Converrà  riguardare  il  piano  rappresentativo  come  piano  complesso  di 
Gauss,  con  un  solo  punto  all'infinito,  che  è  altresì  il  punto  all'infinito  dei- 
Tasse  delle  X. 
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Due  punti  arbUrarii  Mi ,  Mt  della  superficie  pseudosferica  possono  rimarsi 
con  una  geodetica  ed  una  soltanto. 

Esaminiamo  ora  come  viene  data  nel  piano  rappresentativo  la  di- 
stanza geodetica  obiettiva  dei  punti  Mi,  M^  Per  Tarco  s  delle  geode- 
tiche abbiamo  (pag.  208) 

J  VV  -  f 

cioè,  per  le  (2) 

Misurando  l'arco  s  dal  punto  obiettivo  del  punto  di  massima  cvdi- 
p 
nata  y  =  ir  nel  cerchio,  dovremo  prendere  C  =  —  Rlogft,  cioè 

La  quantità  sotto  il  segno  logaritmico,  come  facilmente  si  vede,  è  il 
rapporto  anarmonico  del  gruppo  di  quattro  punti  sul  circolo,  formato  dai 
due  punti  d'incontro  del  circolo  colla  retta  limite,  dal  punto  anzidetto 
di  massima  ordinata  e  dalFobiettivo  dell'estremo  dell'arco. 

Ne  risulta  in  generale  :  La  distanza  geodetica  dei  due  punti  obiettivi 
Mi ,  Mt  ^  ottiene  moltiplicando  per  R  U  logaritmo  dd  rapporto  ancarmo- 
nico,  che  i  due  punti  immagini  mi ,  m^  fanno  sul  circolo  immagine  detta 
geodetica  Mi  M^  coi  due  punti  d  incontro  di  questo  circolo  colla  retta  limite. 

Se  con  yi,  yt  indichiamo  le  ordinate  di  mi,  m^,  la  formola  che  dà 
la  distanza  geodetica  S  dei  punti  obiettivi  Mi,  M,  si  scrive: 


8  =  Blog 


dove  nel  denominatore  devesi  scegliere  il  segno  superiore  o  V  inferiore 
del  radicale,  secondo  che  i  due  punti  mi ,  m^  stanno  dalla  stessa  parte 
0  da  parti  opposte  del  punto  di  massima  ordinata. 
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§.  175. 
Applicabilità  o  movimenti  di  prima  specie. 
Poniamo 

e  riguardiamo  i  valori  della  variabile  complessa  a>  distesi  sulla  super- 
ficie pseudosferica,  talché  ogni  valore  di  od  cóU'ardincUa  positiva  darà  un 
punto  della  superficie  e  viceversa;  potremo  quindi  indicare  un  punto 
della  superficie  col  valore  corrispondente  od  della  variabile  complessa. 
Abbiamo  visto  al  capitolo  VII  che  ogni  superficie  pseudosferica  ammette 
una  tripla  infinità  di  applicabilità  o  movimenti  (con  flessioni)  in  sé  me- 
desima ed  ora,  supposto  che  per  un  tale  movimento  il  punto  <o  si  tra- 
sporti in  (a\  domanderemo,  come  già  per  la  sfera  (Gap.  UI,  §.  53),  quale 
è  Tespressione  analitica  del  movimento.  D  risultato  è  del  tutto  analogo 
a  quello  ottenuto  per  la  sfera  ed,  in  certo  senso,  più  semplice. 

La  figura  descritta  da  co'  essendo  congruente  a  quella  descritta  da  <o, 
sarà  iù  una  funzione  di  a>,  restando  escluso  il  caso  che  o>'  sia  funzione 
della  coniugata  (Aq^  se  ammettiamo  che  la  deformazione  avvenga  in  modo 
continuo  e  vi  sia  quindi  conservazione  diretta  degli  angoli.  Così  a>'  è  fun- 
zione di  0)  definita  da  prima  solo  pei  valori  di  a>  nel  semipiano  positivo  ; 
ma  poiché  od'  è  reale  per  od  reale  (i  punti  all'infinito  della  superficie 
restando  all'infinito  dopo  il  movimento)  risulta  ta  definita  per  tutti  i 
valori  di  (o  nel  semipiano  negativo  dalla  condizione  che,  pel  valore  (Oo 
coniugato  di  co,  a>'  assuma  il  valore  coniugato  (oV  Ora  basta  osservare 
che  ad  ogni  valore  dì  a>  ne  corrisponde  uno  solo  per  a/  e  viceversa,  per 
concluderne  che  a>'  è  funzione  lineare  di  od: 

(6)  »'  =  ^^. 

^  ^  ^iù  +  0 

Inoltre,  essendo  a>'  reale  per  o>  reale,  saranno  a,  p,  y,  S  reali  (a  meno 
di  un  fattor  comune  che  si  può  sopprimere)  ;  di  più,  l'ordinata  di  o/  es- 
sendo positiva  con  quella  di  (o,  il  determinante  aS-^Y  sarà  positivo  e 
potremo  senz'altro  supporlo  eguale  a  +  1 . 

Esprìmendo  ora  l'elemento  lineare  (1)  per  mezzo  della  variabile  com- 
plessa o)  e  della  coniugata  (Oq,  troviamo 

(5*)  ds^  =  —  7 ,,  dctì  dcoo  . 
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Su  questa  forinola  si  verìfica  subito  che  la  sostituzione  lineare  (5), 
con  a,  p,  7,  8  reali,  trasforma  l'elemento  lineare  in  sé  medesimo,  onde 
abbiamo  il  risultato: 

I  movimenti  ddla  superficie  pseudosferica  in  sé  medesima  sono  rap- 
presentati  daUe  sostitummi  lineari  stdla  variabile  complessa  co: 

(6)  ««-f^e   '   ««-Pt  =  i. 

a  coefficienti  reali. 

Per  ogni  sostituzione  (6)  vi  sono  due  valori  di  a>  che  rimangono  fissi; 
questi  sono  le  radici  dell'equazione  di  secondo  grado 

(7)  7  <«>*  +  (8-a)  tì)  —  p  =  0 . 

Ora  possono  presentarsi  tre  casi  diversi,  secondo  il  segno  del  discri- 
minante 

l.«  (a+8)*<;4.  Le  radici  della  (7)  sono  complesse  coniugate;  una 
è  nel  semipiano  positivo,  l'altra  nel  semipiano  negativo.  La  prima  rap- 
presenta un  punto  P  della  superficie,  reale  e  a  distanza  finita,  che  rimane 
fisso  pel  movimento.  In  tal  caso  il  movimento,  che  si  dice  ellittico,  con- 
siste in  una  rotazione  (con  flessione)  attorno  a  P. 

2.^  (a  +  8)*  ==  4.  Le  radici  della  (7)  sono  reali  e  coincidenti.  Allora 
rimane  fisso  un  solo  punto  all'infinito  della  superficie  e  il  movimento 
si  dice  parabòlico. 

3."  (a4-8)*>>4.  Le  radici  della  (7)  sono  reali  e  distinte.  Se  A,  B 
sono  i  punti  rappresentativi  nel  semipiano  (sull'asse  reale),  al  circolo 
descritto  sopra  il  segmento  A  B  come  diametro  corrisponde  sulla  super- 
ficie una  geodetica,  che  scorre  sopra  sé  medesima  durante  il  movimento. 
In  tal  caso  il  movimento  si  dice  iperbolico;  esso  consiste  in  uno  striscia- 
mento (con  flessione)  della  superficie  sopra  sé  medesima,  pel  quale  una 
determinata  geodetica  scorre  su  sé  stessa. 

Un'immagine  assai  chiara  di  queste  tre  specie  di  movimenti  si  ha 
considerando  il  moto  di  rotazione  attorno  all'asse  delle  superficie  pseu- 
dosferiche di  rotazione  dei  tre  tipi  ellittico,  parabolico  ed  iperbolico 
(§.  103). 

È  bene  confrontare  i  risultati  ottenuti  con  quelli  relativi  ai  movi- 
menti in  sé  medesima  di  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva 
0  nulla,  prendendo  a  superficie  tipica  la  sfera  complessa,  o  il  piano  com- 
plesso. 
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In  Ogni  caso  T  espressione  analitica  del  movimento  è  una  sostitu- 
zione lineare  sulla  variabile  complessa.  Per  la  sfera  abbiamo  la  formola 
di  Cayley  (pag.  Ili): 

nel  movimento  restano  fissi  due  punti  della  sfera  diametralmente  op- 
posti. Vi  ha  dunque  una  sola  specie  di  movimenti,  che  sono  sempre 
effettive  rotazioni. 

Per  il  piano  complesso  0  i  movimenti  sono  rappresentati  dalle  so- 
stituzioni lineari  intere 

con  a  costante  reale  e  C  complessa.  Essi  si  distinguono  in  due  specie, 
secondo  che  ei<^  è  differente  da  1  0  no  ;  i  primi  sono  rotazioni  attorno 
ad  un  centro  a  distanza  finita,  i  secondi  traslazioni. 

§.  176. 
Movimenti  di  seconda  specie. 

Consideriamo  ora  quei  movimenti  della  superficie  pseudosferica  in 
sé  medesima,  per  i  quali  vengono  permutate  le  due  faccio,  che  diremo 
movimenti  di  seconda  specie,  mentre  diremo  di  prima  specie  quelli  sopra 
considerati  ^^K  Per  trovare  Tespressione  analitica  dei  movimenti  di  se- 
conda specie,  basta  osservare  che  il  ribaltamento  della  superfìcie  attorno 
alla  geodetica  t;=0  è  rappresentato  semplicemente  dalla  formola 

(ù'  =  —  (Ùo  ' 

Ora,  poiché  dalla  combinazione  di  due  movimenti  di  seconda  specie 
risulta  un  movimento  di  prima  specie,  combinando  la  precedente  colla 
(6),  si  ottiene  subito  il  risultato:  1  movimenti  di  seconda  specie  della 
superficie  pseudosferica  sono  rappresentati  dalle  sostìtwfioni  lineari 

(8)  a>--^"^-P 

a  eoeffieienH  redi  e  a  determinante  —  1. 

Un  movimento  (8)  ripetuto  dà  luogo  al  movimento  di  prima  specie 


(i)  Cf.  Elxin-Fbickb.  —  EXlipUsche  ModulfuneUonen,  l."  Bd.  pag.  196  ss. 
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che,  supposto  dapprima  differente  dall'identità,  è  necessariamente  iper- 
bolico, avendosi 


(a«  +  8*  — 2pT)*  = 


(a_e/  +  2 


>4 


Volendo  ricercare  se,  pel  movimento  (8),  vi  sono  punti  che  rimangono 
fissi,  si  osservi  dapprima  che  un  tal  punto  deve  pure  restar  fisso  pel 
movimento  ripetuto  e  il  valore  di  o)  in  esso  deve  quindi  esser  reale. 

Ora  le  due  radici  della  equazione  in  a 

essendo  appunto  reali  e  distinte,  si  vede  che  pel  movimento  (8j  riman- 
gono fissi  due  punti  reali,  distinti  e  air  infinito  della  superficie,  che  sono 
altresì  i  punti  fissi  del  movimento  iperbolico  (8'*').  La  geodetica  che  ri- 
mane ferma  nel  movimento  ripetuto  (8*),  rimane  pur  fissa  nel  movimento 
(8);  invece  tutte  le  altre  geodetiche  cangiano  di  posizione. 

Consideriamo  ora  il  caso  particolarmente  interessante,  in  cui  la  (8) 
ripetuta  dà  luogo  alla  identità,  il  che  avviene  solo  se  8= a.  Allora,  per 
la  (8),  rimangono  fissi  nel  piano  co  tutti  i  punti  del  circolo 

'^{^  +  V^  —  2ax  +  ?  =  0  , 


ovvero 


(.-^)'+.=^. 


che  è  un  circolo  reale  normale  alla  retta  limite  <*).  Dunque:  Un  movi- 
mento di  seconda  specie  a  periodo  2  non  è  altro  che  un  ribaltamento  ddla 
superficie  attorno  ad  una  geodetica  reale,  i  cui  punti  rimangono  tutti  fissi. 

Da  quanto  precede  risulta  poi  subito: 

Ogni  altro  movimento  di  seconda  specie  si  ottiene,  combinando  un  ribal- 
tamento attorno  ad  una  geodetica  con  uno  scorrimento  deUa  superficie  in 
se  medesima  lungo  questa  geodetica  (movimento  iperbolico). 

Lasciamo  al  lettore  di  confrontare  questi  risultati  con  quelli  relativi 
ai  movimenti,  con  inversione  delle  faccio,  per  la  sfera  e  pel  piano. 

•       §.  177. 
Altra  rappreflentazione  conforme.  Consenrazione  dei  circoli. 

Della  figura  immagine  dei  punti  della  superficie  pseudosferica,  otte- 
nuta al  §.  174,  facciamo  ora  una  inversione  per  raggi  vettori  reciproci, 


(*)  Naturalmente,  se  7=0,  il  circolo  è  sostituito  dalla  retta  a  «^normale 
alla  retta  limite. 
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ponendo  il  centro  d'inversione  nel  semipiano  negativo.  La  retta  limite 
si  trasforma  allora  in  un  circolo  IvmUe;  i  punti  reali  e  a  distanza  finita 
della  superficie  sono  rappresentati  entro  al  cerchio  limite,  i  punti  al- 
l'infinito  sulla  periferia,  mentre  ai  punti  esterni  non  corrisponde  alcun 
punto  reale  della  superficie.  Le  geodetiche  della  superficie  saranno  rap- 
presentate da  circoli  ortogonali  al  cerchio  limite  e  la  distanza  geodetica 
obiettiva  di  due  punti  si  misurerà  con  legge  perfettamente  analoga  a 
quella  osservata  al  §.  174. 

Fra  i  circoli  ortogonali  al  cerchio  limite  figurano  anche  i  diametri 
di  questo  ;  le  geodetiche  obiettive  escono  da  un  punto  reale  e  a  distanza 
finita  della  superficie.  Fondandoci  su  questa  osservazione,  possiamo  sta- 
bilire le  formolo  di  questa  rappresentazione,  partendo  dalla  forma  ellittica 


(fo«  =  dw«  +  R«  senh*  (|Wt;» 


dell'elemento  lineare  della  superficie  (pag,  224),  e  paragonandolo  coli' ele- 
mento lineare  del  piano  in  coordinate  polari 

cfo*  =  df.*  +  P*d8*. 
Ridttcendo  ai  parametri  isometrici,  si  vede  che  la  formola  di  rappre- 
sentazione sarà 

I  +  *  «^  =  w  (log  p  +  *8)  +  «  +  *6 


logtgh(^). 


dove  m,  a,  b  sono  costanti  reali.  Ma,  gli  angoli  dovendo  essere  conservati 
anche  nell'intorno  dell'origine  p  =  0,  dovremo  prendere  m=l. 

La  costante  b  può  prendersi  nulla  e  la  costante  a,  cangiando  la  figura 
in  una  omotetica,  può  farsi  eguale  a  zero.  Così  le  formolo  di  rappre- 
sentazione saranno  semplicemente 


(9) 


P  =  ^^(2^)    •    «  =  ^ 


e  il  circolo  limite  sarà  di  raggio  =  1 ,  avendosi  p  =  1  per  t*  =  oo . 

La  rappresentazione  ora  indicata,  come  quella  da  cui  siamo  partiti, 
ha  a  comune  colla  rappresentazione  stereografica  polare  della  sfera  l' im- 
portante proprietà  espressa  dal  teorema:  Ogni  linea  di  curvatura  geodetica 
costante  ddla  superficie  ha  per  immagine  un  circolo  sul  piano  e  viceversa. 

Per  dimostrarlo,  cominciamo  dall'osservare  che  sopra  ogni  superficie 
pseudosferica  (come  su  qualunque  superficie  a  curvatura  costante)  le  linee 
geodeticamente  parallele  ad  una  linea  a  curvatura  geodetica  costante 
hanno  pure  costante  la  curvatura  geodetica  e  formano  colle  traiettorie 
ortogonali  un  sistema  isotermo.  Prendiamo  infatti  a  linee  coordinate  u,  v 
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le  geodetiche  v scostante  normali  a  L  e  le  loro  traiettorie  ortogonali 
u  =  costante,  fra  le  quali  la  u  =  0  sia  la  linea  L,  fissando  inoltre  che  il 
parametro  v  sia  Tarco  della  u  =  0  contato  da  un  punto  fisso  ed  u  sia 
Parco  delle  geodetiche,  contato  da  u  =  0.  L'elemento  lineare  avrà  in  con- 
seguenza la  forma  (pag.  221). 

ds*  =  du^  +  U  (v)  e^  f  ([>  (v)  e'  ^j  dtf , 

e  poiché  la  curvatura  geodetica 

1^ l  f(v)  —  ^  (v) 

della  tt  s  0  è  per  ipotesi  costante,  ne  seguirà  per  Telemento  lineare  una 
delle  tre  forme  tipiche  A),  B),  C)  del  §.  102,  ciò  che  dimostra  il  lemma. 

Ciò  premesso,  se  L  è  una  linea  a  curvatura  geodetica  costante  della 
superficie,  le  geodetiche  ad  essa  normali  avranno  per  immagine  un 
sistema  di  circoli,  che,  formando  parte  di  un  doppio  sistema  isotermo, 
sarà  un  fascio  (§.  97);  e  in  conseguenza  tutte  le  traiettorie  ortogonali 
di  questi  circoli,  in  particolare  T  immagine  di  L,  saranno  circoli  del  fa- 
scio ortogonale. 

Viceversa,  se  G  è  un  circolo  del  piano,  insieme  al  cerchio  limite 
(retta  limite)  determina  un  fascio  di  circoli,  i  cui  circoli  ortogonali  sono 
immagini  di  geodetiche  appartenenti  ad  un  sistema  isotermo  ;  le  traiet- 
torie ortogonali  di  queste  geodetiche  sono  quindi  linee  a  curvatura  geo- 
detica costante. 

Le  linee  a  curvatura  geodetica  costante  della  superficie  pseudosfe- 
rica di  raggio  R  si  distinguono,  corrispondentemente  alle  tre  forme  ora 
mentovate  B)  A)  C)  dell'elemento  lineare,  in  tre  specie  ben  distinte.  Per 

la  prima  specie  la  curvatura  geodetica  è  >  .= ,  per  la  seconda  ==  — ,  per 

xt  xC 

la  terza  <C  ^  •  Dalla  immagine  piana  si  distinguono  nel  modo  seguente. 

XV 

Prendiamo  ad  esempio  la  rappresentazione  sul  semipiano  e  sia 

Tequazione  del  circolo  immagine  della  linea  L.  Osservando  che  Telemento 
lineare  (5*)  della  superficie  si  scrive 

d^^^icb^  +  dy")  , 

e  applicando  la  formola  di  Bonnet,  (pag.  183),  per  la  curvatura  geode- 
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tica  della  linea  L,  troviamo 

Ciò  conferma  le  nostre  deduzioni  superiori  e  ci  mostra  inoltre  che 
la  linea  L  apparterrà  alla  1.»,  2/  o  3.»  specie,  secondo  che  il  circolo 
immagine  è  tutto  interno  al  semipiano  positivo,  ovvero  tocca  Tasse  reale, 
0  infine  lo  taglia  ^^K  Le  linee  L  della  prima  specie  sono  effettivi  circoli 
geodetici  col  centro  reale  e  a  distanza  finita.  L'immagine  del  centro 
nel  semìpiano  positivo  è  il  punto  di  questo  semipiano  pel  quale  pas- 
sano tutti  i  circoli  normali  alla  retta  limite  ed  al  cerchio  immagine  di 
L.  Nel  secondo  caso  questo  punto  viene  sulla  retta  limite  e  il  suo  punto 
obiettivo  sulla  superficie  si  allontana  a  distanza  infinita  ;  perciò  le  linee 

a  curvatura  geodetica  costante  z^  si  riguardano  come  circoli  geodetici 

ii 

con  centro  a  distanza  infinita  e  si  dicono  anche  oricidi.  Estenderemo  in 

fine  la  denominazione  di  circoli  geodetici  anche  al  terzo  caso  ;  ma  allora 

i  punti  base  del  fascio  di  circoli  normali  alla  retta  limite  e  al  cerchio 

immagine  sono  immaginarli,  e  però  diremo  che  le  linee  L  a  curvatura 

geodetica  costante  <C.^  sono  circoli  geoddici  a  centro  ideale.  I  circoli  di 

quest'ultima  specie  possono  anche  definirsi  come  le  linee  geodeticamente 
parallele  ad  una  geodetica. 

Osserviamo  da  ultimo  che  nella  seconda  rappresentazione  si  distin- 
gueranno dalla  immagine  le  tre  specie  di  circoli,  secondo  che  il  cerchio 
immagine  è  tutto  interno  al  cerchio  limite,  Io  tocca  internamente,  ov- 
vero lo  taglia. 

§.  178. 
Oeodetiche  parallele  ed  angolo  dì  parallelismo. 

Consideriamo  sopra  la  superficie  pseudosferica  una  geodetica  ^  e  un 
suo  punto  0  fuori  di  ^  e  cerchiamo  come  si  comporta  il  fascio  di  geode- 
tiche uscenti  da  o  rispetto  alla  geodetica  g.  Serviamoci  della  seconda 

(^)  In  quest*  ultimo  caso,  indicando  con  ({»  l'angolo  d' inclinazione  del  circolo 
immagine  sulla  retta  limite,  sarà  evidentemente 

1^      cosj» 
99^     ^  ' 
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rappresentazione  conforme,  eseguendola  in  modo  che  il  punto  o  abbia 
per  immagine  il  centro  0  del  cerchio  T.  La  geodetica  g  sarà  rappre- 
sentata da  un  cerchio  G  ortogonale  a  F  e  il  fascio  di  geodetiche  uscenti 
da  0  dal  fascio  di  rette  di  centro  0.  Siano  A,  B  i  punti  ove  G  incontra  F; 

A 

le  rette  per  0  che  cadono  entro  l'angolo  A  0  B  incontrano  G  in  punti 
reali  e^le  altre  non  la  incontrano.  Sulla  superficie  le  geodetiche  obiettive 
di  0  A,  OB  sono  le  geodetiche  oa,  ob^  che  diconsi  paraUde  alla  g, 
essendo  i  loro  punti  d'incontro  con  g  siV  infinito.  Esse  segnano  il  limite 
fra  le  geodetiche  del  fascio  (o),  che  tagliano  g  in  punti  reali,  e  quelle 
che  non  la  tagliano. 

F 


PIG.  7. 


Se  dal  ponto  o  caliamo  la  geodetica  op  normale  a  g,  essa  avrà  per 

A 

immagine  la  minima  distanza  0  P  di  0  dal  circolo  G;  gli  angoli  A  O  P, 

A  A  A 

BOP  essendo  eguali,  sarà  pure  aop  =  bop. 

A 

Quest'angolo  oL^^^aop  dicesi  angelo  di  paraUdxsmo  del  punto  o  ri- 
spetto alla  geodetica  g;  esso  dipende  soltanto,  come  ora  vedremo,  dalla 
distanza  geodetica  h=^op  del  punto  o  dalla  geodetica  g.  Per  trovare  la 
relazione  fra  a  e  S,  osserviamo  che  indicando  con  C  il  centro  di  G  (sopra 
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OP)  dal  triangolo  rettangolo  OCA  si  ricava 

CA»  +  OA*  =  (CP+  0P)*  =  CA*  +  0P*  +  2CA.6P, 


onde 


TTx       OA*-OP» 


20P 
Ora  si  ha 

0A  =  1    ,    CX  =  tgo 

e  per  le  forinole  (9)  di  rappresentazione 

OP-tgl.(i); 
ne  risulta  per  la  formula  richiesta 
(10)  cot  a=:senh(|j  , 

che  si  può  scrivere  sotto  la  forma  equivalente 

1  ^ 

(10*)  cotJa  =  c'^  . 

Dunque:  Per  ogni  punto  o  di  una  superficie  pseudosferica  passano  due 
geodetiche  parallèle  ad  una  geodetica  fissa  g;  Vangalo  ol  di  paràUdiemo 
e  la  distanza  geodetica  8  dio  da  g  sono  legati  daUa  formda  (10)  o  (10*). 

Quanto  più  piccolo  è  S,  tanto  più  a  converge  verso  - ,  cioè  le  due 

geodetiche  parallele  tendono  a  confondersi  in  una  sola,  se  il  punto  o  si 
awidiia  a  9.  , 

§.  179. 
Triangoli  geodetici  e  trigonometria  paendosferica. 

Prendiamo  ora  un  triangolo  geodetico  oah  della  superficie  ed  effet- 
tuiamo la  seconda  rappresentazione  conforme,  in  modo  che  T  immagine 
del  vertice  0  cada  nel  centro  0  del  cerchio  limite,  n  triangolo  imma- 
gine OAB  sarà  formato  da  due  segmenti  rettilinei  OA,  OB  e  da  un 
arco  dì  circolo  AB  ortogonale  al  cerchio  limite;  se  con  D,  E  indichiamo 
gli  ulteriori  punti  d'incontro  di  OA,  OB  col  cerchio  AB,  il  cui  centro 
sia  C  avremo: 

OA . 0D=1     ,     OB . 0E=1 , 

ang  A  =  A  E  D     ,      ang  B  =  B  D  E  , 


e  quindi 


angA  +  angB  +  angO  =  7c— ACfB  . 
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Pia.  8. 

Conformemente  al  teorema  di  Gauss  (pag.  210),  sì  vede  che  la  somma 
dei  tre  angoli  di  un  triangolo  geodetico  è  minore  di  due  retti;  e  poiché 
l'eccesso  è  eguale  all'area  divisa  per  R*  (ibid,)  e  quest'eccesso  nella  nostra 
figura  è  dato  dall'angolo  asACB,  sarà 

Osserviamo  poi  che  ad  ogni  triangolo  geodetico  può  circoscriversi, 
come  nella  geometrìa  piana  e  sferica,  un  circolo  geodetico;  però  questo 
circolo  nel  caso  attuale  può  essere  un  effettivo  circolo  geodetico  a  centro 
reale,  ovvero  un  oriciclo,  o  infine  avere  il  centro  ideale.  Per  distinguere 
1  tre  casi  dall'immagine  piana,  basta  costruire  il  circolo  AOB  ed  osser- 
vare se  esso  è  tutto  intemo  al  cerchio  limite,  ovvero  lo  tocca  o  lo  taglia. 


(^)  Partendo  da  questa  semplice  forinola,  sarà  facile  al  lettore  dimostrare 
i  seguenti  teoremi: 

1.°  /Se  di  un  triangolo  geodetico  d'area  costante  sopra  una  superficie  pseudo- 
sferica  rimane  fissa  la  base  in  grandezza  e  posizione,  U  luogo  del  vertice  è  un  ctr- 
colo  a  centro  ideale. 

2.0  Fra  i  triangoli  geodetici  con  due  lati  di  lunghezza  assegnata  ha  l'area 
massima  quello,  in  cui  rangole  compreso  fra  i  due  lati  assegnati  è  eguale  alla 
somma  degli  altri  due. 

Su  questo  ultimo  teorema,  comune  alla  geometria  piana  ed  alla  sferica,  può 
fondarsi,  come  è  ben  noto,  tutta  la  teoria  degli  isoperimetri. 
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Come  nella  geometria  sferica,  così  nella  pseudosferica  un  triangolo 
è  determinato  da  tre  suoi  elementi  e  vi  ha  quindi  luogo  di  considerare 
le  relazioni  (in  numero  di  tre  indipendenti),  che  legano  i  tre  lati  e  i 
tre  angoli,  e  cioè  le  formolo  di  trigonometria  pseudosferica.  Indicando 
con  ABC  un  triangolo  geodetico,  designiamo  con  A,B,C  i  tre  angoli, 
con  a,&,c  i  lati  opposti;  tutta  la  trigonometria  pseudosferica  è  racchiusa 
nell'osservazione  seguente: 

Le  formelle  trigonometriche  ddle  superficie  pseudosferiche  di  raggio  R 
si  deducono  da  quale  suUa  sfera  di  raggio  R,  cangiando  in  queste  ultime 
R  in  RV^  • 

Con  ciò  le  funzioni  trigonometriche  dei  lati  si  cangiano  in  funzioni 
iperboliche. 

Per  dimostrare  il  teorema,  basterà  provare  che  sussistono  le  tre 
formolo  fondamentali 

8enh(|)  ^  senh(A)  ^  8enh(^) 
^    ^  sen  A  sen  B  sen  C 

(12)  cos  A  =  sen  B  sen  C  cosh  f^j  —  cos  B  cos  C  , 

le  quali  si  deducono,  nel  modo  indicato,  da  tre  formolo  fondamentali  di 
trigonometria  sferica. 

Rappresentiamo  il  triangolo  CAB  sul  piano  in  modo  che  T immagine 
del  vertice  C  cada  nel  centro  C  del  cerchio  limite  e  prolunghiamo  i  lati 
rettilinei  CA,  CB  del  triangolo  immagine  ad  incontrare  ulteriormente  in 
A',B'  il  circolo  immagine  del  terzo  lato  AB  (fig.  9),  sicché  avremo 

CA  .  CA'  =  1     ,      05.0^  =  1. 


Fio.  9. 
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Se  le  diagonali  AB^  A'B  del  quadrilatero  ABB'A'  s'incontrano  in  M, 
dai  triangoli  simili  AA^M,  BB'M  ricaviamo 


AA'  :  BB'  =  MA'  :  MB'  =  sen  A  :  sen  B  . 
Ora,  secondo  le  formolo  di  rappresentazione,  si  ha 


indi 


GA  =  tgh(A)    ,      GB  =  tgh(^), 


AA'  =  ^^ GA  = 


CA  senh  (^) 


BB'  =  ^^ GB  =  -     ^ 


e  però 


GB  senh  (^j 


sen  A  sen  B 

n  valore  comune  di  questi  rapporti  è  chiaramente  eguale  anche  a 

seno     ' 
e  quindi  sussistono  le  (11). 

Per  dimostrare  la  (12),  osserviamo  che  si  ha 


GB' 

sen  A' AB' 

GA 

sen  A  B'  C 

onde 

GB' 
GB 

coth* 

GB 
CA 

\2RJ 

senA'B'B 
senB'A'A 

sen  A' AB' 

> 

sen 

B'A'A 

sen  A  B'  G 

sen 

A'B'B 

Ora  avendosi 

A+B+G  =  «-2AB'G  ,  -A+B+G  =  ;c-2 A'B'B 
A-B+G  =  j:r-2B'A'A  ,     A+B-G  =  ic-2  A'AB', 
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la  precedente  può  scriversi 

A+B— C        A— B  +  C 

fh«  (Jl\  -^^        2         ^^         2 _  cosA+co8(B-C) 

^^'^  \2Ii  ~       A+B  +  C        -A+B+C  ~  cosA+co8(B+0)  ' 

COS C08 ;r 

ovvero 
COS  A  +  COS  B  COS  C  =>  sen  B  sen  C    cosh"  (  ^^j  +  senh"  f  ^^j     , 

forinola  che  coincide  appunto  colla  (12). 

Al  medesimo  risultato  si  potrebbe  arrivare  direttamente,  applicando 
i  teoremi  sulle  geodetiche  delle  superficie  di  rotazione  airelemento  lineare 


&*  =  (ft**  +  R*senh»(^ì  di^. 


Così  p.  e.  le  (11)  si  deducono  subito  dal  teorema  di  Clairaut  (pag.  208). 

Osservcufione. —  Neil' applicare  le  formolo  di  trigonometria  pseudo- 
sferica,  si  terrà  presente  che  nella  geometria  pseudosferica  possono  pre- 
sentarsi circostanze  ben  diverse  da  quelle  deirordinaria  geometria  sferica, 
come  p.  e.  che  un  vertice,  o  due  vertici  o  infine  tutte  e  tre  i  vertici  del 
triangolo  cadano  all'infinito.  Così  p.  e.,  supposto  il  triangolo  rettangolo 
in  A,  e  applicando  la  formola 


tgh(|)  =  8enh(|)tgB, 


se  si  suppone  che,  rimanendo  fissi  A,  B,  il  vertice  C  si  allontani  all'in- 
finito, risulterà 

limtgh(*)=l 

e  la  formola  precedente  si  convertirà  nella  (10),  che  dà  l'angolo  di 
parallelismo. 

§.  180. 
Oeometria  non  encUdea  e  rappresentasione  di  Beltrami. 

Nei  principali  teoremi  di  geometria  pseudosferica,  sviluppati  nei  para- 
grafi precedenti,  è  visibile  una  stretta  analogia  con  quelli  della  geometria 
piana  e  sferica.  Possiamo  vedere  a  priori  la  ragione  di  queste  analogìe, 
come  delle  differenze  fra  le  tre  geometrie.  Esaminando  infatti  gli  assiomi 
e  i  postulati  fondamentali  della  geometria  piana,  come  sono  posti  nel 

S6 
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primo  libro  di  Euclide,  e  sostituendo  per  le  superficie  pseudosferiche  la 
geodetica  alla  linea  retta,  vediamo  che,  se  si  prescinde  dal  postulato  XII 
sulle  parallele,  tutti  i  rimanenti  sussistono  inalterati  nella  geometria 
pseudosferica.  Cosi  è  in  particolare  del  principio  di  sovrapponibilità  delle 
figure  e  dell'altro  che  uaa  geodetica  è  individuata  da  due  suoi  punti. 
Quei  teoremi  della  geometria  piana,  che  non  dipendono  dal  postulato 
delle  parallele,  valgono  dunque  altresì  per  la  geometria  pseudosferica; 
gli  altri  si  modificano  in  guisa  da  ridursi  agli  antichi,  se  il  raggio  R 
della  superficie  pseudosferica  si  fa  infinitamente  grande. 

Le  considerazioni  precedenti  provano  già  Y  inutilità  dei  tentativi  fatti 
per  dimostrare  il  postulato  delle  parallele.  Se  questo  potesse  dedursi 
logicamente  dagli  altri  principii,  esso  dovrebbe  pure  valere  per  le  su- 
perficie pseudosferiche  nello  spazio  euclideo  o  in  qualunque  altro  spazio. 

Effettivamente  quando  nella  geometria  piana  non  si  ammetta  il  po- 
stulato d'Euclide,  si  è  condotti  ad  una  geometria  cosi  detta  astratta  o 
non^eudidea,  i  cui  fondamenti  furono  posti  da  Bolyai  e  Lobatschewsky, 
e  che  coincide  perfettamente  (ammessa  la  retta  infinita)  colla  geometria 
pseudosferica. 

n  primo  a  stabilire  che  i  teoremi  della  geometrìa  non-euclidea  tro- 
vano un'effettiva  interpretazione  sulle  superficie  pseudosferiche  fu  il 
Beltrami  colla  sua  celebre  memoria:  Saggio  d^ interpretaeione  della  geo- 
metria non-eudidea,  A  base  di  queste  ricerche  di  Beltrami,  sta  una 
rappresentazione  delle  superficie  pseudosferiche  sul  piano,  la  quale  ha 
colle  rappresentazioni  sopra  studiate  la  medesima  relazione,  che  la  proie- 
zione centrale  della  sfera  colla  proiezione  stereografica  polare. 

Noi  deduciamo  la  rappresentazione  di  Beltrami  da  quella  al  §.  177 
nel  modo  seguente,  indicato  da  Klein.  Immaginiamo  una  sfera  tangente 
al  piano  della  figura  rappresentativa  nel  centro  del  cerchio  limite  e  di 
diametro  eguale  al  raggio  del  cerchio  limite.  Proiettando  il  piano  ste- 
reograficamente sulla  sfera  dal  polo  opposto,  il  circolo  limite  verrà  proiet- 
tato sull'equatore  della  sfera,  i  punti  intemi  sull'emisfero  superiore  e 
i  circoli  ortogonali  al  cerchio  limite  (immagini  delle  geodetiche  delle 
superficie)  si  convertiranno  nei  circoli,  il  cui  piano  è  ortogonale  al  piano 
dell'equatore.  ProiettiamD  ora  i  punti  dell'emisfero  inferiore  ùrtogcnal' 
mente  sul  piano  dell'equatore;  otterremo  una  nuova  rappresentazione 
piana  della  superficie  pseudosferica,  in  cui  la  regione  reale  verrà  tutta 
rappresentata  entro  il  circolo  equatoriale  e  le  geodetiche  avranno  per 
immagini  le  corde  di  questo  cerchio  limite.  È  questa  la  rappreseniajsione 
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di  Bdtrami.  Essa  non  conserva  gli  angoli  eccetto  quelli  intorno  al  centro 
della  figara. 

Le  forinole  relative  alla  rappresentazione  di  Beltrami  possono  subito 
ottenersi,  esprimendo  analiticamente  V  indicata  costruzione  di  Klein.  Sia  a 
il  raggio  della  sfera,  quindi  2  a  quello  del  cerchio  limite;  per  le  formolo 
di  rappresentazione  del  §.  177,  avremo 


p  =  2atgh(2^),    e  = 


Ora  diciamo  x,  y  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  sul  piano  equa- 
toriale del  punto  corrispondente  nella  rappresentazione  di  Beltrami  e 
Pi,  61  le  coordinate  polari;  avremo 


(13)  a;  =  a  tgh  f^j  cos  v  .    y  =  a  tgh  l:=-j  sen  v  . 


indi 


Se  prendiamo  per  linee  coordinate  sulla  superficie  le  linee  (geodetiche) 
^scostante,  y  =  costante,  per  Telemento  lineare  della  superficie 

&«  =  du*  +  R«  senh*  (~)  (fe» 
troveremo  dalle  (13): 

(14)  d^-n  ia'-a^-tn' ' 

che  è  la  formola  fondamentale  di  Beltrami.  Per  quanto  sopra  abbiamo 
detto,  è  chiaro  che  in  queste  coordinate  x,  y  Tequazione  di  ogni  geode- 
tica sarà  lineare  e  viceversa. 

§.  181. 
Le  geodetiche  rappresentate  da  equazioni  lineari. 

La  formola  (14)  per  l'elemento  lineare  delle  superficie  pseudosferiche 
era  stata  ritrovata  dal  Beltrami  in  una  memoria  anteriore  ^^),  ove  è  pro- 
posto e  risoluto  il  problema  di  cercare  le  superficie  rappresentabili  geo- 
deticamente sul  piano,  cioè  in  modo  che  le  geodetiche  della  superficie 


(i)  AnnaU  di  matemcdica,  t.  VII,  pag,  185  (1866). 
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siano  rappresentate  da  rette  sul  piano.  Egli  trovò  ohe  le  uniche  super- 
ficie suscettibili  di  una  tale  rappresentazione  geodetica  sono  quelle  a 
curvatura  costante.  Noi  vogliamo  qui  rapidamente  stabilire  questo  im- 
portante risultato. 

Scelto  sul  piano  rappresentativo  un  sistema  cartesiano  {u,  v),  sìa 

il  corrispondente  elemento  lineare  della  superficie.  Per  ipotesi  è 

V  =  a  u  +  b  , 
con  a,b  costanti  arbitrarie,  l'integrale  generale  delle  geodetiche;  ma  la 


loro  equazione  differenziale,  scritta  sotto  la  forma  (10*)  §.  87,  pag.  188  è  : 

-^=riV+H\i-i"i]^+ii"ì-^ 

onde  risulteranno  per  E,  F,  O  le  condizioni 


•'-'V 


IVI-    ■  i?!=». 

Prendiamo  ora  le  quattro  formolo  (IV)  §.  37  (pag.  77)  per  la  cur- 
vatura E,  che  nel  caso  nostro  diventano 

Se  deriviamo  la  prima  rapporto  a  v,  la  seconda  rapporto  a  u  e  sot* 
tragghiamo,  osservando  T  identità 

3E       aF_(12)  (12) 

3J^  "  3S  -  1  1  r  ~  i  2  I  ^ 

e  le  precedenti,  troviamo 

Similmente  operando  sulle  seconde  (15),  risulta 

dv  cu 


Digitized  by 


Google 


EQUAZIONE  DI  RIGGATI  PER  LE   QBODETIGHE  405 

e  da  questa,  associata  alla  precedente,  segue 

du       ^  '      dv       "• 

cioè  E  3  costante  come  si  era  asserito.   , 

Dimostrato  così  il  teorema,  basterà  osservare  che,  se  si  tratta  di 
una  superficie  a  curvatura  costante  positiva,  cioè  della  sfera,  la  rappre- 
sentazione domandata  si  otterrà  combinando  la  proiezione  centrale  con 
una  omografia  del  piano  rappresentativo  e  analogamente,  per  la  super- 
ficie pseudosferica,  basterà  far  seguire  da  un'omografia  la  rappresenta- 
zione del  §.  180. 

§.  182. 
L'equazione  di  Riccati  per  la  ricerca  deUe  geodetiche. 

Nel  capitolo  VII,  (§.  101)  abbiamo  già  enunciato  il  teorema:  L'inie- 
graeione  deUa  eqtumone  ddle  geodetiche  per  una  superficie  data  a  curvch 
tura  costante  dipende  da  un' equazione  differenmde  dd  primo  ordine  dd 
tipo  di  Bkcati.  Ci  limiteremo  qui  a  dimostrarlo  per  le  superficie  pseudo- 
sferiche, nel  caso  della  sfera  risultando  già  la  proprietà  da  quanto  si  è 
detto  in  generale  al  cap.  IV,  §.  58  sulla  determinazione  di  una  super- 
ficie, di  cui  siano  assegnate  le  due  forme  quadratiche  fondamentali. 

Sia  dunque 

Telemento  lineare  di  una  data  superficie  pseudosferica  S,  il  cui  raggio  R 
faremo  per  semplicità  =1.  Per  risolvere  il  problema  della  ricerca  delle 
geodetiche,  basterà  conoscere  sulla  superficie  un  sistema  di  oricidi  pa- 
ralleli e  il  sistema  delle  geodetiche  normali,  che  escono  da  un  punto 
comune  air  infinito  della  superficie,  poiché,  appena  noto  un  tale  sistema, 
potremo  fare  la  rappresentazione  conforme  del  §.172  e  saranno  note 
tutte  le  geodetiche. 

Ora  indichiamo  con  6  V  angolo,  che  le  geodetiche  del  sistema  paral- 
lelo supposto  fanno  colle  linee  t;  :=  costante,  definendolo  secondo  le  for- 
molo fondamentali  pag.  90  colla  formola 

VeG— F*(fo 


tge  = 


Edw+Fcto 


ove  dUy  dv  sono  gli  incrementi  che  subiscono  le  coordinate  curvilinee  u\  v 
spostandosi  lungo  una  delle  geodetiche  parallele.  Se  la  funzione  6  {u,v) 
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è  nota,  si  avrà  Tequazione  in  termini  finiti  di  queste  geodetiche,  effet- 
tuando r  integrazione  deirequazione  differenziale 

(a)  E  sen  9  du  f  (F  sen  9  —  \/ÈG^'F*  cos  9)  dv  =  0  , 

che  pel  teorema  di  Lie  (§.  47,  6.  Ili)  si  otterrà  con  quadrature.  E  simil- 
mente con  quadrature  si  integrerà  Tequazione  differenziale  degli  oricicli 
ortogonali  : 


(J)  E  cos  e  (Zw  +  (F  cos  e  +  v/EG-F*  sen  Q)dv  =  0  . 

Esprìmiamo  ora,  mediante  la  formola  di  Bonnet  (4'*')  §.  85  pag.  183 
che  la  curvatura  geodetica  delle  linee  (a)  è  nulla  e  quella  delle  (ò)  è 
eguale  a  1;  troveremo  le  due  equazioni 

l  (I-COBB+  ^^^-^8en9\  -  |- (VE  cos  6)  =  0 
3»\VÈ  VE  dv^ 


9  /Ve  6 F*  F  \        3 

^(~VÌ~'"'^~  vi''"  7  +  |;(VE8ene)  =  VEG::p. 

Eseguendo  le  derivazioni  e  risolvendo  rapporto  <t  ^  >  ^  >  coU'  ^' 

trodurre  i  simboli  di  Christoffel  e  l'angolo  w  delle  linee  coordinate,  de- 
finito dalle  formole  

F                           VEG-P 
cos  w  =  — — ^    ,      sen  m  = :^::::: —  , 

Veg  Veg 

troviamo  per  la  funzione  incognita  6  (w,  v)  le  due  equazioni 

/  38  ,/=;         t,        (11|  V'À 

ig^=-VEsenO_|2J- 

(0 

f  ae        ,/ri      /o      N     VA  (12) 

^3^=-  VGsen(e_<o)-^J2|. 
ovvero  la  equazione  a  differenziali  totali 


(15*)  (»+ 


^È'-9  +  l"!# 


rf«  + 


v/Gsen(e-a>)f^j!f 


(fo  =  0, 


che,  prendendo  per  incognita  tg  —  6,  si  riduce  subito  alla  forma  di  Rie- 

cati.  Siccome  esiste  una  semplice  infinità  di  geodetiche  parallele  e  quindi 
la  equazione  precedente  ammette  un  integrale  0  con  una  costante  arbi- 
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trarla,  così  è  visibile  a  priori  che  la  condizione  d' integrabilità  per  la 
(15*)  risulterà  identicamente  soddisfatta. 

Ciò  si  potrà  constatare  facilmente,  tenendo  conto  dell'ipotesi  K=  - 1, 
e  utilizzando  la  formola  (V)  pag.  77  per  la  curvatura. 

§.  183. 
Le  ooordinate  di  Weierstrass  nel  plano  non-eaolideo. 

La  geometria  della  moltiplicità  pseudosferica  a  due  dimensioni  coin- 
cide, come  si  è  visto  al  §.  180,  con  quella  del  piano  non-euclideo,  alla 
geodetica  della  moltiplicità  corrispondendo  la  retta  del  piano  non  euclideo. 
In  molte  ricerche  di  geometria  non-euclidea  riesce  utile  Tuso  di  un  par- 
ticolare sistema  di  coordinate  che  si  dicono  coordinate  di  Weierstrass  (^) 
e  delle  quali  ora  andiamo  a  trattare.  Esse  si  deducono  semplicemente 
dalle  coordinate  cartesiane  ortogonali  x,y  della  rappresentazione  geo- 
detica di  Beltrami  (§.  180),  sostituendovi  coordinate  omogenee  col  porre 

Xi  x% 

Per  semplicità  poniamo  B  =  1 ,  cioè  assumiamo  come  unità  lineare 
U  raggio  della  moltiplicità  pseudosferica,  e  prendiamo  ancora  =  1  il 
raggio  del  cerchio  limite  nella  rappresentazione  di  Beltrami.  Il  punto 
{x,  y),  che  ci  rappresenta  un  punto  reale  della  moltiplicità,  essendo  in- 
temo al  cerchio  limite,  sarà 

^  +  »*<1  , 
indi 

e  noi  fissiamo  il  fattore  di  proporzionalità,  che  è  ancora  arbitrario  in 
Xa,  Xiy  Xt,  col  porre 

(17)  4  — ai  — a^==l  . 
Dopo  di  ciò  le  (13)  §.  180  ci  danno  le  formolo 

(18)  Xo  =  cosh  w    ,    ^Ti  =  senh  u  cos  t?    ,    aj,  =  senh  m  sen  t;  , 

che  esprimono  le  coordinate  {x^  Xi  x^  di  Weierstrass  di  un  punto  del 
piano  non-euclideo  per  le  coordinate  geodetiche  (u,  v)  corrispondenti  alla 


(^)  Weierstrass  si  è  servito  di  queste  coordinate  soltanto  in  lezioni  orali  (Cf. 
KilUng-Nicht-enklidische  Eaumformen  Art.  12). 
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forma  ellittica 

ds*  =  dw*  +  senh'  u  drf 

dell'elemento  lineare  t^). 

Osserviamo  in  primo  luogo  la  formola  che  dà  la  distanza  geodetica  o 
fra  due  punti  V^{Xq,Xi,xìj  ,  ^^(0^0,^11  ^ù* 

Ponendo,  secondo  le  (18) 

aJ'o==co8h«/  ,  a/i=5senh«/  cost/   ,  rz^t  =s  senh  </ sen  t/ 
si  ha,  per  le  formolo  di  trigonometria  pseudosferica: 

cosh  0  =  cosh  u  cosh  u'  —  senh  u  senh  1/  cos  (v  — tO  : 
quindi  la  formola  domandata  si  scrive 

(19)  coBha=^x^ùifo  —  Xiaifi  —  Xtaft  • 

Una  linea  geodetica  della  superficie  pseudosferica  è  rappresentata  in 
coordinate  di  Weierstrass  da  un'equazione  lineare  ed  omogenea  (§.  181), 
che  scriviamo 

(20)  -€o«o  +  Sia?i  +  5,a^=-0  . 

Questa  retta  rappresentativa  nel  piano,  per  corrispondere  ad  una 
geodetica  reale  della  superficie,  deve  essere  una  corda  del  cerchio  limite 
e  quindi  si  deve  avere: 

Fissiamo  il  fattore  di  proporzionalità  delle  coordinate  omogenee  di 
retta  So>  £i>  St  in  guisa  che  sia 

(20*)  SJ  +  £ì-g=i  , 

e  chiamiamo  £0  Si  Ss  ^  coardinaie  di  Weierstrass  detta  retta,  0  della  geo- 
detica; esse  sono  altresì  le  coordinate  del  polo  della  retta  (20)  rispetto 
al  cerchio  limite.  . 

Consideriamo  ora  due  elementi  lineari  ds,  Ss  spiccati  dal  punto  (ti,  v) 
ai  punti  (u  +  duy  v  +  dv),  (m  +  8ti ,  t;  -f  8t;)  e  9  indichi  Tangolo  com- 
preso fra  ds  e  Ss\  abbiamo 

du  Su  +  senh*  u  dv  Sv 


coso  =. 


dsSs 


i^)  Si  osserverà  che  le  coordinate  di  Weierstrass  sono  in  sostanza  pel  piano 
non-euclideo  le  analoghe  delle  coordinate  (X,  Y,  Z)  sopra  la  sfera  di  raggio  1  : 
X>  4-  Y'  +  Z'  =»  1 ,  cioè  sulla  moltiplicità  a  due  dimensioni  di  curvatura  costante 
positiva  K  =  +  l- 
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Ma  dalle  (18)  8i  trae  sabito 

d^  =  c^  +  dxi  —  d4    ,     S5*  =  8a;ì  +  8rci  — SrcJ 
—  cìKo  8a?o  -f  d^i  Sxi  +  dXtSXf  =  du  Su  +  senh*  u  dvSv 
e  per  ciò 

COB  w  —  ————————     -  , 

ds  Ò8 


(sr+(f)"-(s)'= 


Supponiamo  che  Telemento  lineare  Ss  sia  salla  retta  (&  Ci  ^  e  Tele- 
mento  d$  sia  normale  a  questo  nel  punto  (xo,  Xi^  x^;  avremo 

l  iiSxi  +  USxt'-^Sxo=0 


come  anche 

e  quindi 
onde  si  trae 


dxi  8a?i  -f  doSiSxt  —  dxo 8a;o  =  0 
Xi  dxi  +  X2  dxt—XQ  dxQ^=0 

dxo  :  dxi  :  dxt  =  io  '-^ii  '  U  y 

fi  L  ^     fi  _  *^i     e  _  *^ 

Vediamo  adunque  che  :  le  coordinaùe  di  Weierstrass  di  una  retta  com- 
cidono  colle  derivate,  nel  senso  normale  aUa  retta,  deUe  coordinate  di  un 
suo  punto. 

Risulta  altresì  dalle  formolo  precedenti  che  se  (^  ii  £2) ,  (S'o  i\  i\)  sono 
le  coordinate  di  due  rette  aventi  il  loro  punto  comune  (01^  Xi  Xt)  intemo 
al  cerchio  limite,  pel  loro  angolo  0  nella  metrica  non-euclidea  si  ha  la 
formola 

(21)  cose==Sie'i  +  €2e',-€oS'o . 

In  particolare  le  due  rette  saranno  ortogonali  nel  senso  non-eucli- 
deo se  si  ha 

se  cioè  le  due  rette  sono  coniugate  rispetto  al  cerchio  limite. 

È  da  osservarsi  che  Tespressione  del  secondo  membro  nella  (21)  rie- 
sce in  valore  assoluto  <C  1  >  e  quindi  6  reale,  solo  quando  il  punto  d'in- 
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contro  delle  due  rette  è  interno  al  cerchio  limite;  se  invece 

|SiS'i-fa.6\~€oe'oi>i 

il  punto  d'incontro  delle  due  rette  è  estemo  al  cerchio  limite  e  la  (21) 
dà  per  6  un  valore  (puramente)  immaginario.  Nel  caso  intermedio 

eiS'i  +  £.è',-So£'o  =  ±l 

le  due  rette  sono  parallele  nel  senso  non*euclideo  (si  tagliano  sol  circolo 
limite). 

Abbiasi  ora  un  punto  {xo  Xi  Xt)  ed  una  retta  (£o  ii  ii)  passante  per  esso, 

sicché 

èia?i  +  et:r,  — SoaJo  =  0  . 

Sulla  normale  alla  retta  (;)  nel  punto  (x)  si  stacchi  un  segmento  di 
lunghezza  non-euclidea  =>  a  ;  si  domandino  le  coordinate  Xq  y  Xi,  Xt  del- 
Testremo.  Poiché  la  normale  considerata  passa  pel  polo  Soi  Si>  £t  della 
retta  considerata,  avremo 

Xo  =  XXo  +  ^^   ,   iri=»Xa?i  +  ttSi   ,   x^^Xx^  +  ^i^ 
e  X,  {I.  si  determinano,  osservando  che  per  la  (19) 
XqXo  —  a?!  a?i  —  ic,  a;,  =»  X  =  cosh  o 
e  poiché  inoltre 

^  —  ^  —  ^  =  X»  —  (t*  =^1 

sarà  (t  =  ±  senh  o.  Le  forinole  richieste  sono  adunque  le  seguenti: 

(22)  iKo  =  a;b  cosh  o±  So  senh  0   ,    a?i  =  a?i  cosh  a  ±  {j  senh  a  , 

re,  =  a:^  cosh  o  ±  Si  senh  o . 

Di  qui  possiamo  dedurre  la  formola  che  dà  la  distanza  non-euclidea  S 
di  un  punto  iXo,Xi,Xt)  da  una  retta  (So,  Si,  Ss);  troviamo  subito 

(23)  senh  8  =  Si  a?i  +  S«  r»,  —  So  ^Ko  . 

§.  184. 

Le  equaaoni  a  derivate  parziali  di  Weingarten 
per  le  coordinate  di  Weierstaraas. 

Per  stabilire  sopra  una  superficie  pseudosferica  un  sistema  di  coor- 
dinate di  Weierstrass,  occorre  conoscere  le  linee  geodetiche  della  super- 
ficie. Quando  sia  data  soltanto  una  forma  differenziale  quadratica: 

E du^  +  2F du dv  -t  G dff 
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di  curvatura  costante  E  negativa  che  assumiamo  nuovamente  =  —  1 
che  definisce  il  d^  della  superficie  pseudosferica,  o  del  piano  non-eu- 
clideo, dovremo  integrare  un'equazione  di  Riccati  (§.  182)  per  trovare 
un  corrispondente  sistema  di  coordinate  di  Weierstrass  x^.Xi,  x^y  che 
saranno  tre  funzioni  di  u,v  tali  da  soddisfare  le  equazioni  simultanee 

(  a^  —  rcf  —  ai=  1 

(24) 

Importa  ora  osservare  che  le  tre  funzioni  x(u,v)  sono  integrali  di 
un  notevole  sistema  simultaneo  di  equazioni  alle  derivate  parziali  del 
secondo  ordine,  affatto  analogo  al  sistema  delle  equazioni  (4)  pag.  152  per 
le  coordinate  X,  Y,  Z  di  un  punto  della  sfera  di  raggio  1,  definita  sol- 
tanto dalla  sua  prima  forma  fondamentale.  Per  formare  T  indicato  si- 
stema di  equazioni,  che  venne  stabilito  la  prima  volta  da  Weingarten 
nel  t.®  94  del  Qiomale  di  Grdle  (^),  possiamo  procedere  direttamente 
sulle  equazioni  (24)  od  anche  semplicemente  osservare  che,  se  si  pone 

rCo  =  X   ,   ari  =  iY   ,   a?t  =  iZ, 
le  (24)  diventano 

X*  +  Y«+Z«=l 

dX'  +  dY«  +  dZ«  =  —  (E  dw«+  2  Feitédt;  +  Gdt;^ 

e  siccome  la  forma 

—  (E  du^  f  2  F  dwdt;  +  G  dt^) 

ha  evidentemente  la  curvatura  E=  -h  1  >  siamo  analiticamente  ricondotti 
alle   citate  equazioni  (4)  §.  72.  Ne  concludiamo: 

Data  una  forma  differeneidle  quadratica  E  du*  -|  2  F  dw  dt;  +  G  df^ 
di  curvatura  K  =  —  1 ,  appartenente  quindi  come  quadrato  ddV demento 
lineare  al  piano  non-euclideo,  le  coordinate  di  Weierstrass  a?o,  ^i,  a^j  di 
un  punto  del  piano  sono  sóhmoni  dei  sistema  simultaneo  di  equazioni: 

^    _  |ll|aa;  ,   (ll)aa; 
du'    " 


i|a;.  +  |2Ì3-.  +  ^^ 


(A)  i^._Hè+ra|?  +  F. 


dudv      {l)du 

S*x         (22)  a»  ,   (22)  3a;  ,    _ 


(1)   Ueber  die  BHgenscTiaften  des  Linienélementes  der  FWchen  von  oonstantem 
KrUmmungsmass. 
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A  causa  di  K  =  —  1  è  questo  un  sistema  illimitatamente  integra- 
bile (Cf.  §.  seguente),  come  si  rileva  anche  subito  dall'ossenrare  la  na- 
tura invariantiva  del  sistema  (À),  che  ridotto  il  ds?  alla  forma  tìpica 

d^  =  di^  +  ^dxf 

ha  le  tre  soluzioni  linearmente  indipendenti 

e*  ,  ve^  ,  ffe"*  +  e"*  . 

Suppongasi  ora  in  particolare  che  il  dato  d^  del  piano  non-euclideo 
abbia  forma  ortogonale,  cioè  sia  F  =  0,  e  si  indichino  con  o;^,  rCi,  a^ 
le  coordinate  di  Weierstrass  di  un  punto  e  con 

So  ,  5i  ,  £. 

rispettivamente  le  coordinate  delle  rette  tangenti  alle  linee  coordinate 
(ortogonali)  u,v;  avremo  (§.  183)  : 

/, i^a^    c—Jl.?^    e  _  1  ag, 

(25) 

/      — _L??^         — _L??L         _   1    3^1 

e  le  fonnole  (A),  sostitaendo  ai  simboli  di  Christoffel  i  loro  effettivi  va- 
lori (pag.  92),  danno  luogo  al  sistema  lineare  seguente  : 

(A*)  I  _ 

P^t        ,^       di  1    3VG  3t)  1    dyjG.       /-^^ 


3t; 
del  quale  sono  soluzioni  le  tre  terne 

(«0  ,  fio  ,  TQo)     ,     (^1  ,  £i  ,  TQi)     »     (^  ,  2i  ,  T?)  • 

Si  potrebbe  del  resto  stabilire  un  sistema  del  tutto  simile  al  sistema 
(A*)  anche  nel  caso  generale  di  F+O,  procedendo  come  al  §.  148  per 
l'elemento  lineare  sferico. 

A  tale  oggetto  basterebbe  assumere  come  nuove  incognite  (So  i\  €s) , 
(y^  '^i  "y)»)  le  coordinate  delle  rette  bisettrici  delle  linee  coordinate  (u,  v). 
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Capitolo  XIII. 


Geometria  degli  spaii  a  corratora  costante 


Forme  tdpiohe  del  d«*  per  gli  spast  di  onrvatora  costante.  —  Rappresentaiione  oonforme 
dello  spazio  pseudosferioo  sul  semispasio  euclideo.  —  Immagini  delle  linee  geodetiche 
e  delle  varietà  geodetiche.  —  Movimenti  dello  spaaio  iperbolico  a  tre  dimensioni  e  for- 
molo di  Poincaré.  —  Rappresentasione  geodetica  di  Beltrami.  —  Metrica  del  Cayley  e 
coordinate  di  Weierstrass.  —  Equazioni  a  derivate  parziali  di  Weingarten  per  le  coor- 
dinate di  Weierstrass.  —  GU  scorrimenti  in  geometria  ellittica  ed  il  parallelismo  nel 
senso  di  Clifford.  —  I  parametri  di  scorrimento  e  Pangolo  di  parallelismo.  —  Le  rigate 
a  curvatura  nulla  e  la  superficie  di  Clifford.  —  Le  formolo  di  Frenet  in  geometria  el- 
littica ed  iperbolica.  —  Applicazione  alle  curve  di  torsione  costante. 

§.  185. 
Eqnaaoni  simaltanee  di  Weingarten. 

Dopo  avere  studiata  la  geometrìa  delle  superficie  a  curvatura  costante, 
di  proponiamo  nel  presente  Capitolo  di  estendere  questi  studi  agli  spazi 
di  curvatura  costante  di  quante  si  vogliano  dimensioni.  E  in  primo  luogo 
dimostreremo  in  un  nuovo  modo  il  teorema,  già  stabilito  al  §.  160,  (pag. 
346)  che  due  spazi  a  n  dimensioni  di  egual  curvatura  Biemanniana  costante 

n(H-l) 

E  sono  sempre  applicabili  Fune  sull'altro,  in  co  >      modi  diversi. 

Questo  nuovo  modo  ha  il  vantaggio  di  far  conoscere  nello  stesso 
tempo  particolari  forme  tipiche  importanti  per  l'elemento  lineare  di  un 
tale  spazio. 

Ricordiamo  che,  al  §.  159,  abbiamo  espresse  le  condizioni  affinchè  lo 
spazio  Sft,  definito  da 

(1)  cb«  =  'j^"a,,(fe,  (to,  . 

abbia  la  curvatura  Riemanniana  costante  E  colle  formole: 

(2)  (r*  ,  iA)a  =  E  {ari  a^*  —  a^^  a^i)  . 

Ora  osserviamo  che  se,  in  luogo  dei  simboli  a  quattro  mdici  di  prima 
specie,  introduciamo  quelli  di  seconda  specie  (§•  34),  possiamo  scrivere 
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le  (2)  sotto  la  forma  equivalente: 

ri  ,  ìA    =0     per  ifc4=i» A 


(2*) 


Ciò  premesso,  partiamo  dall'osservazione  seguente  di  Weingarten 
(l.'c.)i  che  generalizza  al  caso  di  n  variabili  le  proprietà  del  sistema  (A) 
del  §.  precedente.  Indichi  U  una  funzione  incognita  delle  n  variabili  e 

si  consideri  il  sistema  delle  -^r — -  equazioni  simultanee 

(i  ,  ft  =  1 ,  2 ,  .  .  .  ni  , 

che  dà  tutte  le  derivate  seconde  della  U  espresse  linearmente  per  U  e 
le  derivate  prime.  Il  sistema  (A),  essendo  soddisfatte  le  (2*)  con  K  co- 
stante, risulta  illimitatamente  integrabile,  come  subito  si  verifica.  Ne 
segue  che  possiamo  trovare  una  soluzione  U  della  (A),  assegnando  ad 
arbitrio  in  un  punto  di  S^  i  valori  (iniziali)  di  U  e  delle  sue  n  prime 
derivate. 

Osserviamo  di  più  che  se  U,  V  indicano  due  soluzioni,  distinte  o  coin- 
cidenti, del  sistema  (A),  sussiste  la  relazione 

(3)  V(U,V)  +  KUV  =  costante. 

E  infatti  se  poniamo 

Q  =  V(U,V)  +  KUV  =  ;^A,,g^  +  KUV 

e  deriviamo  rispetto  ad  una  qualunque  x,  sia  Xi,  osservando  che  U,  V 
sono  soluzioni  delle  (A)  e  d'altronde  si  ha  per  le  formole  (a*)  pag.  349: 

si  trova  subito: 

aQ       ^ 

Dalle  (3)  segue  in  particolare,  facendo  y  =  n 
(8*)  A,U  +  KU»  =  costante. 
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Questa  ci  dimostra  (§.  156)  che:  ^^  U  è  una  sciueione  ddle  (A)  le  ipersu- 
perficie U  ==  costante  sono  geodeticamente  paraUde.  Dimostreremo  ora  di 
più  che  queste  ipersuperficie  U  =  costante  sono  esse  stesse  spazi  ad  n  -  1 
dimensioni  di  curvatura  Biemanniana  costante,  onde  seguirà  facilmente 
la  nuova  dimostrazione  del  teorema  fondamentale. 

§.  186. 
Forme  tipiche  del  ^'  per  gli  spaz!  di  cnryatura  costante. 

Per  dimostrare  T  ultima  asserzione,  presa  una  soluzione  U  del  si- 
stema (A)  di  Weingarten,  assumiamo  le  ipersuperficie  U  »  costante,  che 
sono  geodeticamente  parallele,  a  ipersuperficie  coordinate  a;^- costante 
e  precisamente  prendiamo  per  parametro  Xn  Tarco  delle  geodetiche  orto- 
gonali contato  a  partire  da  una  di  queste  ipersuperficie  fisse.  L'elemento 
lineare  assumerà  la  forma  geodetica 

e  sarà  U  funzione  della  sola  x^.  Avendosi  qui 

Bnr  =  0    per  r  4=  » 

Bnn=  1> 

sarà 


ih     \ih 

n  t       [n 

_       1  dbtK 
»           2  dxn 

Le  (A)  diventano  quindi 

(4)                                         V" KU 

(**)                        ^^  =  -2K^6.  =  26.; 

doTe  si  è  posto  per  brevità 

'^  =-(&«'  ^  -dai' 

La  (3*)  diventa 

5! 
u' 


(5)  U'*  +  KU*  =  C    (C  costante) 
e  le  (4*)  integrate  danno 

(6)  6«»  =  U'» .  c<»  , 
essendo  le  c<k  fwmoni  soltanto  di  Xi,  x^,  ... a;»_, 
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D'altra  parte,  se  indichiamo  con  Q,»  (i ,  t  =  1 ,  2 , . . .  n  —  1)  i  coef- 
ficienti della  seconda  forma  fondamentale  per  riperanperfide  x^,  ab- 
biamo (§.  165). 

C«  =  — ^ 


_     1  a6«» 

'** 2"2te»   ' 


ossia  p»  le  (4),  (4*) 

U 
U' 


(7)  a,»  =  K^,6,* 


Se  sostitoiamo  questi  valori  nelle  formolo  di  Gauss  (H*)  §.  164 
(pag.  362). 

Q„p  2>^  —  Q^  fipj  =  («8 ,  Pt),  -  K  (&,p  Jjj  -  6^  6p,) , 

troviamo 

(«8  ,  Pt)*=(k*^  +  k)(6,p68^-J^6Pj)  , 

cioè  per  la  (5): 

KC 

(a8  ,  Pt)»  =  ^j7f  (6ap  ^8^  —  ^oT 

ossia 

K  C 

(8)  (a8  ,  Pt)6  =  cZTkÌ?  ^«P  ^^  ~  *«T 

Di  qui  segue  appunto:  Le  ipersuperficie  TJ^ costante  sano  spctH  di 

KC 
n  - 1  dimensioni  a  curvahira  di  Biemann  costante  =  ^ — ==-  . 

\j — KUf 

a)  Ciò  premesso,  supponiamo  dapprima  K  »  0  (per  trattare  di  nuovo 

questo  caso  già  risoluto  al  §.  36)  ;  avremo 

U'»  =  C 
e  si  potrà  fare  U"  =  1 ,  da  cui 


ds^  =  dai+    y    bij,  dXi  dXj,  y 

l...n-l 

le  bi^  essendo  indipendenti  da  x^  e  la  forma   y.  bi^  dxt  dx^  essendo 
a  curvatura  nulla.  Nel  caso  ns2  ne  segue 

d^  =  dai^bnd^i 
con  bii  funzione  solo  di  :ri  e  cangiando  il  parametro  Xi  si  può  fare  b^  =  1 

(fo'  =  (fa:ì  +  ^. 
Se  ammettiamo  ora  dimostrato  che  un  ds^  a  curvatura  nulla  con  n—  1  ya- 
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rìabili  possa  ridursi  alla  somma  dei  quadrati  dei  differenziali 

(icj  -f-  (fai  +  . . .  +  dxl.^  , 
la  stessa  cosa  ne  segue  per  un  <^'  a  n  variabili  e  di  curvatura  nulla, 
ed  il  teorema  è  quindi  stabilito  in  generale. 

b)  Supponiamo  ora  che  la  curvatura  costante  E  sia  negativa 

essendo  adunque  B  il  raggio  dello  spazio  pseudosferico.  Disponendo  dei 
valori  iniziali  della  soluzione  U  del  sistema  (A)  e  delle  derivate,  pos- 
siamo rendere  nulla  la  costante  G  del  secondo  membro  della  (3*),  ossia 
della  (5).  Allora  ne  segue 

e  si  ha  quindi 

dove  la  forma  2  ^»k  ^^<  dir* ,  pel  teorema  dedotto  dalla  formola  (8),  sarà 

a  curvatura  nulla  e  quindi  riducibile  alla  forma 

dìlì  +  dyi  +  ...  +  dyl.,  . 
Avremo  dunque 

e  ponendo 

ritroviamo  la  forma  tipica  (E)  §.  159  (pag.  345) 
(I)  ^ ^B}{dyì%  dyi  +  . . .  +  dyl) 

per  l'elemento  lineare  dello  spazio  pseudosferico. 

Se  la  costante  C  del  secondo  membro  nella  (3*)  o  (5)  non  è  nulla, 
dovremo  distinguere  secondo  che  C  è  negativa  o  positiva;  nel  primo  caso 
potremo  porre,  senza  alterare  la  generalità 


U  =  R  cosh 


i- 


IT 
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e  nel  secondo 

U  =  R8enhfe\. 

II  ds^  prenderà  per  la  (6)  la  forma 

(E)  d^  =  cbi  +  Bentf  (^  '"^Ìj,.  efc,  dx^  , 

0  r  altra 

an)  d^  =  €bi  +  cosh»  (I)  ''^c,.  dx,  dx^  , 

essendo  le  Ctj,  indipendenti  da  a;^ ,  e  la  (8)  d  dimostra  subito  che  la 
forma  a  n  - 1  variabili 

l...n— 1 

avrà  la  curvatura  Biemanniana  costante  e  precisamente  =  -|-  ^  nel 

primo  caso,  -^  nel  secondo.  Le  forme  (II),  (III)  del  (fe*  corrispondono 

alla  forma  ellittica  ed  iperbolica  del  ds^  di  una  superficie  pseudosferica, 
mentre  la  (I)  appartiene  al  tipo  parabolico  (Cf.  §.  102). 
e)  Supponiamo  in  fine  che  sia  K  positiva 

K=+i-.. 

Allora  la  costante  C  nella  (5)  è  necessariamente  positiva  e  facendo 
(ciò  che  non  altera  la  generalità): 

U  =  Rcos^  ,  indi  U'  =  — sen^  ,  C  =  l  , 

avremo 

i...f^-i 


«fo»  =  (?4  +  sen» (ij  '■'H'c,»  dx,  dir»  , 
iabUi  ''^ 


l...n— 1 

la  forma  a  n  - 1  variabili    2  ^«^  ^<  ^^^  avendo  essa  stessa  la  curva- 
tura K  =  ^  . 

Applicando  la  medesima  formola  di  riduzione  a  questa  nuova  forma 
e  cosi  via  di  seguito,  giungiamo  manifestamente  alla  seguente  forma 

tipica  del  ds^  per  uno  spazio  a  n  dimensioni  di  curvatura  E  =  ^^  : 
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(IV)     ds»  =  diii  +  8en'(|)(tol..  +  8en»(|-)8en'(^)eir|U.  +  ... 

Da  qnesta  riduzione  del  d^  di  uno  spazio  a  curvatura  costante  a 
forme  tìpiche  fisse  si  può  evidentemente  dedurre,  come  sopra  abbiamo 
asserito,  il  teorema  dell'applicabilità  di  due  spazi  colla  medesima  cur- 
vatura Riemanniana  costante,  già  dimostrato  al  §•  160. 

§.  187. 

BajypreBenta&one  conforme  dello  spailo  pseadosferioo 
sul  semiqMUKio  eadideo. 

Per  studiare  la  geometria  degli  spazi  pseudosferici  a  n  dimensioni, 
ossia  la  geometria  pseudosferica  a  n  dimensioni,  comincieremo  dall'esten- 
dere  al  caso  di  n. qualunque  la  rappresentazione  conforme  che  ci  ha 
servito  nel  Capitolo  precedente  per  n  =  2. 

Partiamo  per  ciò  dalla  forma  tipica  (I) 

(I*)  ^t ^  dyì+dt/i  +  ...  +  dìfi, 

ìfn 

dell'elemento  lineare,  dove  per  semplicità  abbiamo  posto  =  1  il  raggio 
R  dello  spazio  pseudosferico.  Riguardando  yi,  ^s, . .  .^n  come  ordinarie 
coordinate  cartesiane  ortogonali  di  uno  spazio  euclideo  d'elemento  li- 
neare' 

ds\  =  dfi^  di/i  +  . . .  +  difi, , 

la  (I*)  stabilisce  una  rappresentazione  conforme  dello  spazio  pseudosferico 
sullo  spazio  euclideo.  I  punti  reali  del  primo  spazio  hanno  nel  secondo 
per  immagini  dei  punti  situati  tutti  dalla  stessa  parte  dell' iperpiano 
limite  pn'^O,  i  cui  punti  rappresentano  punti  all'infinito  dello  spazio 
obiettivo.  Per  fissare  le  idee  riterremo  che  la  regione  dello  spazio  eu- 
clideo, rappresentante  punti  reali  dello  spazio  pseudosferico,  sia  la  re- 
gione y*>0. 

Cerchiamo  per  prima  cosa  la  soluzione  più  generale  del  sistema  (A) 
di  Weingarten  per  l'elemento  lineare  (I). 

In  generale  osserviamo  che  quando  il  ds^  ha  la  forma  ortogonale 
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i  valori  dei  simboli  di  Ghristoffel,  iadicando  itk,l  tre  indici  diversi, 
sono  dati  dalle  forinole 

(a)  1**1  =  0         l»*l-3»«8H. 


Jchì  HitdH»     iJch)       31ogHk 


Nel  caso  dell'elemento  lineare  (I*)  si  ha  adunque 

M  — _1    1**1  — L    i***!  — _1 
\k\-     y,'U)~y«'Ui~      9n' 

mentre  sono  nulli  tutti  gli  altri  simboli  e  le  (A)  si  riducono  alle  seguenti, 
dove  gli  indici  r,  s  sono  presi  nella  serie  1 , 2 , . . .  n  - 1  : 

yu      „  .        3»u     1  au  ^u 


dtfrdy,  '    '^  ayi     y»ay«     ^ 


3yn3yr  Vn^r       '        3^  ^n  3^^  ^Ì 


'« 


Si  trova  subito  che  la  soluzione  più  generale  U  di  questo  sistema, 
a  meno  di  una  costante  moltiplicativa,  è  data  dalla  formola 

(9)   U=:i  I  {y,-a,y  +  (y,-a,)«  -h  . . .  +  (y^i  - a..i)'  +  yl  +  c\ 


indicando  a^,  as,...a^i,  e  costanti  arbitrarie;  di  qui  si  trae: 

(10)  AiU  =  XJ*  — 4(J. 

Le  ipersuperficie  U»  costante,  indicando  con  2an  la  costante  del  se- 
condo membro,  hanno  per  equazione 

(11)  (yi-aO*+(yt -««)•+  . .  +(yn-an)'  =  r« 

f*  =  a\  —  e  , 

cioè  nello  spazio  rappresentativo  sono  sfere  di  centro  e  di  raggio  arbi- 
trario. Pel  teorema  al  §.  184  (formola  (8))  queste  sono  immagini  di  spazi 
subordinati  ad  n- 1  dimensioni  di  curvatura  Riemanniana  k  costante.  E 
siccome  abbiamo  qui  per  la  (10) 

C=-4c,    K=-l 

ne  risulta 

,  4c  e 


U*— 4c        ai— e 
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0  in  fine 

(12)  *  =  ^. 

Dunque:  Ogni  ipersfera  detto  spcurio  eudideo  rappresentativo  è  V im- 
magine di  uno  spasfio  subordinaio  ad  n-\  dimensioni  di  mrvatura  co- 

a*  -r* 
stanJte  k  =    **  ,     ;  questa  owrvatwra  è  adunque  positiva  se  V ipersfera  rimane 

tutta  nd  semispasio  positivo  yn>0  (al^^t^  ,  negativa  se  traversa  Viper^ 
piano  limite  (a*  <Cr*)  ed  infine  nulla  quando  V ipersfera  è  tangente  aU'iper^ 
piano  limite  (ai  =  r*). 

In  quest'ultimo  caso  T ipersuperficie  dicesi  xm'orisfera  dello  spazio 
pseudosferico. 

È  notevole  il  caso  an  =  0,  quando  cioè  T  ipersfera  ha  il  centro  sul- 
riperpiano  limite.  Allora  la  (12)  dà  i=  - 1,  cioè  l'ipersuperficie  obiet- 
tiva ha  la  curvatura  stessa  dello  spazio  ambiente;  vedremo  nel  prossimo  § 
che  essa  è  un'ipersuperficie  geodetica,  ossia  che  tutte  le  sue  geodetiche 
sono  geodetiche  dello  spazio  ambiente. 

§.  188. 
Immagini  delle  linee  geodetiche  e  delle  varietà  geodetiche. 

È  facile  integrare  le  equazioni  differenziali  delle  geodetiche  per  la 
forma  (I*)  del  eZs*.  Applicando  infatti  le  osservazioni  generali  del  §.  156, 
possiamo  determinare  subito  una  soluzione  6  dell'equazione 

Aie=l  , 
contenente  n-l  costanti  arbitrarie  effettive.  Ed  invero  se  poniamo 

Vn 

con  ai ,  Os,  • .  a^i  costanti  arbitrarie,  abbiamo  visto  al  §•  precedente  (for- 
inola 10)  che  si  ha 

Al  U  =  IT 

e  quindi  (§.  156) 

e=:/-4^  =  iogu 

dà  la  richiesta  soluzione  del  Ai  6=1. 
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Secondo  quanto  si  è  visto  al  §.  156  si  avranno  quindi  le  equazioni 
in  termini  finiti  delle  geodetiche  eguagliando  ad  altrettante  costanti 
arbitrarie  (che  indicheremo  con  &i ,  òs . . .  &».i)  le  derivate  di  6  rapporto 
ai  parametri  aj ,  as . .  a^i ,  il  che  dà: 

(a)  Vi  —  ai^^-j-y^H   (i  =  1,  2, ,  ,n- 1). 

Inoltre  Tarco  s  delle  geodetiche  sarà  dato  da  6  stesso  a  meno  di  una 
costante  additiva;  avremo  dunque 

(P)  U  =  Ce', 

essendo  C  una  costante  di  cui  potremo  disporre  ad  arbitrio.  Colle  for- 
molo precedenti  possiamo  esprimere  yi ,  .v« , . .  yn  per  s.  Quadrando  e  som- 
mando le  (a)  aggiungendo  ^,  otteniamo 

avendo  posto  per  brevità 

6«  =  6J  +  J|  +  .  .  +  Ji., . 

Per  la  (p)  ne  risulta 

Gè* 

9n  = 


J*C*  , 

—  .«-+1 


2 
e  ponendo  C  =  ^  sarà  dunque 


yn  = 


b  cosh  8 
Dopo  di  ciò  la  (a)  diventa 

bi     e* 


yi  —  ai  = 


V  cosh  s  ' 


cioè 


yi  =  j,tgh8  +  Ci, 


con  Ci  nuove  costanti.  Ne  concludiamo:  Le  linee  geodetiche  dello  spctsno 
pseudosferico  sono  rappresentate  dalle  equazioni  seguenti,  che  esprimono  le 
coordinate  di  un  punto  mobile  sulla  geodetica  in  funzione  ddParco: 


(13) 


y,  =  -^  tghs-f-c<    (i  =  l,2,..«-l) 


y» 


b  cosh  s  ' 
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essendo  61 ,  &« . .  b^^i  ;  Ci ,  Cj . .  c^i  costanti  arbitrarie  e  &•  =  6J+ J|+  . .  +6J_i . 
Questa  linea  giace  evideatemente  neir  S^  determioato  dalle  n  -  2  equa- 
zioni lineari 

6t (yi -Ci)  =  61  dft-Ct)  ,    h (Vi -Ci)  =  61  (»b"  Cb)  .  • 

che  rappresentano  ciascuna  un  iperpiano  normale  all'iperpiano  limite; 
di  più  avendosi 

i  punti  della  linea  distano  egualmente  dal  punto  (e;i,(?9)Cn-iiO)  di 
questo  Sf  Per  questo  diciamo  una  tale  linea  un  circolo;  esso  incontra 
ortogonalmente  T  iperpiano  lìmite  yn=>0  nei  due  punti  (corrispondenti 
a5  =  ±oo) 

^ci ±  jl ,  Ct ±  ji ,  .  '  c^i±-^  ,  0 j  . 

Ne  concludiamo:  Le  immagini  ddle  linee  geodetiche  dello  spaaio  pseudo- 
sferico  sono  circoli  normali  àJX  iperpiano  limite;  viceversa  ogni  tale  circolo 
è  immagine  d^una  geodetica. 

Come  si  vede,  Fattuale  rappresentazione  estende  al  caso  di  n  qua- 
lunc^ue  le  proprietà  studiate  nel  Gap.  precedente  pel  caso  n^2.  Cosi 
ripetendo  le  osservazioni  di  questo  capitolo,  si  vedrà  che  due  punti  dello 
spazio  pseudosferico  individuano,  senza  eccezioni,  una  linea  geodetica; 
la  loro  distanza  geodetica  effettiva  è  misurata,  nella  nostra  rappresen- 
tazione, dal  logaritmo  del  rapporto  anarmonico  che  sul  circolo  immagine 
formano  i  due  punti  immagini  coi  due  punti  d' incontro  del  circolo  col- 
r  iperpiano  limite. 

Consideriamo  ora  un'ipersfera  Sn.i 

(yi-ai)'+  (y«-a,)'4-  .  .  +  (y^i-a^iy+  yi  =  r» 
col  centro  suir  iperpiano  limite.  Se  tagliamo  Tipersfera  l^i  con  un  iper- 
piano normale  air  iperpiano  limite,  otterremo  una  varietà  sferica  £«-.(> 
il  cui  centro  sarà  il  piede  della  normale  abbassata  dal  centro  di  £«-.1 
suir  iperpiano  segante  e  sarà  quindi  ancora  suir  iperpiano  limite.  Inter- 
secando nuovamente  2^t  con  un  iperpiano  normale  a  y»  =  0,  avremo  una 
varietà  sferica  X,_^,  col  centro  su  yn-0,  e  cosi  continuando  arriveremo 
alle  ordinarie  sfere  Is  col  centro  suir  iperpiano  limite.  Ogni  tale  sfera  con- 
tiene una  doppia  infinità  di  circoli  ortogonali  air  iperpiano  limite  e  rappre- 
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senta  quindi  una  superficie  geodetica  rispetto  ad  uno  qualunque  dei  suoi 
punti.  Per  ciò  stesso  è  manifesto  che  queste  superficie  geodetiche  hanno 
curvatura  costante  ed  eguale  a  quella  dello  spazio.  Cosi  pure  tutte  le 
varietà  sferiche  sopra  considerate 

Ss,  £4  .  .  .  2t^i 

rappresentano  altrettante  varietà  geodetiche^  cioè  tutte  le  loro  geodetiche 
sono  geodetiche  dello  spazio  ambiente;  esse  hanno  tutte  inoltre  curva- 
tura Riemanniana  costante,  eguale  a  quella  dello  spazio. 

§.  189. 
Movimenti  dello  spazio  iperbolico  a  tre  dimensioni. 

Lo  spazio  a  n  dimensioni  di  curvatura  costante  ammette  (§.  160)  un 

gruppo  continuo  di  movimenti  con  n  parametri.  Pel  caso   della 

curvatura  negativa  e  di  n»2,  abbiamo  ottenuta  al  Gap.  precedente  la 
rappresentazione  analitica  di  tali  movimenti  mediante  le  sostituzioni  li- 
neari a  coefficientì  reali  sopra  una  variabile  complessa  js.  Vogliamo  qui 
risolvere  la  questione  analoga  per  lo  spazio  iperbolico  a  tre  dimensioni 
per  arrivare  alle  importanti  formolo  stabilite  da  Poincaré  nel  3.^  volume 
degli  Acta  mathematica. 

Per  ogni  movimento  dello  spazio  iperbolico  il  piano  limite,  come  luogo 
dei  punti  air  infinito,  deve  trasformarsi  in  sé  stesso.  Di  più  due  sfere 
qualunque  ortogonali  al  piano  limite  debbono  cangiarsi  in  altre  due  tali 
sfere,  che  si  tagliano  sotto  lo  stesso  angolo;  per  ciò  la  corrispondente 
trasformazione  del  piano  limite  dovrà  essere  conforme  e  mutare  i  circoli 
in  circoli;  essa  sarà  dunque  rm* affinità  circolare  di  Mobius. 

Il  d^  dello  spazio  iperbolico  sia  ora  dato  dalla  formola 

(14)  ^^d4'+y+^^ 

il  piano  limite  essendo  il  piano  C:=0. 

Su  questo  piano  distendiamo  i  valori  della  variabile  complessa 

0  =  i  +  in; 

ad  ogni  movimento  dello  spazio  iperbolico  corrisponderà  sul  piano  limite 
un'affinità  circolare  rappresentata  (§.  53,  nota  a  pie  di  pagina)  da  una 
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sostituzione  lineare 

sulla  variabile  complessa  0  0  dall'altra  sulla  coniugata  £fo: 
(16)  ^=^. 

Ma  se  ci  restrìngiamo  dapprima  a  considerare  i  movimenti  diretti, 
che  si  possono  generare  in  modo  continuo  con  movimenti  infinitesimi, 
dovremo  escludere  la  formola  (16). 

Volendo  ora  trovare  le  formolo  che  legano  le  coordinate  £,  yj,  C  di  un 
punto  P  con  quelle  £',  tf,  C'  del  punto  F  in  cui  si  trasporta  P  pel  movi- 
mento corrispondente  alla  (15),  basterà  procedere  con  Poincaré  (1.  e)  nel 
moda  seguente.  Le  sfere  ortogonali  al  piano  limite  e  passanti  per  P  si 
mutano  in  quelle  ortogonali  al  piano  limite  e  passanti  per  F.  Sia  nelle 
solite  notazioni  (§.  53) 

(a)  A//o  +  B/+Boyo  +  C  =  0 

Tequazione  del  circolo  nel  piano  limite  di  una  di  queste  sfere  per  P', 
talché,  ponendo 

sarà 

(a*)  Ap'*+  B/+  B0/0+  C  =  0 

Tequazione  della  sfera  stessa.  Per  la  sostituzione  (15)  il  circolo  (a)  si  muta 
neir  altro: 

(Aaao+BaYo+BoaoT+Cno)j0'^o+(Aapo+Ba8o+BoPoT+CY8o)^4- 
+  (AaoP+Boao8+BPTo+CYo8)i»o+(Appo+Bp  80+B0P08+C880)  =  0  ; 

e  siccome  la  sfera  che  ha  questo  circolo  per  circolo  massimo  deve  passare 
per  P  ^  (£,  if],  C),  si  avrà 

A(aaop'+aPo«+aopiBfo+pPo)+B(aToP*+a8o4^+pTo^o+P8o)  + 
+  Bo(aoTP*+ao8;e^o+Po7*+ft)8)+C(TYoP*+Tr8o2^+To8i?o+88o)  =»  0  . 

Ogniqualvolta  le  costanti  A,  B,  C  soddisfano  la  (a)  dovranno  pure 
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soddisfare  quest'altima;  dal  confronto  risultano  le  formolo  di  Poincaré: 

(17)  ;    f{  ^  <^Top'+«5o4^-fpTo^o+pgo 

y  .^  goTp'+«o8go'fpoT^+Po8 
^       TTo P*+t8o^+To 8^0+8 «0  * 

Se  supponiamo  inoltre  come  è  lecito 

a8  — pT  =  l  , 

cioè  la  sostituzione  (15)  unimoéhdarey  calcolando  di  qui  C*^p'*—^^\t 
troviamo  Taltra  formola: 

(17*)  C'  = 


TYop*+YSo^+To8ifo+88o  ' 

È  facile  vedere  inversamente  che  ad  ogni  sostituzione  lineare  (15) 
corrisponde  un  movimento  dello  spazio  iperbolico,  dato  dalle  formolo  (17) 
di  Poincaré.  Ciò  si  verifica  subito  invero  per  le  sostituzioni  delle  tre 
forme  elementari 

B 

ed  ogni  altra  sostituzione  lineare  si  può  decomporre  in  sostituzioni  di 
questa  forma. 

§.  190. 
Olaasiflcazione  dei  movimenti  nello  spano  iperbolico. 

In  un  movimento  dello  spazio  iperbolico  può  darsi  che  vi  sia  qualche 
superficie  geodetica  la  quale  striseli  sopra  sé  stessa  (senza  inversione  delle 
facce)  ovvero  nessuna.  Nel  primo  caso  il  movimento  dello  spazio  è  già 
perfettamente  determinato  da  quello  della  superficie  in  sé  e  dicesi  per 
ciò  ellittico^  iperbolico  o  parabolico  secondo  la  specie  a  cui  appartiene  il 
movimento  della  superficie  in  sé  medesima  (§.  175).  Se  nessuna  super- 
ficie geodetica  striscia  sopra  sé  stessa,  il  movimento  dicesi  lossodromico. 

Per  distinguere  la  specie  del  movimento  dai  coefficienti  a,  p,  7,  d  della 
corrispondente  sostituzione  lineare  (15),  che  supponiamo  unimodidare, 
osserviamo  che  si  può  sempre  cangiare  la  sostituzione  (15)  in  una  sua 
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trasformata,  cioè  il  dato  movimento  in  un  movimento  affine,  e  ricordiamo 
che  nel  passaggio  da  una  sostituzione  (15)  ad  una  qualunque  sua  trasfor- 
mata la  somma  a+S  è  un  invariante,  che  diciamo  j. 

Ora  se  nel  movimento  vi  è  una  superficie  geodetica  che  striscia  sopra 
sé  stessa,  sostituiamovi  un  movimento  affine  nel  quale  strìsci  sopra  sé  stesso 
il  piano  fi^O.  La  sostituzione  corrispondente  acquisterà  coefficienti  reali; 
e  poiché  la  variabile  complessa  £+iC  sul  piano  7]  =  0  subisce  la  sostitu- 
zione stessa  (*'  v!| ,  avremo: 


t% 


un  movimento  ellittico      per  |_;|  =  |a+8|  <;  2 
„  parabolico  per  |i|  =  2 

„  iperbolico  per  |i|  >  2  . 

In  tutti  tre  i  casi  la  sostituzione  ha  reale  T  invariante  y.  Viceversa 
se  questo  invariante  è  reale  il  movimento  sarà  di  una  di  queste  tre  specie, 
cioè  non  lossodromieo.  E  infatti  potremo  cangiare  la  sostituzione  data  in 
una  sua  trasformata  della  forma 

/=|^   (a8=l), 

se  i  due  punti  fissi  della  sostituzione  data  sono  distinti,  o  nell'altra 

se  sono  coincidenti.  In  quest'ultimo  caso  le  formolo  di  Poincaré  danno 
una  traslazione  dello  spazio  euclideo  rappresentativo,  e  vi  sono  infinite 
superficie  geodetiche  (rappresentate  da  piani  paralleli  normali  al  piano 
limite)  che  strisciano  sopra  sé  stesse;  il  movimento  è  parabolico.  Nel 
primo  caso  poi,  essendo  a+S  reale  e  aS  =  l,  saranno  a, 8  reali,  ovvero 
coniugati  immaginarii  e  di  modulo  «1;  il  movimento  è  iperbolico  nel 
primo  caso,  ellittico  nel  secondo. 

Riassumendo:  Il  movimento  è  lossodromico  se  V invariante  j^rx.-^^  è 
complesso;  se  j  è  reale  il  movimento  è  diittico,  parabolico  od  iperbolico ^ 
secondo  che  |;|<2,  |i|  =  2  o  |i|>2. 

Osserviamo  poi  che,  escluso  il  caso  parabolico,  vi  sono  sempre  due 
punti  fissi  distinti  A,  B  nel  piano  limite  ed  il  circolo  ortogonale  a  questo 
piano  nei  due  punti  A,  B  rappresenta  una  geodetica  dello  spazio  iper- 
bolico che  nel  movimento  striscia  sopra  sé  stessa  (asse  del  movimento). 


Digitized  by 


Google 


428  CAPITOLO  xui.  —  §.  190 

Possiamo  allora  ridurre  la  corrispondente  sostitnzioiie  alla  forma 

é=^\B,    a8-l 

0 

dalla  qnale  si  rilevano  le  circostanze  segnenti. 

Nel  caso  ellittico  tutti  i  punti  di  questo  asse  restano  fissi  e  il  moTÌ- 
mento  dello  spazio  è  una  ratazume  attorno  a  questo  asse.  Posto 

si  ha 

e  VamifìezBa  Q  della  rotazione  è  data  da  2^;  ma  si  liaj8a-h8a2cos7, 
dunque 

(18)  i=2cos|. 

Nel  caso  iperbolico  Tasse  del  movimento  striscia  sopra  sé  stesso  e 
con  esso  tutte  le  superficie  geodetiche  che  lo  contengono;  ciascun  punto 
deirasse  si  sposta  di  un  tratto  costante  A  (calcolato  nella  metrica  iper- 
bolico), che  diciamo  VampieBga  del  movimento  iperbolico.  Nuovamente 
quest'ampiezza  A  dipende  solo  dal  valore  dell'invariante  j.  E  invero,  es* 
sondo  qui  a,  8  reali  e  P  =  y  =  0,  la  formola  (17*)  ci  dà 

^      gì  » 
e  siccome  per  la  geodetica  rappresentata  dall'asse  delle  C  si  ha 


ne  segue 


D'altronde 


*=f. 


rf  =  log  p  =  2  log  8 


y=a+«=8+^, 


onde  la  formola  richiesta 

(18*)  i=2co8h^. 

che  è  da  ravvicinarsi  alla  (18). 
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Nel  caso  lossodromico  infine  Tasse  del  movimento  scorre  sopra  sé  stesso 
e  nel  medesimo  tempo  lo  spazio  ruota  attorno  all'asse  ;  il  movimento  si 
compone  evidentemente  di  un  movimento  ellittico  e  di  uno  iperbolico  col 
medesimo  asse. 

Insieme  ai  movimenti  proprii  rappresentati  dalla  (15),  possiamo  con- 
siderare anche  quelli  corrispondenti  alla  (16),  che  diremo  mmmenH  di 
seconda  specie.  Per  essi  due  figure  corrispondenti  in  luogo  di  essere  diret- 
tamente congruenti  lo  sono  inversamente.  Le  formolo  relative  a  questi 
movimenti  si  deducono  evidentemente  dalle  (17)  scambiandovi  sf  con  2^0- 

Fra  i  movimenti  di  seconda  specie  sono  notevoli  quelli  a  periodo  2 
che  diconsi  riflessioni  e  si  distinguono  in  due  categorie.  Quelli  della  prima 
categoria  sono  effettive  simmetrie  rispetto  ad  una  superficie  geodetica, 
quelli  della  seconda  si  ottengono  combinando  una  tale  riflessione  con  una 
rotazione  di  un  angolo  piatto  attorno  ad  un  asse  geodetico  normale  alla 
superficie  geodetica  di  riflessione. 

§.  191. 
Rappresentazione  geodetica  di  Beltrami. 

Dalla  rappresentazione  conforme  dello  spazio  iperbolico  ad  n  dimen- 
sioni sullo  spazio  euclideo,  studiata  nei  §§.  precedenti,  possiamo  facil- 
mente dedurre  un'altra  rappresentazione  che  ha  servito  per  punto  di 
partenza  al  Beltrami  nelle  sue  ricerche  sugli  spazi  di  curvatura  costante. 
In  essa  le  geodetiche  dello  spazio  iperbolico  hanno  per  immagini  rette 
(geodetiche)  dello  spazio  euclideo. 

Consideriamo  lo  spazio  iperbolico  a  curvatura  E=-l  e  an+1  di- 
mensioni colFelemento  lineare 

(19)  <&*= ^ . 

Se  nello  spazio  euclideo  rappresentativo  consideriamo  Tipersfera 

(20)  ajj  +  0^  +  0^,  +  . . .  +  ai  =  1  , 

col  centro  suUMperpiano  limite,  essa  ci  rappresenta  (§.  188)  un'ipersu- 
perficie geodetica,  cioè  uno  spazio  pseudosferìco  a  n  dimensioni  di  cur- 
vatura K=  -1. 

Le  geodetiche  di  questo  spazio  sono  altresì  geodetiche  dello  spazio 
ambiente  a  n4 1   dimensioni  e,  come  tali,  rappresentate  dalle  equa- 
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zioni  (13)  pag.  422 


cosh8 


^       ^  ^   Xr=:^tgìì8+Cr       (f»  1,2,...  fi) 

\        y  =  «  +  6i  +  . .  .  +  6i  , 

dove  attualmente,  per  avere  geodetiche  giacenti  snir  ipersfera  (20),  do- 
vremo aggiungere  le  due  seguenti  relazioni  fra  le  costanti: 

(21*)  ^fKCr=^0  ,       ^  +  ^oi  =  l  . 

Riguardiamo  ora  Xi,Xi,..x^  come  coordinate  cartesiane  ortogonali 
in  uno  spazio  euclideo  rappresentativo  Sn,  a  n  dimensioni.  Il  nostro  spazio 
iperbolico  (20)  sarà  tutto  rappresentato  entro  T  ipersfera 

mentre  i  punti  di  questa  ipersfera  rappresentano  i  punti  ali*  infinito.  A 
causa  poi  delle  (21),  le  geodetiche  saranno  rappresentate  dalle  n- 1  equa- 
zioni lineari  nelle  XiX%Xi.  ..x^ 

Xr  =    ji    tgh  8-^Cr    , 

cioè  da  rette  dello  spazio  euclideo  S»;  ne  consegue  che  le  superficie 
geodetiche  saranno  rappresentate  da  piani,  e  in  generale  ogni  varietà 
geodetica  da  uno  spazio  lineare  subordinato  (^). 

Importa  ora  osservare  la  legge  secondo  cui,  presi  nello  spazio  rappre- 
sentativo euclideo  S,»  due  punti  {Xi)  (pfi)  intemi  all' ipersfera  limite 

aafa^+««-+aÌ=l, 

viene  misurata  nello  spazio  iperbolico  la  distanza  geodetica  8  dei  due 
punti  obiettivi.  Per  ciò  misurando  nelle  (21)  Parco  s  a  partire  dal  punto 


(0  II  lettore  osserverà  che  il  passaggio  dalla  rappresentazione  conforme  pri- 
mitiva air  attuale  geodetica  del  Beltrami  si  compie  precisamente  colla  costriizione 
geometrica  di  Klein  indicata  al  §.  180  ed  estesa  qui  ad  un  numero  qualunque 
di  dimensioni. 
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(iiii\  avremo 


,         v/l-So^? 


f 


cosh  8  =5  —  = 


^         yll—'Lx} 

i 

Ora  abbiamo,  per  le  (21),  (21*) 
e  la  precedente  può  quindi  scriversi 


cosh  8  = 


v/I-Ex^n/i-So^; 

Ponendo  per  brevità 

l-Sa;.*=:Q«,    ,      l-Ea^;=Q^ 

1— Eflf^a/r  =*2«D»f 
abbiamo  dunque 

(22)  cosh8=-      "^       . 

Ora,  se  consideriamo  la  congiungente  i  due  punti  immagini  (^i:^)  (a^i), 
questa  incontra  Tipersfera 

aij  +  a;J  +  • .  •  +  a?  •  =  1 

in  due  punti  che  coi  due  precedenti  formano  un  rapporto  anarmonico  M, 
dipendente  da  8,  come  si  trova  facilmente,  secondo  la  formola 

(22*)  8  =  llogM. 

E  infatti  se  (y^)  è  uno  dei  detti  punto  dMncontro,  avremo 


Vi 


JP+2 


e  per  determinare  il  rapporto  X  ^—  si  ha  Tequazione  di  secondo  grado 
il  rapporto  delle  due  radici  X| ,  X,  è  precisamente  M,  da  cui 


1  (M*  +  M"*)  =  -^^  = 


^saf 


2  2VXi,X.        V2«.Q«,«r' 

formola  che  confrontata  colla  (22)  ci  dà  appunto  la  (22*). 
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Notiamo  poi  che  pel  valore  del  rapporto  anarmonico  M  si  avrà  la 
forinola 


(23)  M  = 


,  —  VS4.  —  Q«.  fi- 


se volessimo  dare  al  raggio  dello  spazio  iperbolico  il  valore  R  an- 
ziché 1,  dovremmo  manifestamente  moltiplicare  il  secondo  membro  della 
(22*)  per  R. 

Dunque:  Nella  rappresentcusìone  geodetica  détto  spaeio  pseudosferico 
entro  Vipersfera  la  disianza  geodetica  di  due  punti  è  data,  salvo  un  fattore 
costa/nte,  dal  logaritmo  del  rapporto  anarmonico  che  questi  due  punti  for- 
mano sulla  loro  congvungente  coi  due  punti  éC  intersezione  cott' ipersfera 
limite. 

§.  192. 
Uetrica  del  Oayley* 

Il  risultato  testé  conseguito  ci  conduce  a  parlare  della  metrica  dd 
Cayley.  Come  si  vedrà,  questa  metrica,  stabilita  dal  Gayley  anteriormente 
alle  ricerche  di  Beltrami  sulFargomento,  equivale  in  sostanza  alla  metrica 
degli  spazi  di  curvatura  costante  e  dà  un'immagine  molto  chiara  e  sem- 
plice della  geometria  di  questi  spazi. 

All'ipersfera  di  Beltrami 

iif,  +  (xi  +  ...  +  ai  =  l 
sostituiamo  una  quadrica  arbitraria,  la  cui  equazione 

sia  a  coefficienti  reali,  aggiungendo  per  altro  la  condizione  (di  cui  ve- 
dremo subito  il  significato)  che  nor^  esistano  rette  reali  sulla  nostra  quct- 
drica. 

Presi  due  punti  arbitrarli  dello  spazio  P ,  F,  definiamo  come  loro 
distanza  il  logaritmo,  moltiplicato  per  una  costante,  del  rapporto  Enar- 
monico 

(PFAB), 

indicando  con  A,  B  i  due  punti  ove  la  retta  PP^  sega  la  quadrica. 

Se  restiamo  in  quella  regione  di  spazio  dai  cui  punti  non  partono 
tangenti  reali  alla  quadrica,  é  manifesto  che  la  distanza  cosi  definita  si 
annullerà  solo  quando  i  due  punti  P,  P"  coincidono,  e  ne  conseguirà  che 
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ii  d^  sarà  rappresentato  da  una  forma  dìfiferenziale  quadratica  definUa^ 
conformemente  alle  convenzioni  fondamentali.  Per  questo  appunto  ab- 
biamo dovuto  supporre  che  la  quadrica  non  contenga  rette  reali;  altri- 
menti da  ogni  punto  dello  spazio  partirebbero  tangenti  reali  alla  quadrica. 

Notiamo  poi  che  i  punti  della  quadrica  fondamentale  rappresentano 
nella  metrica  Gayleyana  punti  a  distanza  infinita  ;  perciò  questa  quadrica 
dicesi  anche  Vassóluto. 

E  facile  vedere  a  priori  che  la  metrica  del  Cayley  è  quella  di  uno 
spazio  di  curvatura  costante.  Una  quadrica  arbitraria  in  S»  ammette  in- 
fatti, come  è  noto,  un  gruppo  continuo,  con     ^  I^—  parametri,  di  col- 

lineazioni  in  sé;  e  siccome  le  collineazioni  conservano  i  rapporti  anar- 
monici,  cioè  le  distanze  della  metrica  Gayleyana,  per  lo  spazio  col 
corrispondente  ds^  questo  è  un  gruppo  continuo  di  movimenti  e  però  la 
curvatura  dello  spazio  è  costante  (§.  160). 

Diciamo  inoltre  che  nella  metrica  del  Cayley  le  geodetiche,  sono  rap- 
presentate da  rette.  Prendasi  infatti  una  qualunque  retta  (un  Si)  non 
tangente  all'assoluto  ed  il  suo  spazio  lineare  polare  S^s  che  non  ha 
con  Si  alcun  punto  comune.  L'omologia  assiale  armonica  che  ha  per  spazi 
di  punti  uniti  Si,  8^.2  è  una  collineazione  della  quadrica  in  sé,  nella 
quale  tutti  i  punti  di  Si  rimangono  fissi,  ma  nessun  altro  punto  ndV  in- 
torno di  Si  (^). 

Dunque  se  A, 6  sono  due  punti  qualunque  di  Si,  dovendo  la  geo- 
detica che  li  unisce  rimanere  pur  fissa,  essa  coincide  con  Si. 

Ora,  introducendo  coordinate  omogenee 

a^,  a:i,  Xf.  ..x^^ 
scrìviamo  l'equazione  della  quadrica 

S    Ctrt    Xr    iC,  =  0  • 

Poiché  essa  non  deve  contenere  rette,  riducendo,  nel  noto  modo,  con 
una  sostituzione  reale  la  forma  fi  del  primo  membro  a  somme  di  qua- 
drati, dovranno  i  coefficienti  dei  quadrati  o  avere  tutti  il  medesimo  segno, 
ovvero  tutti  tranne  uno.  Senza  alterare  la  generalità  potremo  dunque 
porre,  dopo  una  trasformazione  omografica: 


^  W  I  soli  punti  dello  spazio  che  rimangono  fissi,  oltre  quelli  dell*  Si  sono  i 
punti  dell*S»-t  polare. 


S8 
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ovvero 

2«r  =  —  a;o  +  ^  +  ^4-...aÌ. 

n  secondo  caso  ci  riconduce  evidentemente  aUa  rappresentazione  geo- 
detica del  Beltrami  per  lo  spazio  pseudosferico  (§.  191),  o  alla  metrica 
iperbolica,  il  primo  alla  metrica  ellittica  (con  assoluto  immaginario)  di 
cui  ora  andiamo  ad  occuparci. 

§.  193. 
Metarica  ellittica  e  coordinate  di  Weierstraas. 

Posto 

i 

per  la  distanza  S  di  due  punti,  secondo  la  metrica  Cayleyana,  avremo 
per  la  (23) 

8  =  Alog' 


,Qwaf  —  iy/QswQ. 


>sfia^ 


con  h  costante;  e  poiché  la  quantità  sotto  il  segno  logarìtmico  è  com- 
plessa di  modulo  =  1 ,  affinchè  S  risulti  reale  converrà  prendere  h  pu- 
ramente immaginano,  poniamo  A  =  -r ,  onde  avremo  : 

% 


cos 


S) 


Fissiamo  il  fattore  arbitrario  inerente  alle  coordinate  omogenee,  as- 
sumendo 

(24)  a«  +  a«  +  ...  +  ^n=l, 

e  la  precedente  diviene 


(25) 


cosLj==Sa?<a^<  =  a^a^o4-^ii>^i  +  ... +iPna^»  . 


Calcoliamo  ora  il  d^  del  nostro  spazio  colle  considerazioni  seguenti. 
Sopra  una  curva  qualunque  consideriamo  due  punti  infinitamente  vicini 
(Xi)j  {Xi  +  dx^  e  sia  h  Taccrescimento  infinitesimo  dell'arco  nel  pas- 
saggio da  {Xi)  a  (Xi  +  dXi). 

Ponendo  nella  (25) 

8  =  A,a^,==a;,+-^A+-^  ■2+--- 
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avremo 

da  cai  osservando  la  (24)'  e  paragonando  i  coefficienti  di  A*,  deduciamo 


—  Sa;, 


cfe« 

e  quindi  per  Telemento  lineare  del  nostro  spazio 
(26)  &»  =  R«((faJ  +  daj!+...  +  etoÌ)  , 

essendo  le  x^^  Xi,.. .  x^  legate  dalla  (24). 

Di  qui  vediamo  facilmente  che  l'attuale  spazio  ha  appunto  la  cur- 
vatura costante  positiva  =  ^,.  E  infatti  se,  cangiando  per  un  momento 

r interpretazione  geometrica,  riguardiamo  Ro^b»  Ra:i, . . .  Rrr»  come  coor- 
dinate cartesiane  ortogonali  (non  omogenee)  di  uno  spazio  euclideo  ^^i 
ad  n  +  1  dimensioni  di  elemento  lineare  (26),  la  (24)  è  l'equazione  di 
unMpersfera  di  raggio  R,  che  è  appunto  in  S»+i  uno  spazio  ad  n  dimen- 
sioni di  curvatura  K  =  ;p-,  . 

Ma  ritorniamo  alla  interpretazione  primitiva  di  o^o,  a^i,  a^s . . .  a?»  come 
coordinate  omogenee  (legate  dalla  (24))  di  un  Sn  rappresentativo,  ove 
le  geodetiche  dello  spazio  ellittico  sono  rappresentate  da  equazioni  li- 
neari ;  diremo  x^Xi...x^  le  coordinate  di  Weierstrass  di  punto  (Gf.  §.  183). 
Se  si  considera  un  iperpiano  di  equazione 

(27)  €oaì)  +  5iiCi  +  ...+6Ha?*  =  0 

e  si  fissa  nuovamente  il  fattore  nelle  coordinate  omogenee  i  dell*  iper- 
piano in  guisa  che  sia 

S£*,  =  €J  +  «  +  ...  +  €l=l. 

chiameremo  le  i  le  coordinate  di  Weierstrass  delF iperpiano  ^^K  Possiamo 
altresì  riguardare  le  i  come  coordinate  di  un  punto,  il  quale,  per  la  (27), 
non  è  altro  che  il  polo  dellMperpiano  rispetto  all'assoluto 

a5j  +  irJ  +  ...  +  4  =  0 

della  metrica  del  Cayley.  Ora  se  consideriamo  i  due  elementi  lineari 


(^)  Nell'interpretazione  superiore  le  Zi  sono  neUo  spazio  S»+i  i  coseni  di 
direzione  della  normale  air  iperpiano. 
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spiccati  dal  punto  (Xi)  ai  due  punti  infinitamente  vicini  (Xt  -j-  dxi) , 
(Xi  +  Sxi)  si  yede  subito  che  la  condizione  d'ortogonalità  dei  due  ele- 
menti sarà  espressa  da 

Se  il  primo  elemento  appartiene  all'iperpiano  {ii\  sarà 

Siidx,  =  0  ; 

d'altronde  gli  incrementi  Sxi  delle  x  nella  direzione  che  unisce  (Xi)  al 
polo  {ii)  dellMperpiano  sono  proporzionali  alle  ii  e  per  ciò  questa  dh*e- 
zione  è  normale  a  tutte  le  direzioni  nell' iperpiano  cioè:  ndla  mirica  di 
Cayley  la  normale  in  un  punto  (xt)  ad  un  iperpiano  (S,)  è  la  congiun- 
gente (Xi)  col  pelo  dell*  iperpiano  rispetto  aU'aseóltdo. 

Possiamo  definire  una  retta  dando  le  coordinate  {Xi)  di  un  suo  punto 
e  le  coordinate  ($<)  dellMperpiano  normale  in  (xt)  alla  retta,  sicché 

Sxiii  =  0  . 

Jje  coordinate  afi  di  ogni  altro  suo  punto  saranno 

afi=kXi  +v^i 

con  X*  +  {t*  =  1 .  Se  8  è  la  distanza  di  (afi)  da  (xt)  avremo  per  la  (25) 

X«co8(|).tt  =  8en(|) 
indi 
(28)  a!',=a:,co8(|)  +  £,  seii(|) 

Similmente  le  coordinate  4'<  dell' iperpiano  normale  nel  ponto  (a^t) 
alla  retta  saranno 

(28*)  r.  =  «<8en(|)-€,C08Q. 

<*)  Ciò  si  può  vedere  sia  ricorrendo  alla  rappresentazione  neirS»+i ,  sia  diretr 
tamente  osservando  che  se  si  esprimono  le  x  per  n  variabili  indipendenti  U|  u, ...  ti» 
e  si  ha 


ne  segue 


S  eZa^i  =  2  ar»  dUr  du, , 
S  dXi  8xi  =  2  ^r«  dUr  8u,  . 


Digitized  by 


Google 


METRICA  ELLITTICA  437 

Se  in  queste  forinole  facciamo  crescere  con  continuità  8  da  0  a  ttR, 
manifestamente  il  punto  t! i  descrive  a  partire  da  {x^  Finterà  retta  e' 
ritoma  al  punto  stesso,  perchè  dopo  Taumento  di  xR  si  ha  oi i  =  -a?^  e 
nello  spazio  Sn  rappresentativo  si  ritoma  dunque  al  medesimo  punto. 
Dunque  se  riguardiamo  come  coincidenti  due  punti  dello  spazio  a  cur- 
vatura costante  positiva  aventi  la  medesima  immagine  nello  spazio  eu- 
clideo Sn  e  chiamiamo  s'paeìo  dlittico  semplice  lo  spazio  a  curvatura  co- 
stante così  considerato,  possiamo  dire:  Nello  spoeto  éUUHco  aempliee  di 
raggio  B  la  retta  ha  la  lungheem  finita  ttR. 

Se  al  contrario  riguardiamo  come  punti  distinti  due  punti  dello  spazio 
curvo  le  cui  coordinate  siano  eguali  e  di  segno  contrario,  la  retta  si 
chiuderà  soltanto  dopo  un  giro  di  2  xR.  E  mentre  nello  spazio  ellittico 
semplice  due  rette  che  si  tagliano  hanno  un  solo  punto  comune,  nello 
spazio  ellittico  doppio  invece  due  rette  che  si  incontrano  in  un  punto 
si  tagliano  nuovamente  nel  punto  (diametralmente  opposto)  distante  dal 
primo  di  icB. 

Notiamo  in  fine  le  due  formolo  seguenti  che  si  deducono  dalle  su- 
periori e  danno  nella  metrica  ellittica  l'angolo  7  di  due  iperpiani  (£<)  (€\) 
e  la  distanza  3  del  punto  {Xi)  dallMperpiano  ({<);  ^se  si  scrivono 

(29)  coscp     =SS<e'i 


(30)  8en(|). 


^^Xii, 


§.  194, 
metrica  iperbolica. 

Diamo  ora  le  formolo  relative  alla  metrica  del  Cayley  con  assoluto 
reale,  la  cui  equazione  in  coordinate  omogenee  scriviamo 

a5  +  ii  +  .,.  +  i»i— ajS  =  o  . 

Essa  coincide,  come  già  si  è  detto,  colla  metrica  del  Beltrami  (§.  191), 
trasformate  le  formolo  in  coordinate  omogenee. 

Stabiliamole  direttamente,  in  analogia  a  quanto  abbiamo  fatto  nel 
§.  precedente.  Lo  spazio  iperbolico  viene  rappresentato  nella  regione  in- 
terna all'assoluto  (§.  192),  cioè  le  coordinate  di  ogni  punto  a  distanza 
finita  dello  spazio  iperbolico  soddisfano  la  disuguaglianza 

a^  —  x\  —  Qii  — ...  —  a;n>0 
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e  noi  fissiamo  il  fattore  arbitrario  nelle  coordinate  omogenee  in  guisa 
che  si  abbia 

(31)  a?  — irl  — ir*,...— 4  =  a5  — 2^i="l  • 
Posto 

fi*»  =  4  —  ]S  ^    I    fi«r»  =  XoX\ y^XiOfi    ^ 

abbiamo  per  la  (23)  

"fi**.  — V  2*^.-1  ' 
indi  per  la  distanza  S  di  due  punti 

8  =  1  log  M 
ossia 

(32)  mshUj  =  Xoafo—^Xiafi  . 

Se  i  due  punti  si  assumono  infinitamente  vicini,  se  ne  deduce  per 
Telemento  lineare  ds  dello  spazio  la  formola  (Cf.  §.  193) 

questo  d^  appartiene,  come  già  sappiamo  (§.  191),  allo  spazio  pseudo- 
sferico  di  raggio  R. 

Consideriamo  ora  un  punto,  di  coordinate  omogenee 

fo  6l  V2  .  •  .  Sn  > 

estemo  all'assoluto,  pel  quale  adunque 

e  fissiamo  qui  il  fattore  di  proporzionalità  in  guisa  che  sia 

(31*)  SS', -g=l  . 

i 

LMperpiano  polare  del  punto  (£<)  rispetto  all'assoluto  ci  rappresenta 
unMpersuperficie  geodetica  dello  spazio  iperbolico  coll'equazione 

(33)  YiiXi—^Xo  =  0. 

Diremo  le  Xi  (legate  dalla  (31))  le  coordinate  di  Weierstrass  di 
punto,  e  le  ii  legate  dalla  (31*)  le  coordinate  di  Weierstrass  dell' iperpiano. 
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Se  consideriamo  due  elementi  lineari  spiccati  dal  punto  {x)  ai  due 
punti  infinitamente  vicini  {x-\-dx) ,  (a;-|-  Sa;),  la  condizione  d'ortogonalità 
dei  due  elementi  si  scriverà 

y^dXi^Xi  —  dx^ix^='0 . 

Come  al  §.  192,  se  ne  deduce  che  nella  metrica  del  Cayley  la  nor- 
male in  un  punto  ad  un  iperpiano  è  la  congiungente  il  punto  col  polo 
dellMperpiano. 

Se  definiamo  allora  una  retta  dando  le  coordinate  {Xi)  di  un  suo 
punto  e  le  coordinate  (£<)  dellMperpiano  normale  alla  retta  nel  punto, 
le  coordinate  (a^O  di  ogni  punto  della  retta  saranno  date  dalla  formola 
analoga  alla  (28)  . 

(34)  ^i  =  X,  cosh  (Ij  +  €,  senh  (|)  , 

i  =  0   ,   1,  2...n; 

similmente  le  coordinate  i\  deir  iperpiano  normale  in  (o^O  &Ua  retta 
saranno 

(34*)  e'<  =  Xi  senh  Q  +  €<  cosh  Lj  . 

Nella  metrica  iperbolica  la  retta  è  infinita  ed  ha  due  punti  distinti 
all'infinito,  i  suoi  due  punti  d'incontro  coll'assoluto;  da  ogni  punto  dello 
spazio  partono  ad  una  data  retta  due  distinte  parallele  (nel  senso  non- 
euclideo) ecc.  (Cf.  Gap.  XII). 

Se  due  iperpiani  si  segano  internamente  all'assoluto  formano  fra  loro 
un  angolo  9  dato  dalla  formola 

(35)  cosy=i:25<£'i— fio^'o; 

per  la  distanza  8  di  un  punto  {x)  dall' iperpiano  (S)  abbiamo  poi  la 
formola 

(36)  senh  jgj  =  2  ^<  ^<  ""^  ^0  • 

La  formola  (35)  ci  conduce  a  parlare  dell'^^em^n^o  a^ngola/re,  che  cor- 
risponde dualmente  all'elemento  lineare.  Se  consideriamo  una  semplice 
infinità  d' iperpiani,  le  cui  coordinate  i  siano  espresse  in  funzione  di  un 
parametro  t,  potremo  considerare  l'angolo  infinitesimo  d^  che  forma  un 
iperpiano  del  sistema  col  successivo.  Per  calcolare  (2<p,  che  chiamiamo 
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elemento  angolare,  diamo  al  parametro  t  nella  (35)  un  incremento  infi- 
nitesimo h  e  sviluppiamo  dairuna  e  dall'altra  parte  per  le  potenze  di 
h;  avremo 


2s.t-i.t=«, 


indi 

4(2'.f-*"f)+    . 

Ma  avendosi 

2«-«o*=i . 

ne  segne 

2'.§-^s=-?(ir+(t)', 

e  il  paragone  dei  coefficienti  di  A*  nella  (a)  dà  quindi  la  formola  richiesta 
(37)  ckp'  =  '^di\-d(i. 

Questa  formola  si  applica  a  due  ìperpiani  qualunque  infinitamente 
vicini,  sicché  se  esprimiamo  le  coordinate  S  dMperpiano  per  n  variabili 
indipendenti  u^  (r  =  1 ,  2  ,  4)  il  secondo  membro  della  (37)  è  una  forma 
differenziale  quadratica 

21  a'rt  dur  du, 
(indefinita)  la  cui  curvatura,  come  subito  si  vede,  è  costante  »  + 1. 

§.  195. 
Le  eqnaiioni  di  Weingarten  per  le  coordinate  di  Weierstrass. 

Facciamo  ora  per  uno  spazio  di  curvatura  costante  a  n  dimensioai 
la  medesima  ricerca  che  al  §.  184  abbiamo  compiuta  pel  caso  di  uno 


Digitized  by 


Google 


EQUAZIONI  DI  WBINGARTEN  PER  LE  COORDINATE  DI  WEIEB8TRASS     441 

spazio  pseudosferico  a  due  dimensioni.  Supponiamo  cioè  dato  soltanto  il 
d^  di  uno  spazio  a  curvatura  costante  E  =  +  ^o  che  scriviamo 

ri 


(fe*  =  R*ga,*dyi%*  , 


talché  la  curvatura  Riemanniana  della  forma  S  aix  dyt  dy^  sarà  costante 
ed  »  ±  1  ;  domandiamo  di  stabilire  in  questo  spazio  un  sistema  di  coor- 
dinate di  Weierstrass,  ciò  che  equivale  ad  integrare  le  equazioni  diffe- 
renziali delle  geodetiche.  Eseguiamo  il  calcolo  per  il  caso  E  =  +  ^^^ ,  Faltro 

Xv   . 

caso  trattandosi  in  modo  perfettamente  analogo.  Dovremo  dunque  de- 
terminare le  nH-  1  funzioni  incognite  Xo,Xi,  x^...  delle  y  in  guisa  che 
si  abbia 

^^^^  I  S  «&»  =  g  a,,  dy,  dy^  , 

ciò  che  sappiamo  a  priori  essere  possibile. 
Dalle  equazioni 

si  traggono  subito  le  altre 

(39)  s^^^m 

e  dalla  prima  delle  (38)  derivando 

Tenendo  nelle  (39),  (39*)  fissi  gli  indici  i,Jc  e  dando  a  X  i  suoi  n 

valori  1,  2, . .  .n,  risolviamo  queste  equazioni  lineari  rispetto  alle  n+1 

incognite 

d^Xa  3*a?i  3*a?n 

3y<  9yfc  '  dyt  dtfK  "  '  9y<  9»*  ' 

osservando  che  il  determinante  dei  coefficienti  non  è  nullo,  perchè  il  suo 
quadrato  per  le  (38),  (38*)  eguaglia  il  determinante  delle  a.  Avremo 
così  manifestamente  delle  formolo  del  seguente  tipo 


?y<  3yx        I       df/t 
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che  valgono  per  qualunque  delle  n+1  x,  rimanendo  fissi  i  coefficienti 
o^^iL  ?ih'  I  valori  di  questi  si  calcolano  subito  sostituendo  nelle  (39), 
(39*)  ciò  che  dà 

e  quindi  semplicemente 

Ne  concludiamo:  Le  coordinate  di  Weierstrass  oc^,  Xy^  ^>  •  « .  a;»  sono 
sdueioni  dd  sistema  di  Weingarten  (§.  183): 

È  facile  vedere  che  per  trovare  le  coordinate  di  Weierstrass  ^  o^i  • . .  x», 
data  soltanto  la  forma  differenziale  a  curvatura  E  »  + 1 ,  è  necessario 
e  basta  determinare  del  sistema  {Af)  »+l  tali  soluzioni  particolari 

che  i  loro  valori  invriali  per  ffi^j/?  e  quelli  delle  loro  derivate  soddi- 
sfino le  equazioni 

per  »«=!/?». 

n  calcolo  per  la  curvatura  negatìva  è  precisamente  lo  stesso,  e  le 
coordinate  di  Weierstrass  in  questo  caso  soddisfano  alle  equazioni  si- 
multanee 

che  sono  ancora  le  equazioni  (A)  di  Weingarten  per  E  a  - 1 .  Ck>me  si 
vede,  abbiamo  cosi  estesi  alle  n  dimensioni  i  risultati  del  §.  184. 

Per  applicare  le  osservazioni  superiori  ad  un  esempio  interessante 
prendiamo  la  forma  tipica  Riemanniana  (D)  §.  159  per  il  (Zs*  di  uno  spa- 
zio a  curvatura  costante  E  =  ±  ^  che  scriviamo,  cangiando  leggermente 
le  notazioni: 

m*\  ^^     R'(dyf-K?!^  +  ->»  +  dy!l) 

^^  ^  "^^  (»J  +  yi  +  ...  +  »i±i)'   ' 
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il  segno  superiore  valendo  per  la  curvatura  positiva,  F  inferiore  per  la 
negativa.  Chiamiamo  yi,  yt, . . . y»  ^  coordinate  di  Biemann  di  un  punto 
dello  spazio  a  curvatura  costante  e  proponiamoci  di  esprìmere  le  coor- 
dinate di  Weierstrass  oc^,  Xi,  x^...  x^  per  quelle  di  Riemann  ed  inver- 
samente. Ci  basterà  qui  scrivere  le  effettive  formolo  di  passaggio  che 
si  possono  dedurre  nel  modo  sopra  indicato,  ma  che  sono  del  resto  dMm- 
mediata  verifica. 

Nel  caso  della  curvatura  positiva  le  formolo  si  scrivono 


ì  +  '^y'i  '  '     i  +  ^iA 

e  per  la  curvatura  negativa 

lìA  +  ì  Vr 

(II)  ^0=^-; -.Xr  = 


Le  formolo  inverse  sono  evidentemente  le  seguenti 

(r  =«  1 ,  2 , . . .  n) 

Se  si  riguardano  y^  yt»  •  • .  yn  come  coordinate  cartesiane  ortogonali 
di  uno  spazio  euclideo  rappresentativo,  la  formola  Riemanniana  dà  una 
rappresentazione  conforme  dello  spazio  a  curvatura  costante  sullo  spazio 
euclideo.  Si  vede  subito  che  le  immagini  delle  linee  geodetiche  sono 
circoli,  i  quali  nel  caso  iperbolico  tagliano  ortogonalmente  Tipersfera 
limite 

(a)  »i+»ì  +  ...+^  =  j  ; 

entro  la  quale  viene  rappresentato  tutto  lo  spazio.  Nel  caso  ellittico  essi 
tagliano  ancora  ortogonalmente  Tipersfera  immaginaria 

yJ  +  yì  +  .-.  +  yi  +  ^-o, 

ossia  tagliano  in  coppie  di  punti  diametralmente  opposti  Tìpersfera 
reale  (a). 
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§.  196. 
Oli  scorrimenti  in  geometria  dHttica. 

Trattando  ora  in  particolare  dello  spazio  ellittico  a  tre  dimensioni, 
vogliamo  occuparci  del  gruppo  dei  movimenti  di  questo  spazio,  eeme 
già  al  §.  189  abbiamo  fatto  per  lo  spazio  iperbolico. 

Adoperando  coordinate  x^i  Xi,  xt,  x^,  dì  Weierstrasa,  legate  dalla 
relazione 
(40)  4  +  ^1  +  4  +  4=1  , 

avremo  per  il  efe*  (§.  193): 

(40*)  ds"  =  B?  {d4  +  d4  +  d4  +  d4)' 

Ogni  movimento  dello  spazio  ellittico  è  dato  da  un'omografia  dello 
spazio  euclideo  rappresentativo,  per  la  quale  la  quadrica  assoluto  si 
trasforma  in  sé  stessa;  esso  è  quindi  rappresentato  da  una  sostituzione 
lineare 

^o='(hi^  +  (kiXi  +  OnXt  +  On^ 
.  -V  I  a^i  =  ^10  ^  +  «11  iPi  +  <»u  ^  +  «18^ 

a!2^a»oi^+(hiXi  +  anXt  +  anXi 
a^s  =  «30  i*i)  +  «81  a?i  +  a»  aJt  +.«»  x^ . 
Siccome  deve  essere 

è  manifesto  che  questa  sostituzione  deve  essere  artoganàle.  D  gruppo 
continuo  dei  movimenti  dello  spazio  ellittico  è  dunque  rappresentato  dalla 
totalità  delle  sostituzioni  ortogonali  (41),  il  cui  determinante  deve  es- 
sere =  +1 ,  ossia  dalle  rotazioni  dello  spazio  euclideo  a  quattro  dimen- 
sioni attorno  ad  un  punto  fisso  (origine). 

Fra  questi  movimenti  dello  spazio  ellittico  ve  ne  ha  una  classe  di 
particolare  importanza,  che  non  ha  riscontro  nei  movimenti  dello  spazio 
iperbolico,  ed  è  assimilabile,  sotto  molti  rapporti,  al  gruppo  delle  tra- 
slazioni dello  spazio  ordinario.  Definiamo  questi  movimenti  come  quelli 
nei  quali  tutti  i  punti  dello  spazio  distano  egualmente  dalle  rispettive 
posizioni  che  vengono  ad  occupare  dopo  il  movimento;  essi  diconsi  scor- 
rimenti (Schiebmigen).  Per  dimostrarne  resistenza  e  trovarne  in  pari 
tempo  Tespressione  analitica,  basta  esprimere  secondo  la  (25)  pag.  434 
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che  l'espressione 

calcolata  dalle  (41),  è  costante. 
Ciò  di  immediatamente 

aoo  =  au  =  a«  =  a38  =  A  =  cosfgj  , 

indicando  con  S  il  tratto  costante  di  cni  ogni  punto  dello  spazio  si  spo- 
sta, ed  inoltre 

a^fc  +  a^i  =  0  (i  4=  t). 

Poiché  d'altronde  la  (41)  deve  essere  nna  sostituzione  ortogonale,  ne 

deduciamo 

a»  Oti  +  Oso  Osi  =  0 

4)  +  a»  =  fl^i  +  «Il  , 
da  cui 

Distinguendo  i  due  casi  dei  segni  superiori  e  degli  inferiori,  troviamo 
due  classi  distinte  di  scorrimenti  dati  dalle  rispettive  formolo: 


(IH) 


e  dalle  altre 


(in*) 


a^i  =  Ba?o  +  Aa?i  —  Drr^  +  CaJs 
iiif^  =  CXfi  +  Dxi  +  A«,  — Ba?8 

afi  =  T)Xo  —  Cxi  +  Bai+Axs 

a/o  =  A  ajo  —  B  a?i  —  C  3^8  —  D  a^ 
a^i  =  Ba?o+Aa?i  —  Da?,  —  Cx^ 
a<,  =  Ca?o  — 'Dxi+Ax^'\'Bxs 
a?'8=Da:b  +  Ca?i  — Ba^  +  Aa^, 


essendo  ambedue  le  volte  A,  B,  C,  D  costanti  reali  qualunque,  legate  dalla 

relazione 

A'  +  B»  +  C*-hD'=l. 

Evidentemente  si  può  dare  a  queste  quattro  costanti  il  seguente  si- 
gnificato :  e$$e  sano  le  coordinate  dd  punto  in  cui  si  trasporta  U  punto 
{1,  0,  0,  0)  dopo  lo  scorrimento. 

Come  si  vede,  uno  scorrimento  di  prima  specie  (III),  o  di  seconda 
specie  (III*),  è  perfettamente  detemunato  quando  ai  fiasi  la  posizione 
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che  deve  occupare  dopo  lo  scorrimento  il  punto  (1, 0,  0,  0),  ovvero  un 
altro  punto  fisso  qualunque  dello  spazio. 

Consideriamo  uno  scorrimento  qualunque,  p.  e.  uno  scorrimento  di 
prima  specie  (III)  ;  per  esso  ogni  piano  (6o  ii  ^  k)  si  trasporterà  in  un 
nuovo  piano  (£'4  i\  i\  £3)  e  le  formolo  per  la  trasformazione  delle  coor- 
dinate di  piane,  sono  identiche  alle  (III),  cioè  sono  date  da: 

ro  =  A€o-B€i  — C€.-D5, 

^€',  =  C€o  +  Dei  +  A€,  — Bèi 
€'3  =  D€o-Cei  +  B€.  +  A5,. 

Di  qui  risulta  che  se  consideriamo  un  piano  (£)  condotto  per  la  con- 
giungente il  punto  (x)  colla  sua  nuova  posizione  (pif),  dopo  lo  scorrimento 
(III),  il  piano  nella  sua  nuova  posizione  (£")  passerà  ancora  per  la  con- 
giungente (x)  (x").  £  infatti  dalle  ipotesi 

Sa?5==0    Sa?'€  =  0 

segue  subito  per  le  (III),  (HI)') 

Osserviamo  poi  che  per  Tangolo  9  di  due  piani  corrispondenti  si  ha 

cos(p  =  S£{' 

e  dalle  (OT)  risulta 

cos  9?  =  A , 

cioè 

a 

Ne  concludiamo  adunque:  In  ogni  scorrimento  le  rette  che  eongUm- 
gono  due  punti  corrispondenti  scorrono  sopra  sé  stesse;  ogni  punto  su  questa 
congiungente   si   muove   sulla   congiungente   stessa    dd   tratto    costante 

:^=sarccos  k  ed  ogni  piano  condotto  per  essa  ruota  attorno  a  questa  retta 

dàF  angolo  costante  7  =  p  • 

Se  vogliamo  considerare  la  semplice  infinità  di  scorrimenti  che  fanno 
muovere  il  punto  fisso  (1,0,0,0)  lungo  una  medesima  retta  basterà 
porre 

A  =  cos<  ,  B  =  p8en<  .   C^^iseiat  ,  D  =  3senf 
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essendo  t  un  parametro  variabile  e  p,  Yi  ^  tre  costanti  tali  che 

Le  forinole  (III)  ovvero  le  (III*)  definiranno  un  gruppo  continuo,  ad 
un  parametro,  di  scorrimenti;  ed  in  questo  scorrimento  continuo  dello 
spazio  le  traiettorie  dei  singoli  punti  saranno  altrettante  rette,  formanti 
una  congruenza  che  si  dice  una  congruenjsa  di  Clifford.  La  distinzione 
degli  scorrimenti  in  due  specie  (III),  (III*)  corrisponde  al  senso  destrorso 
0  sinistrorso  secondo  cui  rota  un  piano  nel  corrispondente  scorrimento 
continuo;  per  ciò  si  indicano  anche  le  due  diverse  specie  di  scorrimenti 
col  nome  di  scorrimenti  destrorsi  o  sinisirorsi. 

§.  197. 

I  movimenti  come  omograflt  dell' asBolnto  in  bò. 

Ogni  movimento  dello  spazio  ellittico  essendo  un'omografia  dello 
spazio  rappresentativo  che  trasforma  la  quadrica  assoluta  in  sé  mede- 
sima, se  consideriamo  le  due  serie  di  generatrici  dell'assoluto,  ciascuna 
di  queste  si  trasformerà  proiettivamente  in  sé  stessa  ^^K  In  particolare 
in  uno  scorrimento,  tutti  i  punti  movendosi  rettilineamente,  dovranno 
rimanere  singolarmente  invariate  le  generatrici  dell'una  o  dell'altra 
serie,  poniamo  quelle  della  prima.  Allora  nella  seconda  serie  le  genera- 
trici si  scambieranno  proiettivamente  e  vi  saranno  due  particolari  ge- 
neratrici (coniugate)  che  rimarranno  fisse,  insieme  evidentemente  ad  ogni 
loro  punto.  Uno  scorrimento  non  è  altro  adunque  che  \m' omografia  bias- 
siale  avente  per  assi  due  generatrici  coniugate  di  una  medesima  serie; 
e  viceversa  si  vede  subito  che  ogni  tale  omografia  biassiale  è  uno  scor- 
rimento. 

Le  OD*  rette  di  una  congruenza  di  Clifford  sono  dunque  caratteriz- 
zate dall' appoggiarsi  a  due  generatrici  coniugate  dell'assoluto. 

Si  osserverà  che  componendo  due  scorrimenti  della  medesima  specie 
si  ha  un  terzo  scorrimento  della  medesima  specie,  ed  ancora  trasformando 
uno  scorrimento  S  per  mezzo  di  un  movimento  qualunque  M,  cioè  co- 
struendo il  movimento  trasformato  M~~^  S  M  si  ottiene  nuovamente  uno 
scorrimento  S'  della  medesima  specie  t'K 


(i)  n  gruppo  conUniio  di  movimenti  non  può  evidentemente  scambiare  i  due 
sistemi  di  generatrici. 

(*)  Invero  il  movimento  M-^  S  M  lascia  fissa  la  medesima  serie  di  genera- 
trici dello  scorrimento  S  ed  ò  perciò  uno  scorrimento  della  medesima  specie. 
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Risulta  di  qui  che  gli  ao  ^  scorrimenti  della  medesima  specie  formano 
nel  gruppo  totale  a  sei  parametri  dei  movimenti  un  sottogruppo  inva- 
riante a  tre  parametri. 

Di  più  facilmente  vediamo  che  qualsiasi  movimento  si  decompone  in 
due  successivi  scorrimenti  di  specie  opposta.  E  invero  in  ogni  movimento 
M,  che  non  sia  uno  scorrimento,  restano  fisse  due  sole  generatrici  (co- 
niugate) gì,  fft  della  prima  serie  e  due  g\,  g\  dell'altra  serie.  Queste 
quattro  generatrici  formano  un  quadrilatero  gobbo  le  cui  diagonali  sono 
rette  reali,  polari  rispetto  alla  quadrica,  e  nel  movimento  strisciano  cia- 
scuna sopra  sé  stessa  ;  cioè  in  ogni  movimento  si  hanno  due  assi  a,  d 
del  movimento  polari  rispetto  all'assoluto.  Sia  ora  g^  un'altra  genera- 
trice della  prima  serie  (di  ^i,  gì^  che  per  M  si  trasporti  in  g%\  se  com- 
biniamo M  con  uno  scorrimento  S^  di  seconda  specie  che  lasci  fisse  le  ge- 
neratrici ^1,  ^«  e  porti  ^8  in  ^3,  il  movimento  composto  MS'  lasciando 
fisse  le  tre  generatrici  ^i,  g%^  g^  lasderà  fisse  tutte  le  altre  generatrici 
di  questa  serie  e  sarà  uno  scorrimento  di  prima  specie  S,  onde 

MS'  =  S  ,    M  =  SS'-^    c.d.d. 

Notiamo  ancora  che  due  scorrimenti,  S ,  S'  uno  di  prima  ed  uno  di 
seconda  specie  sono  sempre  fra  loro  permutabili,  cioè 

SS'=S'S, 

come  si  vede  subito  osservando  che  il  movimento  SS'  0  Taltro  S'S  pro- 
ducono sulla  medesima  serie  di  generatrici  lo  stesso  effetto  e  però  coin- 
cidono. È  facile  del  resto  verificare  analiticamente  le  proprietà  dei  mo- 
vimenti che  qui  abbiamo  dedotto  per  via  geometrica. 

§.  198. 
n  parallèUsmo  di  Olifford. 

Le  singolari  proprietà  degli  scorrimenti  in  geometria  ellittica  hanno 
condotto  Clifford  ad  introdurre  l'importante  nozione  àiparaUélismo  di 
due  rette  in  questa  geometria.  Le  idee  di  Clifford  su  questo  argomento 
vennero  fatte  particolarmente  conoscere  e  sviluppate  da  Klein  (^).  Se 


(^)  V.  la  memoria  nel  37®  Voi.  dei  Maih.  Annalen  e  le  lezioni  litografate 
delELBiN:  Ntcht-EuklidiscJie  Geometrie,  QatUugen  1890.  A  questi  lavori  riman 
diamo  il  lettore  desid^oso  di  maggiori  ragguagli. 
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come  per  la  geometria  euclidea  ed  iperbolica,  yolessimo  definire  come 
parallele  due  rette  che  hanno  un  punto  comune  all'infinito,  dovremmo 
dire  che  nello  spazio  ellittico,  non  essendovi  punti  (reali)  all'infinito,  non 
esistono  parallele.  Ma  le  parallele  della  geometria  iperbolica  solo  in  parte 
posseggono  le  proprietà  delle  parallele  della  geometria  euclidea;  molte 
deUe  più  semplici  proprietà  vanno  in  realtà  perdute.  Cosi  in  geometria 
euclidea  prese  due  paraUele  possiamo  muovere  tutto  lo  spazio  in  guisa 
che  le  due  parallele  striscino  sopra  sé  stesse;  due  parallele  hanno  in- 
finite perpendicolari  comuni  ecc.,  proprietà  che  cessano  di  sussistere  per 
due  parallele  nello  spazio  iperbolico.  Invece  possiamo  ritrovare  nuova- 
mente queste  proprietà  nello  spazio  ellittico  ricorrendo  alla  seguente 
definizione  di  Clifford  del  parallelismo: 

Dtj^e  rette  ddlo  spazio  éUiUico  si  dicono  parallèle  quando  si  appoggiano 
ad  una  medesima  coppia  di  generatrici  coni/agate  ddV assoluto,  ossia  quando 
appartengono  ad  una  medesima  congruenza  di  Clifford. 

Si  osserverà  subito  che,  al  contrario  di  quanto  accade  in  geometria 
euclidea  ed  iperbolica,  due  rette  parallele  nel  senso  di  Clifford  non  giac- 
ciono in  un  piano. 

Il  parallelismo  deve  distìnguersi  in  due  specie  :  parallelismo  destrorso 
0  sinistrorso;  da  ogni  punto  dello  spazio  partono  ad  una  data  retta  due 
parallele,  una  nel  senso  destrorso,  T altra  nel  senso  sinistrorso;  queste 
coincidono  soltanto  (nella  retta  polare  della  data)  quando  il  punto  da 

cui  si  conducono  le  paraUele  dista  di  un  quadrante—  dalla  retta.  È 

chiaro  che,  fissate  due  rette  parallele  nel  senso  di  Clifford,  vi  ha  uno 
scorrimento  dello  spazio  nel  quale  le  due  rette  scorrono  ciascuna  in  sé 
stessa.  Se  da  un  punto  A'  della  seconda  retta  al  caliamo  il  segmento 
A' A  perpendicolare  in  A  alla  prima  retta,  questo  segmento  A' A  nello 
scorrimento  continuo  striscierà  coi  suoi  due  estremi  sulle  rette  a,€l\  e 
poiché  rimane  dì  lunghezza  costante  ed  è  normale  in  tutte  le  sue  posi- 
zioni aUa  a,  sarà  pur  normale  alla  a!  (^). 

Dunque,  come  in  geometria  euclidea,  tutti  i  punti  di  una  retta  di- 
stane egualmente  da  ogni  parallela  alla  retta,  e  le  due  rette  hanno  infi- 
nite minime  distanze  tutte  eguali  fra  loro. 


W  Sulla  rigata  luogo  delle  rette  A  A  il  luogo  di  A  è  infatti  una  traiettoria 
ortogonale  delle  generatrici,  quindi,  pel  teorema  di  Gktuss,  lo  sftesso  accade 
della  d  luogo  di  A. 
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Osserviamo  di  più  che  se  assoggettiamo  una  qualunque  retta  r  ad 
uno  scorrimento,  p.  e.  destrorso,  che  non  la  faccia  scorrere  sopra  sé  stessa, 
ma  la  trasporti  in  una  nuova  posizione  /,  le  due  rette  r,f'  saranno 
parallele  sinistrorse.  E  infatti  nello  scorrimento  destrorso  tutte  le  gene- 
ratrici del  secondo  sistema  sull'assoluto  scorrono  in  sé  stesse  e  per  ciò 
anche  le  due  (coniugate)  gx,  gt  a  cui  si  appoggia  r;  dunque  anche  r^  si 
appoggia  a  ^1,  ^2  ed  è  quindi  parallela  nel  senso  sinistrorso  ad  r.  Di 
qui  risulta  che  se  due  rette  parallele  r.t'  sono  tagliate  da  una  mede- 
sima retta  p  esse  formano  con  p  nei  due  punti  d'incontro  A,  B  angoli 
(alterni)  eguali  come  nella  geometria  euclidea.  E  infatti  se  il  paralle- 
lismo di  r,/  è  destrorso  si  faccia  uno  scorrimento  sinistrorso  che  tra- 
sporti À  in  B;  la  p  scórrerà  in  sé  stessa  e  la  r  si  sovrapporrà  alla  /' 

§.  199. 
I  parametri  di  scorrimento  e  rangole  di  parallelismo. 

Risolviamo  ora  il  problema  di  trovare  le  due  parallele  che  ad  una 
data  retta  r  escono  da  un  dato  punto  dello  spazio  ^^K 

Per  questo  supponiamo  definita  la  retta  r  nel  solito  modo  coU'asse- 
gnare  le  coordinate  {Xi)  di  un  suo  punto  e  le  coordinate  (£<)  del  piano 
normale  in  (xt)  alla  retta,  ossia  individuiamo  la  retta  mediante  le  coor- 
dinate (xi)  {ii)  di  due  suoi  punti  coniugati  rispetto  all'assoluto  (distanti 
di  un  quadrante). 

La  retta  r  individua  due  scorrimenti  di  ampiezza  =-^  Tuno  de- 

strorso  l'altro  sinistrorso,  che  portano  ciascuno  (x)  in  (£),  indi  (£)  in  {x). 
Per  ambedue  gli  scorrimenti  si  ha  nelle  (IIX),  (III*)  A=0  e  i  tre  rima- 
nenti parametri  B,  C,  D,  legati  dalla  relazione 

B*  +  (?  +  D*=l, 

risultano  determinati  p.  e.  nelle  (III)  dalle  formolo 

€5=  -BiTi  — Ca?,  — Da?, 

€1  =  Ba^b— Daj,  +  Ca?8 

g,  =  Ca?o  +  Da?i  — Rts 
^  =  Dxo  —  Cxi  +  Bxt  , 

(^)  Le  considerazioni  che  seguono  nel  testo  farono  svolte  dal  dott.  G.  Fa- 
bini  nella  sua  tesi  di  laurea  :  Il  paraUeUsmo  di  Clifford  negli  spcui  ellittici  (An- 
nali della  B.  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa  —  Voi.  IX-1900). 
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le  quali  risolute  rapporto  a  B,  C,  D,  tenendo  conto  delle  relazioni 

Sic*=l     ,    Sa?€  =  0, 

danno  sabito  le  formolo: 

/  B  =  (a^Si  — a?i€o)  +  i^t^  —  ^ii) 
(42)  I  G={Xoi,  —  Xtio)  +  (aJaSi-a^ifis) 

(  D  =  (iCbS8  — ^£o)  +  (^ife  — a?,6i)'. 

Similmente,  indicando  con  p,  t»  ^  i  parametri  dello  scorrimento  di  se- 
conda specie  individuato  dalla  retta  r,  troveremo 

l  P  =  (a?o Si  —  a:i So)  —  (a^j^s  — a^W 
(42*)  I  Y  =  (a?o£t-a;,g  —  (xsii—x,^) 

(  8  =  (a;ofe  — a^So)  —  (^i5t  -^£i)  • 

Come  si  vede,  questi  sei  parametri  di  scorrimento  non  sono  altro 
che  semplici  combinazioni,  per  somma  e  differenza,  delle  6  coordinate 
usuali  della  retta 

e  precisamente 

B=jPoi+jP28       ,        C=l)(«4-P8l       ,       D=jPo8+Pl2 


P  =l?oi— 1?28     ,     T  =l?w— Pai     1     8  =V^—V\t 

Nelle  questioni  riguardanti  il  parallelismo  nello  spazio  ellittico  T  in- 
troduzione, come  coordinate  della  retta,  di  questi  sei  parametri  di  scor- 
rimento (legati  dalle  due  relazioni 

B«+C'  +  D'=l  ,    P'  +  t'  +  S'™!) 

è  molto  utile,  come  si  può  vedere  sviluppato  nella  citata  tesi  del  dott 
Fubini. 

Calcolati  i  6  parametri  di  scorrimento  di  una  retta,  si  risolve  subito 
la  questione  di  trovare  le  due  parallele  tirate  per  un  punto  (y©  yi  y%  tfz) 
dello  spazio  alla  retta  data.  Indicando  infatti  con  yjo  ,  r^i ,  vj, ,  yja  le  coor- 
dinate del  punto  situato  p.  e.  sulla  prima  parallela  alla  distanza  di  un 
quadrante  da  (yi),  avremo: 

(  r|o=  -Byi  —  Cy«  — Dys    ,    v]«  =  Cyo  4-Dy,  —  Bya 
(44) 

(  Tji  =  Byo  — Dy,4  Cys    ,     >l3  =  Dyo  —  Cyi -}- By, 
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e  analogamente  per  le  coordinate  t]<  del  punto  alla  distanza  di  un  qua- 
drante da  (jfi)  sulla  seconda  parallela: 

/^=-fiyi  — Tyt  — 8ys 

(44*)  )^i  =  Pyo  +  8y,-Ty, 

/  ^ìt  =  m  —  Syi  +  Pys 

\  ■%  =  8yo  +  Wi  —  Pyi . 

Qui  applicheremo  soltanto  queste  osservazioni  alla  determinazione 
dell'angolo  Q  di  parallelismo.  Con  questo  nome  indichiamo  l'angolo  che 
le  due  parallele  tirate  per  un  punto  (y*.)  dello  spazio  ad  una  data  retta 
r  formano  fra  loro. 

É  chiaro  a  priori  che  quest'angolo  Q  non  può  dipendere  che  dalla 
distanza  S  del  punto  dalla  retta,  poiché  se  il  punto  P  ha  dalla  retta  r 
la  medesima  distanza  che  il  punto  F  dalla  retta  /,  con  un  movimenio 
dello  spazio  possiamo  portare  r  su  r'  e  P  su  F  e  le  due  parallele  tirate 
per  P  ad  r  si  cangiano  nelle  due  parallele  tirate  per  F  a  r\ 

Prendiamo  ora  per  la  retta  r  la  congiungente  i  due  punti  (1, 0, 0, 0), 
(0, 1, 0, 0);  le  sue  coordinate  i^^^  sono  tutte  nuUe,  tranne  la  Poi  =  1.  Per 
i  suoi  parametri  di  scorrimento  si  ha  quindi  dalle  (43) 

B=l     ,    C  =  o    ,    D  =  0 
p  =  l     ,    Y=0     ,     8  =0  . 

Ora  consideriamo  il  punto  di  coordinate 

il  quale  dista  dalla  retta  r  appunto   di  d;  applicando  le  (44),  (44*) 
troviamo 

tjo  =  0  ,  Tji  =  cos  (gj  ,  Yi,c=  0  ,  Yjs   =   ^^^  (r) 
ifc  =  0  ,  ^i  =  cosLj  ,  ^  =  0  ,  ^  =  -senfj^j  . 

L'angolo  fl  delle  due  parallele,  ossia  dei  due  piani  (t]^)  ,  (y]<)  normali 
in  (yi)  a  queste  due  rette  è  dato  da 

COS  Q  =  S  T]<  T]|    , 


cioè 


co8Q  =  cos*(|)-8en«(g  =  cos(^ 
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Abbiamo  dunque  il  semplice  risultato:  V angolo  fl  ddle  due  parallèle, 
tirate  da  un  medesimo  punto  P  ad  una  retta  r,  dipende  daUa  distanza 
d  di  ¥  da  r  secondo  la  formala 

R 

Si  osserverà  che  per  d=0,  come  per  d=  —,  le  due  parallele  coin- 

ddono;  in  quest'ultimo  caso,  come  già  abbiamo  osservato  sopra,  le  due 
parallele  coincidono  ùella  polare  /  di  r  rispetto  airassoluto. 

§.  200. 
Le  rigate  a  curvatura  nulla  e  la  superficie  di  Clifford. 

Un'altra  notevole  analogia  fra  il  parallelismo  in  geometria  euclidea 
ed  il  parallelismo  in  geometria  ellittica  si  ha  nelle  seguenti  proprietà. 
Consideriamo  in  una  congruenza  di  Clifford  una  semplice  infinità  qua- 
lunque di  rette,  cioè  consideriamo  una  rigata  S  le  cui  generatrici  siano 
parallele  nel  senso  di  Clifford.  Lo  scorrimento  continuo  individuato  da 
quella  congruenza  fa  scorrere  S  sopra  sé  stessa,  ciascuna  generatrice 
strisciando  in  sé  medesima.  Dunque  Telemento  lineare  della  S,  riferito 
alle  generatrici  u  =  costante  e  alle  traiettorie  ortogonali  v  =  costante,  pel 
teorema  al  §.  104,  (pag.  231),  ha  certamente  la  forma: 

d^  =  du^  +  f{u)d^. 

Ma  poiché  le  linee  u  ^  costante  sono  geodetiche,  sarà  7  (u)  =  costante^ 
onde  il  ds*  ha  la  forma  dell'ordinario  piano  euclideo  ^^K  Abbiamo  dunque 
il  teorema:  Ogni  rigata  dello  spazio  ellittico,  contenuta  in  una  congruenza 
di  Clifford,  è  una  superficie  a  curvatura  totale  nulla.  Con  questo  teorema 
vengono  assimilate  le  rigate  di  Clifford  alle  superficie  cilindriche  dello 
spazio  euclideo. 

Consideriamo  in  particolare  la  rigata  di  una  congruenza  di  Clifford, 
le  cui  generatrici  g  escono  dai  punti  di  una  medesima  retta  y»  i^on  ap- 


(^)  Le  considerazioni  del  testo  possono  anche  presentarsi  sotto  quest'altra  forma. 
Presa  una  delle  traiettorie  ortogonali  t  delle  generatrici,  lo  scorrimento  porta 
questa  in  tutte  le  altre  traiettorie  ortogonali.  Dunque  gli  archi  intercetti  su  que- 
ste traiettorie  ortogonali  (t)  dalle  generatrici  sono  eguali  e  perciò  (V.  nota  al 
§.  89)  le  (t)  stesse  sono  geodeticlie.  Dunque  la  superficie  S,  possedendo  un  doppio 
sistema  ortogonale  di  linee  geodetiche,  è  a  curvatura  nulla. 
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partenente  alla  congruenza.  Esse  formano  una  particolare  rigata  sulla 
quale  esistono  due  diversi  sistemi  di  generatrici  (g)  (7)  parallele  fra  loro, 
quelle  delFun  sistema  nel  senso  destrorso,  quelle  del  secondo  nel  senso 
sinistrorso  (Cf.  §.  196  in  fine).  In  ogni  quadrilatero  formato  da  due  coppie 
di  generatrici  (gì,  gii,  (tdT*)  i  lati  opposti  e  gli  angoli  opposti  sono 
eguali  (nella  metrica  ellittica).  Questa  superficie,  che  dicesi  superficie  di 
Clifford,  possiede  evidentemente  due  scorrimenti  di  diversa  specie  in  sé 
medesima,  fra  loro  permutabili,  dalla  quale  circostanza  appunto  Clifford 
desumeva  la  proprietà  della  superficie  d'avere  nulla  la  curvatura,  la 
qual  cosa,  come  sopra  si  è  visto,  appartiene  del  resto  a  qualunque  rigata 
con  generatrici  parallele. 

Si  ottiene  un'altra  notevole  generazione  della  superficie  di  Clifford 
colle  considerazioni  seguenti  ^*L  I  due  scorrimenti  che  possiede  la  su- 
perficie di  Clifford  individuano  due  rette,  polari  rispetto  all'assoluto,  che 
sono  parallele  tanto  alle  generatrici  dell'uno  quanto  a  quelle  dell'altro 
sistema.  Siano  r,  r'  queste  due  rette,  che  diciamo  gli  dssi  della  super- 
ficie di  Clifford;  questi  per  l'uno  e  per  l'altro  dei  due  scorrimenti  stri- 
sciano sopra  sé  stessi  e  quindi  anche  per  qualunque  movimento  com- 
binato dai  due  scorrimenti.  Ora  si  combini  uno  scorrimento  destrorso 
lungo  r  con  uno  sinistrorso  di  eguale  e  contraria  ampiezza  angolare; 
tutti  i  piani  per  r  scorreranno  in  sé  stessi  e  con  essi  le  sezioni  che  essi 
producono  nella  superficie  di  Clifford,  la  quale  scorre  pel  movimento 
considerato  in  sé  medesima.  Ma  nel  movimento  del  piano  ellittico  pel 
quale  una  retta  scorre  in  sé  stessa  tutte  le  altre  traiettorie  dei  punti 
sono  circoli,  geodeticamente  paralleli  alla  retta,  il  cui  centro  è  il  polo 
della  retta.  Dunque  le  sezioni  fatte  nella  superficie  di  Clifford  con  piani 
per  l'asse  r  (e  quindi  normali  al  secondo  asse  O  sono  circoli  di  raggio 
eguale  coi  centri  distribuiti  sul  secondo  asse  r.  È  evidente  che  una 
pura  ratousione  attorno  ad  r  scambia  i  circoli  considerati  fra  loro.  Si  può 
dunque  generare  la  superficie  di  Clifford  nel  modo  seguente:  Preso  un 
circolo  e  tracciata  nd  suo  piano  la  retta  polare  del  cenuro,  si  faccia  rotare 
cUtamo  a  questa  retta  il  piano;  U  circolo  descriverà  la  superficie  di  Clifford, 

É  evidente  che  la  superficie  di  Clifford  possiede  un  secondo  sistema 
di  circoli,  e  facilmente  si  potrebbe  dimostrare  che  questi  due  sistemi  di 
circoli  non  sono  altro  che  le  linee  di  curvatura  della  superficie  e,  come 
tali,  sono  le  bisettrici  del  doppio  sistema  di  generatrici. 


<^)  Cf.  la  mia  memoria.  Sulle  superftde  a  curvatura  nulla  in  geometria  el- 
Uttica  (Annali  di  matem.  1895). 
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§.  201. 
Le  forinole  di  Frenet  in  geometria  ellittica  ed  iperbolica. 

Le  ultime  ricerche  del  presente  Capitolo  saranno  volte  ad  estendere 
la  teoria  delle  cunre,  esposta  nel  Cap.  I,  alla  metrica  ellittica  ed  iper- 
bolica a  tre  dimensioni.  Ci  limiteremo  a  stabilire  le  forinole  di  Frenet  (^) 
in  questi  spazi,  e  col  sussidio  di  queste  formolo  fondamentali  il  lettore 
potrà  riprendere  le  singole  ricerche  del  Cap.  I  ed  osservare  le  lievi  mo- 
dificazioni che  nei  risultati  finali  introduce  la  curvatura  dello  spazio. 

Consideriamo  una  curva  C  dello  spazio  ellittico  a  tre  dimensioni,  che 
riterremo  definita  dando  le  coordinate  di  Weierstrass 

^Oi    ^li    ^>    ^ 

di  un  suo  punto  mobile  in  funzione  dell'arco  s.  Se  con  oq,  ai,  Of,  a, 
indichiamo  le  coordinate  del  piano  normale  in  (Xi)  alla  curva,  avremo 

(45)  ''^^^^  '  (i  =  0,l,2,3)  ; 

le  ot^  si  diranno  anche  i  coseni  di  direzione  della  tangente.  Cominciamo 

dal  calcolare  la  curvatura  -  di  C,  ricorrendo  alla  definizione  generale 

P 
1  2d 

(§.  166)  di  -  come  limite  del  rapporto  -^ ,  significando  d  la  distanza 

dei  due  punti  M' ,  M  che  si  ottengono  staccando  sulla  curva  e  sulla  tan- 
gente in  M  due  archi  infinitesimi  -t.  Abbiamo 

j  i   t        .    f   d(x,i 


xt  =  XtCOB  U\  +  a,  sen  Uj 


x<  =  a;<  +  g  a,  -  2|[««<  + 


trascnrando  dì  scrivere  le  potenze  di  t  superiori  alla  seconda.  Ne  segue 

+  ... 


'^'-^'  =  25 


da.i  .  Xj 


d-RVS(a!',— a;,)*  , 


W  Ho  dato  queste  formolo  la  prima  volta  nella  mia  memoria  degli  Annali 
citata  più  sopra. 
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§.201 


e  quindi 


i  =  a.-=Vs(^.|)'. 


Qui,  come  in  geometria  euclidea,  converremo  df  dare  alla  flessione 
solo  un  valore  assolato  e  prenderemo  per  ciò  pel  radicale  il  valore  po- 
sitivo. 

In  pari  tempo  si  vede  che  i  coseni  di  direzione  So  £i  £f  €b  della  noi^ 
male  principale  in  M  alla  curva  sono  dati  (§.  166)  da 


(46) 


•€. 


La  tangente  e  la  normale  principale  individuabo  il  piano  osculatore  ; 
indicheremo  con  Xo,  Xi,  X,,  X3  le  coordinate  di  questo  piano,  ossia  i  coseni 
di  direzione  della  bvnarmàle  alla  curva.  Il  determinante 


(47) 


Xq  X\  oci  oe^ 

flto  «1    Oji    «8 

&  €1  s.  e. 

Ao  Ki    kf   A3 


è  allora  il  determinante  di  una  sostituzione  ortogonale  e  per  determi- 
nare le  X  completamente,  conveniamo  che  il  valore  di  questo  determi- 
nante debba  essere  positivo,  cioè  =  +  1  •  L'equazione  del  piano  oscula- 
tore in  {Xi)  è  data  da 


Xo    ,    Xi     ,  Xf 


X, 


«0         , 

ari 

,  ««     . 

«s 

dXn 
ds    ' 

dir, 
ds 

dx, 
'    ds    ' 

dx, 
ds 

(Tito 
ds*   ' 

cPxt 
'   ds* 

d*x, 
d^ 

=  0, 


indicando  con  X<  le  coordinate  correnti  di  punto.  Il  lettore  verificherà 
subito  che  a  questa  medesima  equazione  si  perviene  adottando  la  de- 
finizione del  §.  3  pel  piano  osculatore,  ovvero  una  dello  altre  accennate 
alla  fine  di  questo  §. 

Fissata  la  nozione  del  piano  osculatore,  si  definirà  la  seconda  cur- 
vatura 0  torsione  j^  precisamente  come  al  §.  4,  e  se  ne  dedurrà  pel  va- 
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lore  della  torsione 


i=s(^)' 


Dopo  di  ciò  stabiliamo  subito  le  formale  di  Frenet,  che  danno  le  de- 
rivate rispetto  alFarco  degli  elementi  del  determinante  (47),  espresse  per 
gli  elementi  stessi  e  pei  raggi  p ,  T  di  prima  e  seconda  curvatura.  Le 
(45),  (46)  danno  già  due  gruppi  di  tali  formolo.  Ora  dalle  identità 

Sa:X  =  0     ,     SaX  =  0     ,     SX«=1, 

derivando  rapporto  ad  s  ed  osservando  le  (45),  (46),  segue 

n         à\  ^  r,        dk  ^  rt  ^    dk  ^ 

Sa?-j-  =  0     ,      Sa— =  0     ,     SX— =  0 
ds  '  ds  d$ 

e  quindi 

^  =  KS,  (i  =  0,l,2,3), 

essendo  E  un  fattore  di  proporzionalità. 

Dalla  (48)  risulta  E*  =  =^,  e  noi  poniamo  E  =  p^,  con  che  veniamo 

ad  attribuire  alla  torsione  non  solo  un  valore  assoluto  ma  anche  un 
determinato  segno;  avremo  dunque 

dki^ii^ 
ds       T  • 

Rimangono  solo  a  calcolare  i  valori  delle  derivate  -^  ,  ciò  che  si 

ds 

fa  subito  ricordando  le  proprietà  del  determinante  ortogonale  (47)  e 
facendo  uso  delle  formolo  già  ottenute. 

Riepilogando,  abbiamo  per  le  formolo  di  Frenet  in  geometria  ellit- 
tica il  quadro 

^  ^       ds       R'(fc~p"R'efe~        p       T  '    ds~T 

i  =  0,  1,  2,  3. 

Da  queste  formolo  fondamentali,  procedendo  precisamente  come  ai 
§§.  8,  9  Gap.  I,  si  dedurrà  che  anche  nello  spazio  ellittico  una  curva  è 
perfettamente  determinata  di  forma  dalle  sue  eqtuufioni  intrinseche 

^-/(«)      .     \  =  f(s)   . 
le  quali  possono  venire  assegnate  arbitrariamente. 
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Un  procedimento  del  tutto  analogo  a  quello  ora  tenuto  serve  per 
stabilire  le  formolo  di  Frenet  nello  spazio  iperbolico.  Mantenendo  le 
notazioni  stesse,  queste  formolo  si  scrivono: 

^^^  ^       ds       H  '   ds  ~  p'^B.  '  ds  '^       p       T'ds^T' 
le  relazioni  fra  le  rr,  a,  £,  X  essendo  attualmente: 

IXiOii  —0^0^  =  0    ,    ^oLiii  —  ao5o  =  0    ,    ecc. 

Del  resto  le  (49*)  si  deducono  subito  dalle  (49)  della  geometria  el- 
littica cangiando  R  in  i  R  ;  aJi ,  Xt,  x^  in  —  ixi,  —  ia?, ,  —  ia:»  ;  «Ì  ,  £o ,  Xo 
in  ioto,  i5o,  i>H)  rispettivamente  ^^K 

§.  202. 
Applicaaone  alle  curve  di  torsione  oostanto. 

Terminiamo  il  Capitolo  colla  deduzione  dalle  formolo  di  Frenet  di 
alcuni  semplici  risultati  che  ci  saranno  utili  nel  seguito. 

Consideriamo  una  rigata  di  Clifford  (§.  200):  essa  è  a  curvatura  nulla 
e  le  traiettorie  ortogonali  delle  sue  generatrici  sono  geodetiche  (con- 
gruenti) della  superficie.  Una  tale  rigata  è  adunque  il  luogo  delle  bi- 
normali  di  una  curva,  ed  ora  dimostriamo  subito  che  questa  curva  è  a 
torsione  costante  e  precisamente  si  ha 

T      "*"  R  • 

Consideriamo  infatti  la  superficie  rigata  S' luogo  delle  binormalì  di 
una  curva  C  e  per  individuare  i  punti  di  S  prendiamo  a  coordinate  cur- 
vilinee l.«  Parco  V  della  C,  2.^  il  tratto  u  che  intercede  sopra  una  gene- 
ratrice (binormale)  fra  il  punto  {Xi)  della  curva  ed  il  punto  {xt)  che  si 
considera  sulla  superficie.  Avremo 


Xi  =  Xi  cos  f  gj  +  X<  Ben  (gj 


(^)  Per  la  deduzione  diretta  delle  (49*)  Cf .  la  nòta  di  A.  Bàzzaboni  :  Le 
ferrinole  del  Frenet  in  geometria  iperboUca  e  loro  applicazioni  (Bologna,  Gambfr- 
rinl  1897). 
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e  derivando  rapporto  ad  ti  e  a  t;,  colFosservarQ  le  formolo  (48)  dì  Fre- 
net,  si  ha: 


I  dZi        oii        (u\    ,    it         (u\ 


e  di  qui,  per  l'elemento  lineare 

della  superficie,  deduciamo 
(50)  efo«=[cos»(|)4-~sen«(^)]dt;»  +  (iw». 

Affinchè  la  rigata  abbia  la  curvatura  nulla  è  adunque  necessario  e 


sufficiente  che  si  abbia 
T 


=  1 


•    1       ^1 
os8ia^  =  ±g 


Di  qui  si  vede  che  in  ogni  rigata  di  una  congi'uenza  di  Clifford  le 
traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  sono  curve  a  torsione  costante 

=^  ==  ±  :p ,  come  si  era  asserito.  Ma  di  più  riconosciamo  anche  che  tutte  le 

curve  a  torsione  costante  =  =  ±^  dello  spazio  ellittico  si  ottengono 

in  questo  modo,  cioè  le  binormali  di  ogni  curva  di  questa  specie  sono 
parallele  nel  senso  di  Clifford. 

Per  dimostrare  questo  e  riconoscere  anche  il  senso  del  parallelismo 
delle  corrispondenti  binormali  consideriamo  p.  e.  una  curva  a  torsione 

costante  positiva  tf  =  +  p-  •  Se.  calcoliamo  i  parametri  B,  C,  D  dello  scor- 
rimento destrorso  relativo  ad  una  binormale,  secondo  le  formolo  (43) 
pag.  451,  abbiamo 


X» 

Zi 

Xt 

a% 

B  = 

+ 

Xo 

X. 

X, 

X. 

Xt 

«» 

X» 

«i 

C  = 

+ 

X, 

X, 

X, 

X. 

Xo 

ai» 

Xi 

«t 

D  = 

+ 

Xo 

X, 

X, 

X. 
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e  se  deriviamo  rispetto  ad  s,  osservando  le  formolo  di  Frenet  (49)  e  le 
relazioni  che  legano  i  minori  di  secondo  ordine  nel  determinante  orto- 
gonale (47),  troviamo  subito 

dB       ^     dC      ^     dD       ^ 
-r-  =  0,  -=-  =  0,  -=-  =  0. 
ds  '    ds  ds 

Tutte  le  binormali  della  nostra  curva  hanno  dunque  eguali  i  para- 
metri di  scorrimento  destrorso,  e  perciò  sono  parallele  nel  senso  destrorso. 

Concludiamo  adunque  :  In  ogni  rigata  (a  curvatura  nulla)  luogo  di  un 
sistema  di  rette  paraUde  nel  senso  di  Gliffordy  le  traiettorie  ortogonali  ddle 

generatrici  sono  curve  a  torsione  costante  7=-=  -ì-:^  ,  ovvero  ?«  =— -^  se- 

condo  che  il  parallelismo  delle  generatrici  è  destrorso  ovvero  sinistrorso. 

Viceversa  ogni  curva  coUa  torsione  costai 
parallele  nel  senso  destrorso  0  sinistrorso. 

Per  avere  la  più  generale  curva  a  torsione  '^^±^  basta  dunque 

scegliere  ad  arbitrio  una  rigata  a  curvatura  nulla  e  trovare  (con  una 
quadratura)  le  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  (^). 

Consideriamo  ora  più  in  generale  le  curve  dello  spazio  ellittico  la 

cui  torsione  7=^  è  costante,  senza  essere  =  ±:5- .  Dalla  formola  (50),  che 

dà  Telemento  lineare  della  superficie  luogo  delle  binormali,  si  vede  che 
questo  elemento  lineare  è  indipendente  dalla  configurazione  della  curva, 

purché  -=  rimanga  la  stessa,  ed  appartiene  d'altronde  ad  una  superficie 

di  rotazione.  E  poiché  nello  spazio  iperbolico  si  ha  un  risultato  perfet- 
tamente analogo,  sostituite  nella  (50)  alle  funzioni  circolari  le  iperboliche, 
ne  concludiamo:  Nello  spazio  ellittico  ed  iperbolico  (confe  ndV  euclideo)  le 
superfìcie  luogo  delle  binormali  détte  curve  colla  medesima  torsione  ah 

stamte ^^G  sono  applicabili  runa  sulV altra  e  sopra  una  medesima  super- 

fide  di  rotcmonct  le  generatrici  distendendosi  sui  meridiani. 


i^)  Per  le  ulteriori  proprietà  delle  rigate  a  curvatura  nulla,  in  particolare 
per  lo  studio  delle  loro  geodetiche  (elicheldella  geometria  ellittica),  veg^gasi  la 
mia  memoria  già  citata  negli  Annali  (1895). 


4»» 
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Capitolo  XIV. 


Le  ipersnperllcle  negli  spazi  di  cnnatnra  costante 


Foimole  generali  relative  alle  ipersnperfloie  dello  spasio  euclideo.  —  Indeformabilità  delle 
ipersnperfioie  supposte  flessibili.  —  Le  linee  di  curvatura  di  un' ipersuperfioie  e  F  iper- 
superficie evoluta.  —  Rappresentasione  sferica  e  coordinate  tangensiali.  —  I  sistemi  n'" 
ortogonali  neU'ipersfera  e  i  teoremi  di  Darbouz.  —  Formolo  generali  per  le  ipersuper- 
ficie negli  spasi  di  curvatura  costante.  —  Proprietà  particolari  delle  linee  di  curvatura.  — 
Le  sui>erfioie  in  geometria  ellittica  ed  iperbolica  a  tre  dimensioni.  —  Sistemi  coniugati 
e  linee  assintotiche.  —  Le  superficie  riferite  alle  linee  di  curvatura.  —  Le  due  fedde  del- 
l' evoluta  e  il  teorema  di  Weingarten.  —  Le  superficie  riferite  alle  loro  linee  assinto- 
tiohe.  —  Le  superficie  a  curvatura  nulla  nello  spazio  ellittico.  —  Formole  per  le  super- 
ficie dello  spailo  curvo  rappresentate  conformemente  sullo  spazio  euclideo. 

§.  203. 
Le  ipenmperfloie  nello  spazio  euclideo. 

Applicheremo  nel  presente  Capitolo  le  teorìe  generali,  svolte  nei 
§§.  165-168,  relative  alle  ipersuperficie  negli  spazi  curvi,  al  caso  parti- 
eolare  in  cui  lo  spazio  ambiente  sia  a  curvatura  costante  e  ad  un  numero 
qualunque  di  dimensioni,  per  fermarci  poi  più  particolarmente  sulla  esten- 
sione dei  principali  teoremi  relativi  alle  superficie  deirordinarìo  spazio 
al  caso  della  geometria  ellittica  ed  iperbolica  a  tre  dimensioni. 

Cominciamo  la  nostra  ricerca  dal  caso  delle  ipersuperficie  V»  immerse 
nello  spazio  euclideo  S^+i  adn-f  1  dimensioni.  Prendiamo  il  ds*  dell' S,^.i 
sotto  la  forma  normale 

0..n 

(fe«  =  S  (fe«,  , 

i 

ove  la  distanza  D  fra  due  punti  {Xì){ìiÌì)  è  data  da 

Indicando,  colle  notazioni  del  Cap.  XI,  con 

2  6<fc  dUi  duj,    ,      2  ^<^  ^*  ^^ 
le  due  forme  fondamentali  dellMpersuperficie  Vn ,  ì  coefficienti  &  ed  Q 
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saranno  legati  dalle  equazioni  (B.%  (J*)  pag.  362  di  Gauss  e  Codazzi: 

(I)  («8,  pT)6  =  2ap%-0aT2p> 

(")  ^-^+?r/i>-?i7!%.='> 

a,p,Y,  S=  1,2,  3...n  . 
Note  le  due  forme  fondamentali  della  ipersuperficie,  se  indichiamo  con 

iCoXi  .  .  .  X^ 

le  coordinate  di  un  punto  mobile  sulla  ipersuperficie  e  con  Xo,  Xi . . .  X« 
i  coseni  di  direzione  della  normale  espressi  per  le  variabili  u,  qualunque 
coppia  {Xy  Xy\  per  V  =  0, 1, 2  . .  n,  dovrà  soddisfare  alle  equazioni  fonda- 
mentaU  (F),(G)  pag.  360: 

r,s  =  1,2,  3..n 

Notisi  poi  (§.  165)  che  le  formolo  che  definiscono  nel  caso  attuale 
leX  ed  i  coefficienti  Qr*  della  seconda  forma  fondamentale  sono  le 
seguenti  : 

SX,^  =  0    (r=l,2,..n) 

.     V  ™r 

(C) 

■  sx;=:  1 

V 

yà^  3Xv  dx^ 

Nel  caso  che  ci  occupa  possiamo  dimostrare  (Cf.  Cap.  IV  §.  58)  che, 
supposte  soddisfatte  le  condizioni  di  Gauss  e  Codazzi  (I),  (U),  il  sistema 
di  equazioni  simultanee  (A),  (B)  è  illimitatamente  integrabile.  E  infatti 
se  poniamo 

3^  -  «(-) 

il  sistema  (A),  (B)  può  considerarsi  come  un  sistema  di  equazioni  liaearì 
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ai  differenziali  totali  per  le  n+1  funzioni  incognite 
e  cioè: 


(«) 


Se  si  formano  le  condizioni  d'integrabilità  di  questo  sistema,  facil- 
mente si  vede  che  esse  sono  identicamente  soddisfatte,  in  virtù  appunto 
delle  (I),  (II).  Di  qui  è  facile  trarre  la  dimostrazione  dell'esistenza  ed 
unicità  della  ipersuperficie  corrispondente  a  due  date  forme  fondamen- 
tali, per  le  quali  si  suppongono  soddisfatte  le  (I),  (U). 

Il  sistema  (a)  essendo  illimitatamente  integrabile,  prendiamo  n  + 1 
diversi  sistemi  di  soluzioni 

jp^^»l>Jf...l^5^»X,(v  =  0,  l,2.,.n) 

individuati  rispettivamente  dai  loro  valori  iniziali,  presi  ad  arbitrio.  Po- 
niamo allora 

Sy;»l?t'*  -6r.  =-i3,.,  per  r,5=l,2,;.» 

V 

SK'  ^  =«••»  r=l,2,...» 

V 

SX;-1  =  T. 

V 

e  dalle  (a)  dedurremo  per  le  n  (n+l)+l  funzioni  p,.« ,  a,.,  y  il  seguente 
sistema  di  egucusUmi  lineari  ed  omogenee  ai  differenziali  totali 

Basta  dunque  scegliere  i  valori  iniziali,  diciamo  per  Ui  a  ntfy  in  guisa 
che  inizialmente  siano  nuUe  le 
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perchè  risultino  identicamente  nulle  per  tutti  i  valori  delle  u.  Per  vedere 
con  maggiore  chiarezza  come  possano  scegliersi  effettivamente  i  valori 
deUe 

in  guisa  che  risultino  inizialmente  nulle  le  p,.<»  oi^,  7,  radiamo  p.  e.  con 
una  sostituzione  lineare  sulle  u: 

brr  =  l  ,   6r.  =  0  ,   por  r^^  , 

e  allora  basterà  scegliere  per  valori  iniziali  delle 

P^'  P':^  ...  y;  ,  X,    (v  =  0,  1,  2...n)     • 

i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale  a  n  + 1  variabili.  Dopo  di 
ciò  avremo,  per  tutti  i  valori  delle  u,  le  identità: 

V 

s  i)";'  X,  =  0 

V 

sx;  =  i. 

V 

Ed  ora  poiché,  in  forza  delle  (a),  le  espressioni 
^p[''dur  (v  =  0,  2,...n), 

r 

sono  altrettanti  differenziali  esatti,  poniamo 

(1)  «v=  TSi^r  ^^r  (v^0,1.2,...n), 

e  si  vedrà  che  la  ipersuperficie  V^,  definita  da  queste  espressioni  delle 
X  in  funzione  delle  u,  avrà  appunto  le  due  forme  fondamentali  assegnate. 

Così  è  dimostrata  l'effettiva  esistenza  della  ipersuperficie,  e  quanto 
air  unicità  essa^  risulta  dalla  dimostrazione  stessa,  poiché  Tarbitrarietà 
che  resta  nella  scelta  del  determinante  ortogonale  iniziale  e  delle  co- 
stanti additive  nelle  x^,  nelle  formolo  (1)  corrisponde  precisamente  alla 
libertà  di  muovere  comunque  V  ipersuperficie  V^  nello  spazio  S,^i . 

Concludiamo  adunque  :  Affimhè  a  due  date  forme  quadratiche  fonda- 
mentali 

l'-n  l...n 

2    irt   dUr  dU,      ,        2    ^rt   dUr   du. 
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ùonri^f^^nàtk  una  ipersuper^cie  Y»  neHio  sipkmìo  m^cfeo  S«^i  <è  neices^ario 

l'ipersuperficie  w  midta  mdm^wta  ^  mfnp  c^  fummmll^  fffiOfO  J^fc^m* 

§.  204. 
Indeformabilità  delle  ipersuperficie  nello  spazio  euclideo. 

Nelle  proprietà  esaminate  al  §.  precedente  è  ^perfetta  ranalogia  colle 
j»ro|»rietà  delle  superficie  nell'ordinario  spazio  a  tre  dimensioni.  Ma,  ap- 
fem^  il  numero  delle  dimensioni  supera  3,  intervengono  proprietà  affatto 
nuove  che  ora  vogliamo  esaminare.  Ed  in  primo  luogo  dimostriamo  :  Una 
ipersuperfìcie  V»  in  S«^i  è  già,  in  generale,  pienamente  determinata,  ap- 
pena n>>2,  daUa  sua  prima  forma  fondamentale 

£  brt  dur  dUg . 

Quando  i^>'.2,  bastwQ  infatti  ia  generale  le  equazioni  Q)  di  G^maj^s 
a  definire,  a  menp  di  un  cangiamento  ^iipu^tanep  dis^egno^  i  c^efj^cj^ti 
Ì2r«  della  seconda  forma  fondamentale,  salvo  U  caso  in  cui  tutti  i  minori 
di  terzo  ordine  nel  determinante  \Qri\  delle  Q  si  annullino. 

La  verità  di  questa  proposi;^one  deducesi  dal  seguente  teorema  sui 
determinanti:  Se  due  determinanti  d'ordine  n>'2 

hanno  eguali  tutti  i  minori  corrispondenti  di  secondo  ordine  e  non  ntMi 
tutti  i  minori  di  terso  ^ordine,  gli  dementi  dr%  delTuno  saranno  eguali  ai 
corrispondenti  a^  deU\Qltro,  (x  meno  di  un  joangiamento  simtdtaneo  di 
segno. 

Per  dimostrare  queeto  teorema  procediamo  con  EjUing  (^)  nel  modo 
seguente. 

Poiché  i  minori  del  terzo  oMiae  in  («^,)  non  sono  tutti  nulli,  e  tanto 
meno  quindi  tutti  quelli  .di  ^e^iji^P'  ^ngiandp  .opportunamente  gli  in- 
dici, potremo  supporre  che  sia 


aii    Ou 

^1      0» 


4=0 


(*)  J^ht-EukUdische  Baumformen  in  arudytiseher  Behandlung  (Teubner 
1885)  pag.  236-237. 
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«u 

da 

Att 

Oli 

0» 

0» 

Ou 

«M 

o» 

Fra  i  minori  del  terzo  ordine  non  nulli  dovrà  esservene^  pel  teorema 
di  Eronecker,  qualcuno  contenente  il  precedente  come  minore  di  secondo 
ordine,  e  senza  alterare  la  generalità,  potremo  supporre 


+  0. 


Indichiamo  con  A  il  valore  di  quest'ultimo  determinante  e  con  A^, 
(r,9=  1,  2,  3)  i  suoi  minori  di  secondo  ordine  e  notazioni  analoghe 
teniamo  pei   corrispondenti   minori   in   \a'r^\.  Poiché  per  ipotesi   è 

à!r»  =  Ars  e  quindi 

A'*  =  A«, 
sarà 

A'  =  ±A- 

I  determinanti  di  secondo  ordine  formati  colle  Ar<  sono  eguali  ai 
corrispondenti  colle  A'r.,  onde  per  le  relazioni  dei  minori  di  secondo 
ordine  del  determinante  reciproco  cogli  elementi  del  primitivo,  segue 

A'  a'r,  =  A  ttr,  (r,  5  =  1 ,  2 .  3) , 
cioè  intanto 

a'r.  =  ±  «r*  (r ,  5  =  1 ,  2 ,  3)  . 

Ora  abbiamo  per  qualunque  valore  di  r 


a\i    o'it 

Oli 

«U 

^.I     ^r. 

«ri 

Ori 

C^ti     «'« 

Oh 

0» 

O'w     (^rt 

Ori 

Ori 

doò 

«Il  (fl^rt  T  «ri)  —  OlS  (à'ri  T  a^i)  =  0 
Oli  (a'rt  T  «ri)  —  0»  («'ri  T  «ri)  =  0, 

da  cui,  essendo  On  a»  —  Ou  Ou  4=  0,  deducesi 

a'rl  •=»  ±  «ri    »     «'ri  =  ±  «ri 

per  r=l,  2,  3..,n, 


ed  affatto  similmente 


a'ir  =  ±  «Ir       O'tr  «=»  ±  «jr 

(r=l,  2,  3...n)  . 
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Finalmente  essendo  r,  s  due  indici  qualunque,  si  ha: 


467 


O^u    O'it 

_ 

«u 

ai. 

<*'.-i  a^r. 

a,i 

a,. 

fl^lf     0^1, 

Ou 

«1. 

a',.   C^r. 

«n 

Or. 

da  cui  per  le  precedenti  segue 

Oli  (a^r,  T  ar,)  =  0 
Oa  (flT^.  T  flr.)  =  0 

e  quindi,  non  essendo  simultaneamente 


abbiamo 


Ou  sOif  =  0, 


afr,^±ar,  (r,s  =  l,  2,...n), 


ciò  che  dimostra  il  teorema. 

Come  si  vede  adunque,  la  prima  forma  fondamentale  serve  già  per 
sé  sola  a  fissare  T  ipersuperficie  V«,  a  meno  di  movimenti.  L^unico  pos- 
sibile caso  d'eccezione  si  presenta  quando  nel  determinante  (Qf,)  delle Q 
siano  nulli  tutti  i  minori  di  terzo  ordìne.,11  significato  geometrico  di  questa 
condizione  si  rileva  subito  dai  risultati  del  §.  168;  allora  nella  equazione 
di  grado  n  in  R  ivi  segnata  (36)  (pag.  368),  le  cui  n  radici  sono  i  raggi 
principali  di  curvatura  dell'ipersuperficie,  mancano  le  potenze  di  R  su- 
periori alla  seconda,  cioè  n-2  dei  raggi  principali  di  curvatura  sono 
infiniti.  Possiamo  enunciare  dunque  il  risultato:  Nello  spcuAo  euclideo  a 
pia  di  ire  dimensioni  ogni  ipersuperficie  è  indeformabile  (non  può  flettersi); 
un'eccesione  può  presentarsi  soltanto  nd  caso  che  tutti  i  raggi  principali 
di  curvatura  dàX  ipersuperficie,  tranne  due  al  più,  siano  infiniti. 

L'effettiva  ricerca  delle  ipersuperficie  deformabili  è  ben  poco  avan- 
zata per  ora.  Risultati  notevoli  in  questo  indirizzo  sono  stati  ottenuti 
da  Schur  pel  caso  dello  spazio  a  quattro  dimensioni  <^),  ma  noi  qui  non 
possiamo  che  accennarvi. 


(^)  Uéber  die  JDefannaiUm  eines  dreidimensionalen  Baumes  in  einem  ébenen 
vierdimensionalen  Baume  (Math.  Annaien  Bd  XXVn  pag.  Ui). 
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§.  205. 
Le  •qtiaiìmì  deU'aFpUcftbiUtà. 

Per  dedurre  i  riaultaefci  del  §.  precedente  A  siamo  appoggiati  soltanto 
snlle  equazioni  (I)  di  Gauss,  le  quali  per  «»>>£  individuano  le  Qr*  ap- 
pena note  le  K»  (salvo  il  notato  caso  d'eccezione).  Ma  se  teniamo  conto 
anche  delle  equazioni  (II)  di  Gauss,  vediamo  die  nemmeno  la  prima  forma 
fondamentale  ddl' ipersuperficie  V^  dello  spaeio  euclideo  Sn^ipuò  darsi  ad 
arbìtrio.  E  infatti  le  Q^s  tratte  dalle  equazioni  (I)  di  Gauss  debbono 
inoltre  soddisfare  le  equazioni  differenziali  (II),  e  solo  in  questa  ipotesi 
esisterà  l'ipersuperficie  corrispondente. 

È  facile  accertarsi  a  priori  della  verità  di  questa  proposizione.  Se 
vogliamo  infatti  realizzare  il  dato  'd^  ^  m  dÌBieiiftiom': 

2   Kt   dUr  *«. 

entro  lo  spazio  euclideo  S,^.i,  dobbiamo  determinare  le  n+1  funzioni 

incognite  a?o,,  ^i,  ^.  . .  rr»  di  Ui,  Ut,..  .u^  in  guisa  che  sia 

1...» 
dJ^o+daii'^-  ...  +  dai^^br,dUrdu,. 

Per  lina  qnaStmcpie  delle  n+1  a;  la  forma  a  n  yaria'bfli 

iàff^e  essese  adunque  a  curvatura  Biemanniaoa  nulla.  Eguagliando  .a^eso 

n^(n*<^i) 
gli  — ^^r — -  simboli  di  Riemann  di  quest'ultima  forma  (§.  35),  si  otten- 

gono  così  altrettante  equazioni  simoltwee  a  derivate  parziali  .per  lìuaica 
(funzione  (incognita  re,  le  quali,  come  subito  si  veda,  ^ono  idei  SBcondo 
ordine.  Queste  equazioni,  che  possono  dirsi  le  eiwmoni^ddP'qsjfilùKibUità, 
sono  naturalmente  compatibili  solo  in  casi  speciali. 

Le  oonsideraziaoi  sopra  esposte  aon  sono  manifeetomente  che  una 
tgenerali^zazione  di  quelle  ^al  §.  109  per  l'applicabilità  «di  siipecfide  nello 
.«paùo  osdinaido.  Wi  è  anche  facile  iomnare  effettivamente  le  indioate 
equazioni  dell'applicabilità  procedendo,  come  al  §.  69!*  al  calcolo  di  pa- 
rametri differenziali.  Partiamo  per  ciò  dalle  equazioni  fondamentali  (A) 
pag.  462,  le  quali  coi  simboli  delle  derivate  covarianti  si  scrìvono 
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Da  queste  deduciamo 

•      .  Xrn  ^Xt  —  Xrt  ^t  =  (Sr.  Q%t Art   Sfc.)  X'  ^ 

ossìa  per  le  equazioni  (I)  di  Codazzi 

(2)  a?r.  x%t  —  Xrt  Xh,  =  (r* ,  «Oft  X* . 
Qm  sì  ha,  ooave  ttet  casa  ovdinflno 

(3)  AxaJ=l-X^ 

la  quale  forinola  si  Tipifica  nel  modo  più  semplice  rendendo  nel  punto 
iniziale  f^  ove  si  vuole  calcolare  il  valore  di  Ai  x^  con  una.  aostitiuione 
lineare  sulle  u 

brr  =  l    ,    6r.  =0  per  r4:5, 


sicché  per  ti{B?^  il  determinante 

(yoO  ^  1,  2,.,.n) 
è  d  determinante  d!  una  sostituzione  ortogonale;  aDora  è 

Sostituendo  nelle  (2)  il  valore  di  X*  dato  dalla  (3),  troviamo  le: 

(HI)  Xr,  Xi,t—XrtXKs  =  (rk,sf)i,  (1  — Aia;), 

r,  J,  s,  <  =  1,  2,  3...  », 

che  sono  appunto  le  indicate  equazioni  dell'api^cabilità. 
Notiamo  ancora  la  formola  che  dà  il  parametro  à^x: 

La  somma  del  secondo  membro  non  è  altro  (§.  168)  che  la  somna 

1+1+    +1. 

delle  inverse  dei  raggi  principali  dì  corvatora  della  ipersuperficie.  Si  ha 
quindi 

(*)  '^»-(È  +  S  +  -  +  È)^' 

la  quale  formola  generalizza  quella  delBeltranu!((A)  pag.  146).  Il  lettore 
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osserverà  che  si  possono  scrìvere  formolo  analoghe  per  la  somma  dei  pro- 
dotti a  due  a  due,  a  tre  a  tre  ecc.  delle  inverse  ^ ,  che  noi  qui  omet- 
tiamo. 

Facciamo  un'  applicazione  di  queste  osservazioni  generali  ricercando 
se  nello  spazio  euclideo  S^^-i  esistono  spazi  a  n  dimensioni  di  curvatura 
Biemanniana  costante  Eo  (Cf.  §.  169).  Per  le  formolo  (II)  di  (Codazzi 
dovremo  avere 

fiap  %  — fior  2pj  =Ko(6ap  \  — ^  &pj). 

Ora,  con  una  sostituzione  lineare  sulle  u,  possiamo  rendere  in  un 
punto  ini£fiale  téf 

bn  =  l    ,    bit,  =  Qij,  =  0   (peri+t), 
dopo  di  che  avremo  le  equazioni 

Ma,  indicando  Bi,  Bs, . . .  B,»  i  raggi  principali  di  curvatura,  si  ha 
Q<<  =  ^-  e  le  precedenti  si  scrìvono  adunque 

B,Bfc*  =  g-  (i+t=l,2,...n)  . 

dove  i,  k  sono  indici   differenti.  Ora  se  supponiamo  n>>2,  da  tre  di 
queste  equazioni 

B<  Bfc  =  =-  ,   B<  Bj  =  ^   ,   Bfc  B|  =  =- 

•■V)  ^  -u-O 

segue 

e.  perciò  intanto  deve  essere  Eo  positiva,  diciamo  Eo»kì)  ^  s^^ 

Bi  =  B^  = . . .  =  B^  =  B  • 
La  seconda  forma  fondamentale 

2  Qiit  dUi  duj, 

dell'ipersuperficie  non  differisce  adunque  dalla  prima  lòti,  dut  dut,  che 
per  il  fattore  costante  ^  •  Se  rìcorrìamo  dopo  ciò  alle  formolo  fonda- 
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mentali  (B)  pag.  462,  ne  deduciamo 

9X  l  ^^     ^     dx 


doè 


e  quindi 


essendo  le  e  costanti.  L'ipersuperficie  richiesta  è  adunque  Tipersfera  di 
raggio  R 

Concludiamo  adunque:  Ndlo  spazio  euclideo  a  più  di  tre  dimensioni 
non  esiste  alcuna  ipersuperficie  che  sia  uno  spazio  di  curvatura  Bieman- 
niana  costante  negativa;  di  ipersuperficie  a  curvatura  Biemanniana  eo^ 

stante  positiva  E  =  ^  esiste  soltanto  Vipersfera  di  raggio  R.  Come  sì 

vede,  le  ipersfere  dello  spazio  euclideo  sono  indeformabili. 

§.  206. 
Le  linee  di  eonratura  di  un'ipenniperflcie  e  ripenuperflcie  evoluta. 

Riprendendo  lo  studio  delle  proprietà  delle  linee  di  curvatura  di 
unMpersuperfide  (§.  168)  nel  caso  particolare  attuale  di  uno  spazio  am- 
biente euclideo,  vediamo  come  le  linee  di  curvatura  siano  allora  su- 
scettibili di  una  seconda  definizione,  che  è  la  generalizzazione  di  quella 
da  cui  siamo  partiti  per  lo  spazio  ordinario  (§.  59)  <^):  Una  linea,  tracciata 
sopra  un'ipersuperficie  V»  in  S»^.i,  è  linea  di  curvatura  se  le  normali 
cSX  ipersuperficie  lungo  la  detta  linea  risultano  tangenti  ad  una  curva  dàlo 
spaaio;  U  vedere  (algebrico)  del  segmento,  che  intercede  fra  U  piede  della 
normale  ed  U  suo  punto  di  contatto  colla  detta  curva,  rappresenta  U  cor- 
rispondente raggio  principale  di  curvatura. 

Supponiamo  sulla  ipersuperficie  y«  una  linea  L  a  cui  appartenga 
r  enunciata  proprietà,  ed  essendo  M  il  piede  della  normale  sopra  L  ed 
fn  il  punto  di  contatto  della  normale  colla  curva  G  inviluppo  delle  nor- 


(^>  Nei  §§.  seguenti  dimostreremo  che  lo  stesso  accade  più  in  generale  per 
uno  spazio  a  curvatura  costante. 


Digitized  by 


Google 


472  CAPITOLO  XIT.  —  §.  206 

mali  lungo  L,  poniamo 

p  =  mM  , 

dando  dunque  a  p  il  valoréf  positivo  o  negativo  secondo  che  la  direzione 
da  m  verso  M  procede  nel  senso  positivo  o  negativo  della  normale. 

n  punto  m  si  dirà  il  cenir&  principale  di  curvatura  corrispondente 
alla  linea  L. 

Procedendo  precisamente  come  al  §.  59,  troviamo  che  una  tale  Iiae& 
L  è  caratterizzata  dalle  equa^ofli 

dXr  «^fidX^  (r«a,  1,-2,...^) 

i  differenziali  essendo  presi  lungo  L.  Se  scriviamo  queste  equaezioni: 

dx 
ìsrià  le  ìMltipyehiamo  per  x-^  e  sommiamo  rispetto  a  r,  osservando  che 

otteniamo  le  equazioni  perfettamente  equivalenti 

che  coincidono  colle  (35)  pag.  368,  ove  si  faccia  p  =  -  R.  Ciò  dimostra 
appunto  le  proprietà  enunciate. 

Osserviamo  poi  che  sopra  ogni  normale  all'  ipersuperficie  V»  avremo 
da  considerare  gli  n  centri  principali  di  curvatura  Wi ,  n^ , . .  m» ,  il  cui 
luogo,  composto  di  n  falde,  diciamo  V  ipersuperficie  evoluta.  Le  conside- 
razioni geometriche  al  principio  del  Gap.  IX  (§.  124),  sono  immediata- 
mente estendibili  al  caso  di  un  numero  qualunque  di  dimensioni.  Ne 
risulta  che  sopra  ciascuna  falda  £<  deir  ipersuperficie  evoluta,  corrispon- 
dente al  raggio  principale  p,-,  le  linee  inviluppate  dalle  normali  del- 
l'ipersuperficie  primitiva  lungo  una  linea  di  curvatura  corrispondente  sono 
geodetiche  di  S^  ed  esse  ammettono  in  S<  una  serie  di  varietà  ad  n— 1 
dimensioni  ortogonali,  varietà  che  hanno  per  equazione  p^  »  costante.  La 
verifica  analitica  di  queste  proprietà  è  ben  semplice  (Cf.  §.  126).  Pren- 
dansi  infatti  a  linee  coordinate  (ui)  sopra  V,»  le  linee  di  curvatura  di  un 
sistema  e  sia  pi  il  corrispondente  raggio  di  curvatura  e  con  «^  indi- 
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chiamo  le  coordinate  del  eorrispondente  centro  di  curvatura;  avremo 


Ora  si  ha  per  ipotesi 


e  confliBgiiMtomente 


dui  dui 


ludicando  adunque  con  br,  i  coefficienti  dell'elemento  lineare  per  la 
IHrima  falda  Si  dell'ipersuperficie  evoluta,  ne  deduciamo 

r  _/9pj\'  •  r  _3pi  3pi 


e  quindi 


&*  =  dpf  +  2  *<*  **<  ***» 


le  a|]t  essendo  funzioni  di  th,  %, ...m». 

Dunque  in  £i  le  varietà  pi  =  costante  sono  geodeticamente  parallele 
ed  hanno  per  traiettorie  ortogonali  le  linee  (mi),  che  sono  quindi  geo- 
detiche sopra  Si  e.  3. 3. 

Inversamente  si  dimostrerà  che  se  entro  una  ipersuperficie  V^  di 
Sn+i  si  traccia  un  sistema  oo  ^  di  varietà  ad  n  - 1  dimensioni  geodeti- 
camente parallele  e  si  tirano  in  S^i  le  tangenti  alle  geodetiche  orto- 
gonali a  dette  varietà,  queste  riusciranno  normali  ad  una  serie  d'iper- 
superficie (parallele)  Inj  ciascuna  delle  quali  avrà  dunque  per  una  falda 
dell'evoluta  la  Vn  data. 

§.  207. 
Bftppresontftiioiie  sfericn  delle  ipenniperflcie. 

Ci  proponiamo  ora  di  estendere  allo  spazio  euclideo  a  più  dimensioni 
la  teoria  della  ordinaria  rappresentazione  sferica  di  Causa  (Cap*  V)» 
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nella  qual  cosa  ci  limiteremo  a  stabilire  le  formole  fondamentali,  sulle 
quali  sarà  facile  al  lettore  ricostruire  Finterà  teoria. 

Data  un'ipersuperficie  Vn  in  S^+i,  consideriamo  ripersfera 

4  +  ai  +  ...  +  ai=l 

col  centro  nell'origine  e  di  raggio  »l;preso  un  punto  M^(a?oa?i...rt;») 
sopra  Vn  tiriamo  il  raggio  dell' ipersfera  parallelo  alla  normale  (X<)  in 
M.  Questo  raggio  incontrerà  l'ipersfera  nel  punto  M'  di  coordinate 

sifi  =  Xi  (i  =  0,  1,...»), 

che  riguarderemo  come  immagine  del  punto  M  della  ipersuperficie  Y,». 
Affinchè  l'immagine  dell'ipersuperficie  Vn  abbia  lo  stesso  numero  n  di 
dimensioni,  converrà  soltanto  escludere  il  caso  che  uno  o  più  dei  raggi 
principali  di  curvatura  della  V»  siano  infiniti  (^);  quando  parliamo  di 
rappresentazione  sferica  di  un'ipersuperficie  intendiamo  senz'altro  escluso 
questo  caso. 

Indichiamo  ora  con 

(5)  (fe^«  =  26'r.  **r**. 

il  (b*  dell'immagine  sferica  di  Vn,  ponendo  cioè 

La  forma  quadratica  (5)  si  dirà  la  teraa  forma  fondamentale  dell'iper- 
superficie Vn,  e  noi  dovremo  cercare  in  primo  luogo  le  relazioni  che  la 
legano  alla  prima  ed  alla  seconda  forma: 

S  br,  dur  du,     ,    I  Q^.  dUr  du,  . 

3X.       3X. 
Sostituendo  nella  (6)  per  _      _  i  valori  tratti  dalle  formole  fon- 

3wr  '  9m, 


<^)  n  numero  delle  dimensioni  dell'  immagine  sferica  di  Vn  è  infatti  <^n  solo 
quando  le  funzioni 

possono  esprimersi  per  un  numero  di  variabili  <^n.  E  allora  se,  cangiando  le 
variabili  u,  supponiamo  p.  e.  le  Xi  indipendenti  da  Un  ,  vediamo  che  si  annul- 
lano tutti  i  coef&cienti  Qrn  (r  »  1 , . .  n)  e  per  ciò  la  (36)  §.  166  ha  almeno  una 
radice  infinita. 
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mentali  (B)  pag.  462,  si  trova  subito  intanto 
(7)  y..  =  ^B,.fi,.fi..  . 

D'altra  parte  le  formolo  (A),  applicate  allMpersfera  stessa,  danno  le 
seguenti 

r  indice  V  apposto  ai  simboli  di  Ghristoffel  indicando  che  questi  sono 
costruiti  per  la  forma  quadratica  (5),  cioè  per  il  à^  dell' ipersfera. 
Ora  se  deriviamo  la  formola 

Q.  =-S— —  =  — S— —  . 

rapporto  ad  una  Ux ,  tenendo  conto  delle  formolo  (A)  e  delle  precedenti 
(A*),  troviamo  subito: 

Se  permutiamo  in  (a)  X;  con  l  e  combiniamo  per  sottrazione  le  due 
formolo,  otteniamo 

queste  non  sono  altro  che  le  formolo  (II)  di  Codazzi.  Ma  se  procediamo 
nel  medesimo  modo  sulle  (&),  otteniamo  le  altre,  perfettamente  simili 
rispetto  alla  terza  forma  fondamentale 


Queste  ci  dicono  che  la  forma  trilineare  covariante,  costruita  per  la 
seconda  forma  fondamentale]^  Qrs  iu^  du^   dell'ipersuperficie  V»  ri- 

spetto  alla  terza  ]^  Vr,  dur  du, ,  è  identicamente  nulla  (§.  38).  Diremo 

r.e 

le  (II*)  le  equazioni  di  Codazzi  per  la  rappresentazione  sferica. 


<^)  Queste  non  sono  altro  the  Te  formolo  di  Weingarten  (V.  nota  a  piò  di 
pagina  166)  estese  ad  usi  numero  qualunque  di  dimensioni. 
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Date  due  forme  quadratiche 

S  Qr,  durdu,    ,    1  Vr,  dUr  du,  , 

come  seconda  e  terza  forma  fondamentale  per  un'  ipersuperficie  V«»  per- 
chè esista  una  corrispondente  ipersuperficie  è  necessario  che  siano  sod- 
disfatte le  condizioni  seguenti: 

1.^  La  forma  £  Vr,  dUr  du,  rappresenti  9  cb*  di  uno  spazio  sferica" 
ad  n  dimensioni  di  curvatura  Riemanniana  E  »  1 

HJ"  Siano  soddisfatte  ìe  equazioni  (11^  dì  Codazzi. 

Ora  dimostriamo  che  queste  condizioni  sono  anche  sufficientS  e  P  iper- 
superficie Vn  ne  risulta  determinata  (a  meno  d!  movimenti  nello  spaziò). 
Intanto,  essendo  il  detenmnante 


vJLy       àJLy  CJLy 

'3«i  9ut  **'  ^ 


v=0,  l>2...n 


diverso  da  zero  (^),  potremo  certamente  esprimere  le  derivate  delle  x^ 
rapporto  alle  u  come  aggregati  lineari  ed  omogenei  degli  elementi  della 
riga  scritta  del  determinante,  poniamo 

(v-0,  1,  2,...fi)  , 

la  quale  cosa  segue  del  resto  anche  dalle  (B)  pag.  462.  Per  determinare 
i  coefficienti  a<^,  Pi,  osserviamo  che  si  ha 


sx^ 


e  ne  dedurremo 


:o,sx,g~^=o  ,  sx;=i  , 


r 

e  quindi,  risolvendo  rapporto  alle  a<^ 

Vu  Vii  .  . 


•Q 


ih 


^ih  » 


(^)  n  suo  quadrato  ò  infatti  » 
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ciò  che  dà  per  >Ie  ftrmole  ddtiieste: 

v  =  0,  l,...n    ;    i  =  l,  2,...n. 

Essendo  così  determinate  tutte  le  derivate  delle  x^^  T  ipersuper- 
ficie è  individuata,  a  meno  di  una  traslazione  nello  spazio  ^^K  D'altronde 
4»  Bi  aeriiNaDi»  ile  (Condieiom  'd'integrabilità  per  le  (IV): 

tenendo  conto  delle  (A*)>  delle  equazioni  (II*)  di  Codazzi  che  supponiamo 
verificate,  ed  infine  delle  seguenti  identità  (Cf.  le  (a*)  pag.  349): 

«i  >¥ede  svbSiQ  che  le  (<^  stesse  si  rìsolvono  in  .altrettioitefidaiktttà,  ciò 
.die  diiaostca  Mte  le  Aoetre  asaereioni. 

Stabiliamo  ora  le  formole  che  esprimono  i  raggi  pnnqpali  4i  cvf- 
«^atuntte  le  equazioni  ^differenziati  delle  linee  di  curyatm;»  per  xàw^o 
deUa  aeconda  e  terea  .forma  fondamentale* 

Lungo  una  linea  L  di  curvatura  debbono  essere  soddisfatte  le  egua- 
zioni  differenziali  caratteristiche  (§.  200) 

v  =  0,  1,2^. ..il. 

ax. 

Moltiplicando  queste  per  ^~  e  «sommando  rispetto  a  v  da  0  a  n,  si 
ottengono  le  -eqiiaeioiiii  equivailenti 

(8)  ^  fi,*  dui  +  p^ Vu  dui=0 

i;»l,  2,  ...n. 

(^)  Questo  perchè  abbiamo  supposto  issata  1*  immagfine  sferica;  rotando 
questa  sull'  ipersfera,  ruota  V  ipersuperficie  Atollo  spazio. 

(*}  Come  per  l'ordinario  spazio,  vediamo  che  le  linee  di  curvatura  dell'lper- 
imperflcie  sono  caratterizzate  da  questo  che  la  loro  tangente  non  viene  deviata 
nell*  immagine  sferica. 
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Eliminando  le  c2u{,  si  ha  T equazione  di  r^""  grado  in  p 
Oli  +  p6u     Oi»  +  p6u  . . .  fiin  +  p6'i* 
Qn+P^M    Qt.+p6«  ...  Q,H  +  p6'*. 


(9) 


anx  +  p6'ni  fl^  +  p6',a...a^  +  p6'^ 


0, 


le  cui  n  radici  pi,  Pt . . . Pn  sono  i  valori  dei  raggi  principali  di  curva- 
tura; in  particolare  avremo 


(10) 


Pi  +  P«  +  ...  +Pn=  "S^* 


Q. 


§.  208. 
Coordinate  tangenziali. 

Vogliamo  ora  estendere  le  formolo  di  Weingarten  relative  alle  coor- 
dinate tangenziali  (§.  81),  ritenendo  la  ipersuperficie  determinata  come 
inviluppo  del  sub  iperpiano  tangente,  ed  assumendo  come  coordinate  me- 
triche di  questo  iperpiano  i  coseni  di  direzione  Xo ,  Xi . . .  Xn  della  sua 
normale  e  la  distanza  W  dellMperpiano  dall' origine,  che  è  data  da 

(11)  w  =  Sa;vX,. 

V 

Per  un'  osservazione  già  fatta  al  §.  precedente,  potremo  determinare 
le  coordinate  x^  del  punto  di  contatto  dell' iperpiano  tangente  con  for- 
molo del  tipo  seguente 

v  =  0,  1,  2...n, 


(12) 


le  p<,  «  essendo  funzioni  delle  u.  Intanto  dalla  (11)  risolta  subito  a»  W 
e  poiché,  derivando  la  (11),  si  ottiene 

3Xv 


(13) 


a»» 


%x^ 


3«fc 


daUe  (12),  per  determinare  le  p<,  ricaviamo  le  equazioni 

h-\^  2,...n; 
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e  quindi,  risolYendo  rapporto  alle  p: 

SoBtitaendo  nelle  (12),  abbiamo  le  formole  richieste 


^ -"^-^i^'-'èZ  ' 


ossia 

(V)  rCv  =WXv  + V'(W,Xv), 

il  parametro  differenziale  primo  V  essendo  calcolato  rispetto  al  dsf*  del- 
rimmagine  sferica. 

I  coefficienti  Q{;t  della  seconda  forma  fondamentale  si  determinano 
poi  facilmente  derivando  nuoyamente  le  (13)  ed  osservando  le  formole 
fondamentali  (À*)  pag.  475;  otteniamo  così  : 

doè 

(14)  —QiK^Vf,n+b\^W  (i,t=l,2....n)  , 

indicando  W^j^  la  derivata  seconda  covariante  di  W,  costruita  rispetto 
a  ds". 

Così  abbiamo  tutte  le  formole  necessarie  per  il  calcolo  degU  elementi 
dell'ipersuperficie  in  coordinate  tangenziali.  In  particolare  per  ìsl  somma 
Pi  +  Pt  •  •  •  +  P»  dei  raggi  principali  di  curvatura,  otteniamo  dalla  (10) 
e  dalle  (14)  la  formola 

P1  +  P.  +  ...  f  P.  =  gB',,W,,  +  WgB',,y,,  , 

che  si  scrive  sotto  la  forma  notevole 

(VI)  A',  W  +  n  W  =  px  +  p,  + . . .  +  p^  . 

Per  tal  modo  abbiamo  esteso  al  caso  di  un  numero  qualunque  di 
dimensioni  le  formole  relative  alle  coordinate  tangenziali  del  §.  81. 

Ma  per  osservare  una  rilevante  differenza  che  si  presenta  nel  pas- 
saggio ad  un  numero  superiore  di  dimensioni,  proponiamoci  la  questione 
seguente:  Possano  darsi  ad  arìriirioper  un'ipersuperficie  le  immagini  sfe- 
riche ddle  linee  di  curvatura  di  un  sistemai 
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Osserviamo  subito  che  il  problema  anniatte  sempee  wa  collusione 
evidente  quando  si  prende  per  ipersuperficie  un'ipersfera  qualunque, 
giacché  su  questa  ogni  linea  è  linea  di  curvatura.  Intendendo  natural- 
mente esclusa  questa  soluzione  ovvia,  per  rispondere  alla  questione  assu- 
miamo sulla  ipersfera  rappresentativa  le  linee  date  a  linee  coordinate 
(tii),  le  altre  (ih)  M ... (Un)  prendendo  coiRunque;  sia  pi  il  raggio  di 
curvatura  corrispondente  alle  linee  (%).  Esprimiamo  le  condizioni  richieste 
ponendo  nelle  (8) 

dti,  =  iltis  =» . . .  =  dUn  =  0  ,  p  =  pi 

41  che  dà  le  n  .equazioni 

fiu  +  Pi  6  u  =  0  , 

ossia,  eliminando  pi,  le  n-1  equazioni 

ftuOii  — 6'iiau=;=0  (i  =  2,3,...n)  . 

Traducendo  queste  condizioni  in  coordinate  tangenziali,  secondo  le  (14), 
avremo 

(15)  '  yx^Wn-6'nWu  =  0  (A;=:2,3...n). 

(Queste  equazioni  sono  sempre  fra  loro  compatibili,  ammettendp  ^- 
«ftOSio,  .sQopndQ  le  (A),  le  «4-1  sdiazipm  l|oe«rmeiite  Jindip9ud^{Ltì 

e  quindi  la  soluzione 

(16)  W«=R+«^X,, 

V 

essendo  Oo,  Oi, . . . an,  B  costanti  arbitrarie. 

Questa  soluzione  (16)  <sorrisponde,  come  wlAto  si  vede,  a  prenj^re 
per  r  ipersuperficie  richiesta  T  ipersfera 

«(«.'-a^y  — W. 

I^wque:  jtt prOkn^ propash  immetU^fsO^  Iei»er- 

inerti,  ^fio  fuando  ie  .«»  - 1  e^msfiom  sitMdtanee  4d  seemdo  ordme  {US) 
ammeUono,  óltre  la  (16),  <ittr^  JoItMpm  oommH 
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§.  209. 
I  sigtemi  nP^*  ortogonali  nell' ipenfera  e  i  teoremi  di  Darbonx  (0- 

Applichiamo  le  formole  sopra  stabilite  alla  deduzione  di  alcuni  im- 
portanti risultati  dovuti  a  Darboux  (1.  c.)« 

Da  ogni  punto  di  un'ipersuperficie  Vn  in  S^i  escono  n  linee  di 
curvatura  di  Yn,  una  per  ciascun  sistema,  secondo  direzioni  due  a  due 
ortogonali.  Ora,  in  generale,  non  è  possibile  trovare  n  tali  variabili 
Uiy  ti,, ...  Un  che  lungo  ogni  linea  di  curvatura  una  sola  di  esse  varii; 
in  altre  parole  non  si  può  costituire  in  Vh  un  sistema  n****"  ortogonale, 
le  cui  linee  d'intersezione  siano  le  linee  di  curvatura  di  V*.  Però  esi- 
stono infinite  ipersuperficie  di  questa  particolare  specie,  che  Darboux 
chiama  a  linee  di  curvatura  coordinate.  Intanto  è  evidente,  per  le  pro- 
prietà della  rappresentazione  sferica,  che  l'immagine  sferica  di  una  tale 
ipersuperficie  dà  luogo  ad  un  sistema  n*'*''  ortogonale  nell'ipersfera  rap- 
presentativa. Ora  Darboux  ha  stabilito  inversamente  che  :  Dato  un  qua- 
lunque sistema  n^^^  ortogonale  ndV  ipersfera,  esistono  infinite  ipersuperficie 
dipendenti  da  n  funzioni  arbitrarie  di  una  variaòUe  ciascuna,  che  lo 
ammettono  come  immagine  ddle  loro  linee  di  curvatura,  le  quali  sono 
adunque  coordinate. 

Sia  infatti 
(16)  cfe^'^H!  ciM?  +  Hi  di4  +  . . .  +  Hi  Ali 

il  (fe*  dell' ipersfera,  riferita  ad  un  sistema  n**'**  ortogonale.  Per  trovare 
un'ipersuperficie  che  abbia  per  immagine  delle  sue  linee  di  curvatura 
le  linee  (wi)  (w,)  •  • .  W  dell'  ipersfera,  dovremo,  riferendola  a  coordinate 

tangenziali,  determinare  W  dalle  — ^^ —  equazioni  simultanee  (§.  205). 

W,.  =  0  (ii=*)  ; 

si  tratta  dunque  di  esaminare  la  compatibilità  di  queste  equazioni.  Per 
la  forma  ortogonale  (16)  del  ds'^,  queste  si  scrivono 

(n)  3^    _  3iogH>  3W     aiogH,  aw 

^     ^  dUiduj,  dUi      dux  dux      dut 

(Ì4:A;=1,  2,...n). 


(*)  V.   Legans  sur  ks  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvUignes, 
pag.  173  e  seg.  (Gauthier-Villars  1898). 

81 
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D'altra  parte  se  i^k,!  indicano  tre  indici  diversi,  il  ds'*  dato  dalla 
(16)  avendo  la  curvatura  Riemanniana  costante  (»1),  si  ha 

(ii,  kl)  =  0; 

cioè  (§.  159  formola  (17)): 

^  dUi  dui        Hi  dui    dUi         Hf   dUi   3wj 

Ora  se  prendiamo  una  seconda  equazione  (17) 

yw   ^  aiogH,  aw     aiogH,  aw 

e  formiamo  le  condizioni  d'integrabilità 

d_  piogRi  3W      31ogHi3W\        3    /31ogH^  3W      31ogH,  3W\ 
3wjt  \    3w<      3wi  Sm»     3mì/      3t4i  \    3mì      du^         Sm*      3tt</  * 

sostituendo  per  le  derivate  seconde  di  W  i  valori  (17),  troviamo  che  in 
forza  delle  (18)  esse  risultano  identicamente  ^soddisfatte.  Per  noti  teo- 
remi sui  sistemi  simultanei  di  equazioni  a  derivate  parziali  (^)  si  con- 
clude di  qui  che  le  (17)  posseggono  una  soluzione  comune  con  n  fun- 
zioni arbitrarie.  £  più  propriamente,  scelto  un  punto  (téf)  dellMpersfera 
e  considerate  le  linee  coordinate  (uj)  (%) . ,  (Mn)  uscenti  da  quel  punto, 
possono  darsi  ad  arbitrio  i  valori  di  W  lungo  queste  linee. 

La  ricerca  delle  ipersuperficie  a  linee  di  curvatura  coaréUnate  si  ri- 
duce dunque  alla  ricerca  dei  sistemi  n^^*  ortogonali  nellMpersfera  (ovvero 
nello  spazio  euclideo  ad  n  dimensioni  sul  quale  V  ipersfera  può  rappre- 
sentarsi in  modo  conforme)  ed  alla  susseguente  integrazione  dei  sistemi 
della  forma  (17). 

§.  210. 
Formole  generali  per  le  ipersuperficie  nello  spazio  ellittico. 

Passiamo  ora  a  stabilire  le  formole  fondamentali  per  le  ipersuper- 
ficie negli  spazi  a  curvatura  costante  in  generale.  Sarà  opportuno  far 
uso  delle  coordinate  di  Weierstrass  sia  nello  spazio  ellittico  che  nell'iper- 


(i)  Dabboux.  Legons  sur  la  théarie  generale  des  surfacea^  IV«  Partle,  pag^. 
267  s.  s. 
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bolico  (§.  193,  194)  perchè  allora  queste  forinole  risultano  affatto  simili 
a  quelle  stabilite  nei  §§.  precedenti  per  lo  spazio  euclideo  ^^K 

Cominciando  dallo  spazio  ellittico  S»  ad  n  dimensioni,  di  curvatura 

E  =  ^, ,  definiamo  il  suo  ds^  colla  formola 

(19)  (fe»  =  R*(dlrJ+d«  +  ...  +  diii), 

essendo  XoXiX^  ...x^  le  coordinate  correnti  di  Weierstrass  di  punto, 
legate  dalla  relazione 

(20)  S  a^,  =  1 . 

V 

n  più  spesso  gioverà  considerare  Xo,Xi.  ..x^  come  coordinate  omo- 
genee di  punto  in  uno  spazio  euclideo  S'n  rappresentativo,  ove  è  sta- 
bilita una  metrica  di  Gayley  rispetto  all'assoluto 

(21)  4  +  ix^i  +  ...+si  =  0. 

Prendiamo  in  S^  un'ipersuperficie  Vn-i  definita  dalle  equazioni 
x^  =  x^{ui,ut,..u^i)  ,  v  =  0,  l,...n  , 
e  indichiamo  al  solito  il  suo  elemento  lineare  con 

(22)  ds'  =  '"^'brndurdu,, 
dove  dunque  si  è  posto 

(23)  Ks=B.'8^-^^^. 

V  dUr  dUg 

Siano  poi  £o£i  £<•••&»  le  coordinate  di  Weierstrass  delPiperpiano 
tangente  in  (Xi)  a  Vn-i;  esse  risultano  definite,  a  meno  di  un  cangia- 
mento simultaneo  di  segno,  dalle  equazioni  (§.  193): 

dXs, 
SS^=l    ,    Scva;v  =  0    ,    St=-=0(r  =  0,  l,2...n). 

V  V  V  ^^r 

Esprimiamo  ora  per  mezzo  delle  x,i  e  delle  loro  derivate  i  coef- 


(^)  Nel  caso  dello  spazio  ellittico  ed  iperbolico  a  tre  dimensioni,  e  per  una 
forma  ortogonale  del  ds^  della  superficie,  queste  formolo  furono  date  la  prima 
volta  dal  Fibbi  nella  memoria:  I  sistemi  doppiamente  infiniti  di  raggi  negli 
spazi  di  curvatura  costante,  (Annali  della  B.  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa 
T.  Vn  1895). 
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ficienti  Qr,  della  seconda  forma  fondamentale  di  V,»-i.  Per  questo  dob- 
biamo calcolare  la  variazione  del  ds^  nel  passaggio  dalla  ipersuperficie 
Vn^i  alla  infinitamente  vicina  parallela  secondo  la  formola  (28)  §.  164 
(pag.  359) 

Scfo«  =  — 26  ^^  Qr.durdu,, 
indicando  e  la  distanza  infinitesima  fra  V^^i  e  la  infinitamente  vicina 

Ora  per  le  coordinate  x^  di  un  punto  di  V^i  abbiamo 
x^=x^ cosfgj  +  €v  Ben  fgj  , 

cioè,  trascurando  le  potenze  superiori  di  e 

a^  =  aJv  +  g  4v  » 
ovvero 

Dì  qui  si  trae,  variando  la  (19) 

8eZs*=2R'Scfa,8cto,  =  2ReS<tevd£v, 

V  V 

e  quindi 
(25) 


Ora  se  osserviamo  che  il  quadrato  del  determinante 
(26) 


R^,   R?^,...rJ^  ,   rr,,£. 


v  =  0,  1,  2,  ...» 

eguaglia,  per  le  (23),  (24),  il  discriminante  della  prima  forma  fondamen- 
tale (22),  ed  è  quindi  diverso  da  zero,  vediamo  che  si  potranno  espri- 

mere  le  derivate  seconde  delle  x^ , ]!—  e  le  derivate  prime  ddUe  ^  , 

pL(vsO,  1,  2...n)  linearmente  ed  omogeneamente  per  gli  elementi 

dUr 

della  riga  scritta  del  determinante  (26),  con  coefficienti  indipendenti 
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dall'indice  v.  Ma  se  si  osservano  le  identità 

rs] 

V  dttr  du.  ht,  ~  R* 


<l- 


che  seguono  derivando  le  (20),  (23),  e  si  tiene  conto  altresì  delle  (24), 
(25),  si  trovano  subito  le  seguenti  forinole: 


(è  — R|B^V^,.   (r.i... 


.»-l)    , 


le  quali  valgono  sostituendo  per  a;,  £  una  coppia  qualunque  {x^^  g^) 
per  v  =  0,  1,  2, ...  n. 

Queste  sono  le  formole  fondamentali  richieste,  che  giova  confrontare 
colle  (A),  (B)  stabilite  al  203  per  lo  spazio  euclideo. 

Se  si  scrìvono  le  condizioni  dMntegrabilità  del  sistema  (E),  con  un 
semplice  calcolo  si  trova  che  esse  si  riducono  alle  equazioni  di  Gauss 
e  di  Codazzi,  già  stabilite  al  §.  165  (equazioni  (H^**),  (l*)  pag.  362): 

(F)  a„p  0^5  -  8^  Qpj  =  (a8,  Pt)^  -  gi  (&«?  ^B  -  ^or  ^^l) 

E,  con  un  processo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  al  §.  203,  si  di- 
mostrerà che  inversamente,  date  le  due  forme  fondamentali 

2  brn  dUr  du,       ,       2  ^rt  ^r  du,    , 

per  le  quali  siano  soddisfatte  le  equazioni  (F),  (0)  di  Oauss  e  di  Codazzi, 
esiste  una  corrispondente  ipersuperfìcie  V,^!,  determinata  a  meno  di 
movimenti  nello  spazio. 

Come  per  lo  spazio  euclideo,  si  osserverà  anche  qui  che  le  ipersuper- 
ficie nello  spazio  ellittico  a  n  dimensioni,  per  n>>3,  sono  in  generale 
indeformabili  ed  anzi  di  più  che  non  si  può  in  generale  collocare  uno 
spazio  ad  n-1  dimensioni  di  dato  ds^  entro  lo  spazio  ellittico  S».  E 
così  p.  e.  non  esistono  in  Sn  ipersuperficie  di  curvatura  Riemanniana  co- 
stante <  :^  e  di  ipersuperficie  a  curvatura  costante  K  >>  :^j  esistono 
solo  le  ipersfere. 
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§.  211. 
Le  forinole  per  le  ipenmperflcie  nello  spazio  iperbolico. 

Affatto  aHalogamente  procederemo  per  il  caso  iperbolico,  ove  il  d^ 
è  dato  (§.  194)  da 

(27)  efo*  =  R*(efeJ  +  *rJ  +  -..  +  d»l-<fe&, 

le  coordinate  dì  Weierstrass  di  punto  Xo,  Xi., .  x^  essendo  legate  dal- 
ridentità 

(28)  4  —  ^i^i  =  l' 

Considerando  unMpersuperficie  V,»-i  in  S»,  definita  dalle  formolo 

X^  =  Xy,{Ui,  Ut...Mn-i)  , 

indichiamo  ancora  il  suo  ds^  con 

(29)  efo«=    "^Ksdurdu,, 

r.i 

essendo 

Le  coordinate  So  £i  •  •  •  £n  dell' iperpiano  tangente  in  (Xi)  a  V«,^i  sono 
definite  dalle  equazioni  simultanee 

(31)  ^«-£ì-i,  ?^*«^-^^=o.]^2<^;-«o|~=o 

(r=l,  2,  ...n-1). 

Con  un  calcolo  simile  a  quello  del  §.  precedente,  pei  coefficienti  Q^. 
della  seconda  forma  fondamentale  troviamo 

(32)  a-  =  R[^«^a;^-Sog^^  . 

e  per  le  formolo  corrispondenti  alle  fondamentali  (E)  dello  spazio  ellittico, 
abbiamo  nell'attuale  caso  iperbolico: 

(E*), 

,£  =  -R    |B,,iV,3^^.(r=1.2...»-l). 
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le  quali  sono  nuovamente  soddisfatte  per  tutte  le  coppie  (  x^ ,  £v  )  > 
v  =  0,  1, . . .  n. 

Le  equazioni  di  Oauss  diventano  in  fine  (§.  165): 

(F*)      Qa^a^i-  %  %  -(«8  ,  p7)b  +  gi(6«p  67?^  -ftcq  6p?j) . 

mentre  le  equazioni  (0)  di  Codazzi  restano  ancora  le  stesse. 

Nell'attuale  caso  iperbolico  conviene  considerare,  insieme  alle  formolo 
(E*),  (F*),  anche  un  secondo  gruppo  di  formolo  fondamentali,  che  corrispon- 
dono a  queste  secondo  una  legge  di  ckudità  metrica  vigente  in  questo 
spazio,  quando  alla  considerazione  delP  elemento  lineare  dell' ipersuper- 
ficie si  ponga  a  riscontro  Vdemenio  angolare  drp  di  due  successivi  iper- 
piani  tangenti,  dato  secondo  la  formola  (37)  §.  194  (pag.  440)  da 

V 

Esprìmendo  le  £  per  Ui ,  t«t . . .  Un^u  introduciamo  come  terza  forma 
fondamentale  la 


(33)                              R»(«p*  = 

dove  si  è  posto 

(34)                                     b'r.  =  R» 

[  V  dt*r  du,      dur  3m.. 

Potremo  allora  esprimere  le  derivate 

8 

%      a^v 

linearmente  ed  omogeneamente  per 


»  *v  »  *v 


3Mi    '  dUt'"'  dUn-i 

e  si  troverà  così,  come  formolo  duali  delle  (E)  le  seguenti: 

[^^7^r  ?  MaS;-R^«--R''('''*'^''-«-^> 

(E**) 

J  ;a^  i...f»-i  Ofi 

(^^ R   I^VV^,  .(r=1.2....n.l). 

Quanto  alle  condizioni  d'integrabilità,  esse  si  riducono  nuovamente 
alle  equazioni  di  Codazzi,  che  conservano  la  solita  forma  (6)  pag.  485; 
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dove  i  simboli  j    1  debbono   essere  costruiti   per  la   forma  delle  6'; 

le  equazioni  di  Gauss  che  completano  le  condizioni  d'integrabilità  as- 
sumono qui  la  forma: 

(F**)       Q„p  fl,,  _  Q^  Qp8 («8.  ^),  +  ^'«P^T»-/'°T^V  . 

Ritornando  per  un  momento  allo  spazio  ellittico,  vediamo  che  anche 
qui  possiamo  parlare,  ed  anzi  in  modo  più  completo,  di  una  legge  dì 
dualità  metrica,  introducendo  come  terza  forma  fondamentale  la 

(35)  (fó'*  =  R*  S  dS*  =  2  6'r.  àur  dw. . 

V  V 

Siccome  le  coordinate  £y  dell' iperpiano  tangente  a  V^i  coincidono  in 
questo  caso  colle  coordinate  af^  del  suo  polo  rispetto  all'assoluto,  ossia 
del  punto  situato  sulla  normale  in  {Xi)  a  Y^i  alla  distanza  di  un  qua- 

TCR 

drante  —,  così  la  (35)  ci  dà  Telemento  lineare  dell'ipersuperficie  V'^i 

parallela  geodeticamente  alla  Vn^i  e  distante  da  questa  di  un  quadrante. 
Diciamo  la  V',^-i  V  ipersuperficie  polare  di  V„_i  ed  è  immediatamente 
evidente  che  insieme  alle  formolo  fondamentali  (E),  (F),  (G)  sussistono 
le  loro  duali  che  si  ottengono  scambiando  in  queste  le  x  colle  ì  e  i  coef- 
ficienti hr»  della  prima  forma  con  quelli  &'r,  della  terza  forma  fonda- 
mentale. 

§.  212. 

Le  linee  di  curvatura  di  un'ipersuperficie  in  geometria  ellittica 

ed  iperbolica. 

Abbiamo  osservato  al  §.  206  come  le  linee  di  curvatura  di  una  ipersu- 
perficie nello  spazio  euclideo  a  più  dimensioni  possono  ricevere  una 
definizione  affatta  analoga  a  quella  ordinaria.  Ora  dimostriamo  che  la 
medesima  cosa  accade  per  uno  spazio  qualunque  a  curvatura  costante 
e  cioè;  Una  linea  L  tracciata  sopra  un^ ipersuperficie  Vm^i  di  uno  spojsio 
S«  a  curvatura  costante  è  linea  di  curvatura  quando  le  normali  all'  iper- 
superficie lungo  la  linea  riescono  tangenti  ad  una  curva  C  nello  spatrio. 

Supponiamo  dapprima  che  la  curvatura  di  S»  sia  positiva  =  +  ^  e  sia 

L  una  linea  dell'ipersuperficie  Vn~i  dotata  dell'anzidetta  proprietà; 
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indichiamo  poi  con  w  la  porzione  dì  normale  a  V^i  Inngo  L,  compresa 
fra  il  piede  (a?<)  ed  il  punto  (  af^  )  ove  la  detta  normale  tocca  la  curva  C. 
Avremo 

o^v  =  a?v  cos  i^  -  £v  sen  (^  , 

e  lungo  L  saranno  Xy,  i^,  w  indi  af^  funzioni  dell'arco  s  della  linea  L. 
Derivando  rapporto  ad  $,  abbiamo 

d^Xy      dXy        /tv\     dS,        /t^\       1/  /^  /w\\dw 

■&=-&^MR)"^''MR)~5l«vCos(g)  +  ^vSeny)^. 

Ora  le  quantità  -^  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della 

tangente  in  (af^  )  alla  curva  C,  cioè  per  ipotesi  alle  coordinate  dell' iper- 
piano  normale  in  (a<y  )  alla  retta  congiungente  (x^,),  (o/^  ),  che  sono  date 
(§.  193)  (28*)  (pag.  436)  dai  binomii 

£,cos(^)+a.,sen(g. 
Le  precedenti  si  mutano  quindi  nelle  altre: 

(v  =  0,  1,  2,...n), 
indicando  con  X  un  fattore  di  proporzionalità  che  rimane  lo  stesso  per  tutti 
i  valori  di  v.  Moltiplicando  le  precedenti  pei  binomii  stessi  i^  cos  [pj  + 

+  a?v  sen  (^j  e  sommando  rispetto  a  v,  si  vede  subito  che  si  ha  X  =  0, 

onde  si  conclude  che,  spostandosi  lungo  una  linea  L  dotata  della  voluta 
proprietà,  debbono  aver  luogo  le  equazioni  caratteristiche 


=0 


*Pv=^^y  •  dSv(v=o,  1, 2...»). 

Supponendo  riferita  l'ipersuperficie  V^i  ad  un  sistema  di. coordi- 
nate Mi,  Ut, . . .  Un.1,  queste  si  scrivono 


i...fi^i 


■r£*"=*^)i^,*' 
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e  col  solito  processo  (§.  206)  si  cangiano  nelle  equivalenti: 

(r=l,  2,...n-l), 

che,  paragonate  colle  forinole  generali  del  §.  168,  dimostrano  appunto 
r  identità  della  nuova  definizione  delle  linee  di  curvatura  colla  antica  ed 
assegnano  di  più  al  corrispondente  raggio  principale  p  di  curvatura  il 
significato  geometrico 

P-B«,(i). 

Corrispondentemente  agli  n  - 1  raggi  principali  di  curvatura 

pi>  Pf  j  -  •  •  p»-i» 

avremo  quindi  sulla  normale  air  ipersuperficie  V^i  n  - 1  centri  dì  cur- 
vatura distanti  dal  piede  delle  lunghezze  wi.wt. . .  w^i ,  definite  dalle 
formolo  <^) 

(36)  Pi-R^(^)  {i=l,2,...n-l). 

Se  invece  dello  spazio  ellittico  consideriamo  lo  spazio  iperbolico,  di 
curvatura  E=:  'ni»  con  un  calcolo  affatto  simile  al  precedente,  arri- 
viamo ancora  alla  medesima  conclusione.  Soltanto  la  relazione  (36)  fra 
il  valore  del  raggio  principale  di  curvatura  p^  e  quella  della  distanza 
Wi  del  centro  corrispondente  di  curvatura  dal  piede  della  normale  si 
modifica,  sostituendosi  alla  tangente  circolare  T iperbolica;  si  ha  cioè: 


(36*)  P*=R^a(^) 


Si  ha  quindi  un  valore  reale  per  Wi  solo  quando  |pi|<[B;  nel  caso 
invece  |p<  |  >>R  il  corrispondente  valore  di  Wi  è  immaginario.  Però  Fin- 
contro  di  una  normale  colla  successiva  ha  sempre  luogo  nello  spazio 
rappresentativo  euclideo,  secondo  la  metrica  del  Gayley;  soltanto  il  punto 


(*)  Siccome  nello  spazio  ellittico  (semplice)  la  retta  si  chiude  dopo  un  giro 
di  icR,  possiamo  sempre  assumere  w<  positivo  fra  o  e  icR  e  la  formola  (36)  del 
testo  definisce  perfettamente  Wi  ,  dato  ^i  . 
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d'incontro  è  esùemo  all'assoluto,  e  come  tale  rappresenta  un  ptmh  ideale 
dello  spazio  iperbolico. 

Se  vogliamo  definire  le  linee  di  curvatura  in  modo  reale  in  tutti  i 
casi,  basta  porre  la  condizione  che  le  normali  allMpersuperficie  lungo  una 
tale  linea  L  formino  una  superficie  (a  due  dimensioni)  sviluppabile,  cioè 
di  curvatura  assoluta  eguale  in  ogni  punto  a  quella  dello  spazio  am- 
biente. 

§.  213. 

Le  superficie  nella  geometria  ellittioa  ed  iperbolica 
a  tre  dimensioni. 

Volgiamoci  ormai  al  caso  particolare  degli  spazi  a  curvatura  costante 
di  tre  dimensioni,  all'oggetto  di  estendere  a  questi  spazi  i  principali 
teoremi  dell'ordinaria  teoria  delle  superficie. 

Nello  spazio  a  tre  dimensioni  di  curvatura  costante,  che  indicheremo 
con  Eo,  consideriamo  una  qualunque  superficie  S.  E  qui,  per  migliore 
confronto  colle  formolo  dell' ordinaria  teoria,  indichiamo  con  u^v  le  va- 
riabili indipendenti,  o  coordinate  curvilinee,  sulla  superficie  S  e  deno- 
tiamo con 

lEdu^  +  2Fdu€h-\'Qdt^ 
(37) 

(  D  du*  +  2  D'  du  dv  +  D"  dt^ 

rispettivamente  la  prima  e  seconda  forma  fondamentale  di  S.  Conside- 
riamo altresì  la  terza  forma  fondamentale  (§.  211),  che  indicheremo  con 

(37*)  Kdu*'\-2rdudv  +  G'dv'  , 

la  quale  ci  rappresenterà  il  quadrato  dell'elemento  angolare  della  su- 
perficie primitiva,  ovvero  anche,  nella  geometria  ellittica,  il  ds^  della 
superficie  S'  polare  di  S. 

I  coefficienti  delle  due  prime  forme  fondamentali  sono  legati  in  primo 
luogo  dalle  consuete  equazioni  di  Codazzi  ((IV)  §.56  pag.  119);  che  qui 
trascriviamo: 


(VII) 


D"  =  0 


l-'^-i>+[IV!-|"l]'^+IV 

f-'^+r>+[i?ì-i\i]'^-r.v-<' 
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0  sotto  forma  equivalente  (pag.  120) 


(Vn*) 


VeG-F»)      MVeG-F»)    '2)yEG_F»      1 2  jygQ_j, 
[llj      ly     ^^ 

r     ly     \        3/      ly      \    (22j      D  ,(121      D'        ^ 
VÈG^^j      ^l  VÉG^j    '  *  'VE6-F*      '  ^  'VEG-F* 


HVI 


"■     =0 


Veg-f* 

Quanto  alla  equazione  di  Ganss,  indicando  con  E  la  corvatara  asso- 
luta della  superficie  S,  essa  si  scriverà 

^"^)  EG-P  =g-g>' 

dove  sarà  Ko=  +:5-o  nel  caso  ellittico,  e  Ko=  —  kì  i^el  caso  iperbolico. 
ti  li 

Il  primo  membro  della  (Vili)  non  è  che  il  prodotto  delle  inverse  dei 

raggi  principali  di  curvatura  e  si  dirà  la  curvatura  rdatvoa  della  superficie 

S;  indicandola  con  h  avremo  (Cf.  a  pag.  373  la  formola  (37)  ): 

le  s^  K.  — "  Jio . 

Insieme  alla  curvatura  relativa  h  ci  converrà  considerare  anche  la 
curvatura  media  H,  cioè  la  somma  delle  inverse  dei  raggi  principali  ri- 
dotti di  curvatura 

Pi  P« 

Siccome  Tequazione  di  secondo  grado  le  cui  radici  sono  i  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  è  sempre  la  (9)  §.  60  (pag.  129)  cioè: 

{Diy'-D'«)p*  +  (ED"  +  GD-2FD')  p  +  EG-F  — 0  , 

avremo  anche  qui  la  formola: 

(Vlin  H^l^  .  i^2FD--ED--GD 

(Vili)  11-^+^-  EG_p 

Le  relazioni  fra  E,  F,  G,  D,  D',  D",  espresse  dalle  equazioni  (VII),  o 
(VII*)  di  Gauss  esprimono  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  esista 
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la  corrìspoadente  superficie  S  (§.  215).  Se  siamo  nel  caso  dello  spazio 

ellìttico  con  Ko  =  +  ^ti  ^  determinazione  della  superficie  S,  date  le  due 

prime  forme  fondamentali,  dipende  dalla  integrazione  del  sistema  illi- 
mitatamente integrabile: 

/3'a?    _  Ill)3a?  ,    |ll)3a?       E       ,   D, 
^    _  (22)a«       (22|^_  G^     4.?!  e 


(39) 


35  _     [FD^-^GD  a»  ,  F D  —  E D' a» 

au~    [eg— F*  a»"*" 


idu  EG  — F*   du^   EG  — F»  3» 


ae  _   pD'^— Giy  ^  ,  fd'-  ed"  dx 

a»~"[EG-F*   du^ 


EG  — I*  a» 


Per  lo  spazio  iperbolico,  quando  E  =  —  ^, ,  abbiamo  un  sistema  per- 
fettamente simile;  anzi  si  vede  che:  nd  caso  K  =  —  ^^U  fomwU  (39) 

resiano  le  stesse  e  cangiano  le  (38)  solo  in  questo  dte  nei  secondi  membri 
dcòbiamo  cangiare  U  segno  dd  termine  lineare  in  x,  ossia  mutare  E,  F,  G 
in  -E,  -F,  -G. 

Osserviamo  poi  che  la  terza  forma  fondamentale  'Efdu*  +  2'F'dudv  + 
+  6'  (Jt;*  è  ancora  qui  una  combinazione  lineare  omogenea  delle  due  prime, 
ed  anzi  è  data  ancora  dalla  medesima  formola  (2)  del  §.  70  (pag  149)  : 

(40  l(E'«lM^  +  2FA«(fc  +  G'rfe»)=  — *(E(fe«*  +  2F«fc*(fe-|-G<ft^ 
—  H(D(fe»»  +  2D'<ft«(to  +  D"<ftt*)  . 

Per  dimostrarlo  riprendiamo  per  un  momento  la  notazione  dei  doppi 
indici,  e  riferendoci  ad  esempio  al  caso  ellittico  (il  calcolo  pel  caso  iper- 
bolico essendo  del  tutto  simile)  deduciamo  dalle  seconde  delle  (E) 
pag.  485: 

V  a»,  a«,        xiO?,!!'  9»x  ««x» 
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Osservando  che  si  ha 

V,.      p  ^  =  Operii'+>^ 

^  (  1=  per  ii'  =  X, 

vediamo  che  si  può  scrivere 

Vrs  =  R*  2  ^Xjl  ^r  ^115  » 

cioè 

Vrs  _  ì>n  Qlr  Ql,  —  6l«  (Qlr  Q«.  +  ^U  %r)  +  ^Ir  %r  %. 

Di  qui  deduciamo  appunto: 

ET  2FDD'-ED'«-GD"  E(DD''-D>hD(2FD'-ED"-GD)  ,_,  __^ 
~R^^ EG^TP  =  EG  =  F^  *E+HD 

•  _ ^    F(Dy^+D^')-EDD^^-GDD'      F{DD'^- D")  +  DX2FD'~ED^^-GD)  _ 
R«"  ÉG— F*  "  EG  — F« 

=  *F  +  HD' 

G^     2FD^T)^-ED^^'-GD^'     G(DD^^-D>D^X2FD^-ED^'-GD) 
~R« EG-F»  •"  EG^^  ^^^  ' 

il  che  dimostra  la  formola  (40). 

§.  214. 
I  sistemi  coniugati  e  le  linee  assintotiche. 

Le  definizioni  di  tangenti  coniugate  ad  una  superficie  S  nello  spazio 
euclideo,  quali  abbiamo  dato  al  §.  64,  si  trasportano  invariate  alle  su- 
perficie degli  spazi  a  curvatura  costante;  anzi  si  può  osservare  che  la 
rappresentazione  geodetica  degli  spazi  a  curvatura  costante  nello  spazio 
euclideo  (metrica  del  Cayley)  trasforma  senz'altro  i  sistemi  coniugati 
della  superficie  obiettiva  nei  sistemi  coniugati  della  superficie  immagine. 

Se  col  processo  del  §.  64  si  ricerca  la  condizione  affinchè  due  ele- 
menti lineari  ds,  U,  spiccati  sulla  superficie  da  un  medesimo  punto, 
siano  coniugati,  si  trova  subito  che  questa  si  scrive         » 


nel  caso  ellittico,  e 


V 
1...3 

2  dxi  Zxi  —  dico  8€o  =  0 
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per  lo  spazio  iperbolico.  In  ambedue  i  casi,  introducendo  coordinate  cur- 
vilinee u,v,  si  esprime  coirannuUarsi  della  forma  bilineare 

B ckiSu  +  J)' (du8v -{^  dv  Su)  +jy' dvòv . 

E  cosi  le  linee  coordinate  {u,v)  formeranno  un  sistema  coniugato 
quando  sia  D'aO;  allora  la  media  delle  formolo  fondamentali  (38)  di- 
mostra che:  Le  furmoni  x^,  xi,  x^,  Xz  di  u,  t;,  Ugole  dalla  identità  qua- 
dratica 

4  +  ^i  +  xì  +  4=^i, 

(nd  caso  ellittico)  (^)  sono  sdtmoni  di  una  medesima  equasfione  di  Laplace 


ye  _  |i2|  ae     (12)  sw  _  f  n 

dudv~\l\du^  \2\dv       R» 


Da  questa  osservazione  fondamentale,  che  si  può  immediatamente 
invertire,  si  possono  trarre  conseguenze  affatto  analoghe  a  quelle  che 
valgono  nello  spazio  euclideo,  la  qual  cosa  omettiamo  qui  per  brevità 
di  sviluppare. 

Colla  nozione  dei  sistemi  coniugati  viene  introdotta  nel  medesimo 
tempo  quella  delle  linee  assintotiche,  coniugate  a  sé  stesse  e  caratteriz- 
zate dalla  proprietà  di  avere  in  ogni  punto  il  piano  osculatore  coinci- 
dente col  piano  tangente  alla  superficie  (Cf.  §.  65).  L'equazione  differen- 
ziale delle  assintotiche  è  ancora  qui 

Drftt*  +  2D'dM(fo  +  D"(to'  =  0, 

onde  le  assintotiche  sono  reali  od  immaginarie  secondo  che  la  curvatura  ^ 
relativa  h  è  negativa  ovvero  positiva. 

Esse  coincidono  soltanto  quando  la  superficie  è  applicabile  sul  piano 
del  corrispondente  spazio  ellittico  od  iperbolico;  la  diciamo  allora  una 
sviluppabile  ed  è  facile  dimostrare  (Cf.  §.  63)  che  in  tal  caso,  precisa- 
mente come  accade  nello  spazio  euclideo,  la  superficie  è  un  luogo  di 
rette  tangenti  ad  una  medesima  curva  dello  spazio  (spigolo  di  regresso) 
la  quale  però,  nel  caso  iperbolico,  può  anche  essere  totalmente  imma- 
ginaria. E  infatti  assumiamo  sulla  sviluppabile  S  a  linee  coordinate 
t?  a  costante  le  assintotiche  e  le  loro  traiettorie  ortogonali  u  =  costante; 

avremo 

F==0   ,    D  =  0   ,    jy=:0 


(M  Kel  caso  iperbolico  la  relazione  quadratica  fra  le  x  ò  invece 
di  —  si  —  ai  —  ai  =  l , 
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e  naturalmente  IX'i^O,  altrimenti  la  superficie,  a  causa  delle  formole 
fondamentali  (39),  sarebbe  un  piano. 

La  prima  formola  (VII)  di  Codazzi  si  riduce  a       |  =  0  e  ci  dice  che 

le  linee  t;  =  costante  sono  geodetiche,  e  poiché  sono  anche  assintotìche  esse 
sono  rette  ^^K  Distendendo  la  sviluppabile  S  sul  piano,  queste  si  disten- 
deranno secondo  un  sistema  di  rette  che  nel  caso  ellittico  avranno  cer- 
tamente un  inviluppo,  il  quale  però  potrà  essere  immaginario  nel  caso 
iperbolico.  Alla  curva  corrispondente  sopra  S  sono  dunque  tangenti  tutte 
le  generatrici  e.  d.  d. 

Sitomando  alle  assintotiche  sopra  una  superficie  qualunque,  esten- 
diamo il  teorema  di  Enneper  che  nello  spazio  a  curvatura  costante  si 
enuncia:  B  quadrato  della  torsione  delle  linee  assintotiche  in  ogni  punto 
è  eguale  alla  curvatura  relativa  k  ddla  superficie  presa  ed  segno  contrario. 

E  infatti  per  un' assintotica  i  coseni  di  direzione  della  binormale  coin- 
cidono con  quelli  della  normale  alla  superficie  e  si  ha  quindi 

1  =  S  ^  =  1  ^'du'  +  2rdudv^G'di^ 
T         ds"       IX'E  du''+2F  dudv  +  G  dv"  ' 

Ma  dalla  formola  (40),  osservando  che  lungo  le  assintotiche  è 
T)du*'\'2D'dudv  +  D'dv'  =  0, 
si  trae  appunto 

p  =  — *.   c.d.d. 


(^)  A  questo  punto  la  dimostrazione  si  potrebbe  proseguire  analiticamente 
ricercando  la  condizione  affinchò  una  semplice  infinità  di  normali  ad  una  curva 
formino  una  sviluppabile.  Servendosi  delle  formole  di  Frenet  (§.  201)  si  trova 
che  indicando  con  x  l'angolo  d' inclinazione  della  normale  richiesta  sulla  nor- 
male principale,  bisogna  assumere  come  in  geometria  euclidea  (§.  18): 


fds 


la  quale  formola  include  tutta  la  teoria  delle  evolute.  La  distanza  w  che  inter- 
cede fra  la  evolvente  C  e  revoluta  F  si  determina  dalla  formola 


*© 


'  R  cos  T 

nel  caso  ellittico  e  dall'  altra 

P 


*»Q-: 


RCOST 

nel  caso  iperbolico.  Qui  adunque  l'evoluta  ò  reale  solo  dove  il  secondo  membro 
è  in  valore  assoluto  <[1 . 
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§.  215. 
La  superficie  S  riferita  alle  sue  linee  di  cnrvatnra. 

Le  forinole  fondamentali  che  abbiamo  stabilito  ci  permetterebbero  di 
riprendere  la  intera  teoria  delle  superficie  per  svolgerla  nel  caso  ellittico 
ed  iperbolico  parallelamente  air  ordinaria  teoria  dello  spazio  euclideo. 
Ma  qui  dovremo  limitarci  a  rilevare  alcuni  punti  principali  di  siffatta 
estensione,  che  si  compie  del  resto  ben  facilmente.  E  per  prima  cosa  ci 
occuperemo  di  estendere  il  teorema  di  Weingarten  sulle  evolute  delle 
superficie  W  (§§.  132,  133)  (teorema  che  dà  una  delle  più  importanti 
proprietà  delle  superficie)  alla  geometria  ellittica  ed  iperbolica  ^^K 

Cominciando  dal  caso  dello  spazio  ellittico,  riferiamo  innanzi  tutto 
la  data  superficie  S  alle  sue  linee  di  curvatura  {u,v)  e  sia 

la  prima  forma  fondamentale  e 

Ddu^  +  IY'dif 

la  seconda,  e  siano 

Pi    >    P« 

i  raggi  principali  ridotti  di  curvatura.  Indicando,  come  al  solito,  o^o,  Xi,  a^c»  ^ 
le  coordinate  di  un  punto  di  Se  £oi  £i>  ^^  €3  quelle  del  piano  tangente 
(coseni  di  direzione  della  normale),  per  le  formolo  al  §.  212  snssistei'anno 
in  primo  luogo  le  formolo 

du      pidu   '    dv      pi  9t;   ' 

dove  per  brevità  di  scrittura  omettiamo  gli  indici  alle  lettere  x,  i  Di 
qui  deduciamo  intanto 

cudù  pt 

jy  —  o 

0V  av  Pi 


(*)  Questa  estensione  del  teorema  di  Weingarten  venne  data  la  prima  volta 
nella  mia  memoria  del  1887:  Sui  sistemi  di  Weingarten  negli  spazi  a  curvatura 
eosttmU  (Memorie  dei  Lincei,  Voi.  lY,  3.«  lY,  pag.  221). 

st 
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Ora  introduciamo  anche  i  coseni  di  direzione  delle  tangenti  alle  linee 
di  curvatura  t;  =  costante,  u  =  costante,  che  indicheremo  con 

Co     9      Ci     9     Ci      »     Cb    9 

quantità  che  possono  anche  interpretarsi  come  coordinate  dei  due  piani 
principali  di  S,  cioè  dei  piani  condotti  per  la  normale  e  rispettivamente 
per  le  tangenti  alle  linee  u,  v;  avremo 


R   dx      r  —  3-^^ 

Ve ^  '    ~ \'q ' 


Le  formolo  (38)  §.213  e  le  superiori  conducono  allora  al  sistenia 
seguente: 


du~  R  ^'  dv~  R   ^ 


dx_yfÈ^    dx_y/Q 
las    Ve     3n      \ 

(41) 


di^y/È     3tj^    Ve   ^Ve.  J_3\^.   ?c_2_aVE 


at^"  Pi    '  a»  ~  Ye  ^   ^  ^  "  ""  ^  "^    pi      Ve  ^  ^  ' 

che  è  fondamentale  per  la  nostra  ricerca. 

Affatto  analogamente  si  procederà  nel  caso  iperbolico,  dove  le  equa- 
zioni corrispondenti  alle  precedenti  si  scrivono 

dx       vE        dx_}jQ 
du^  R  ^'  dv~  R  ^ 

,  ^]^1   v/E^  ?5  v^^   Vie     1  av^È^  ?=__!_ av^^ 
^^^^\du"  P^^'  du"  n       p,  ^""^/Q  dv  ^'  au""^Q  ai;  "^ 

?i    >/5r    ?5    J_^v/G.    ?C_\/G    ^v(Sg    J_3v/G 
3^'pi         ^t^'y^È    3w        3^^""  R  ""      Pi        v/È    ^"^ 

e  non  differiscono,  come  si  vede,  dalle  (41)  che  pel  segno  del  termine 
in  X  nei  secondi  membri. 

Notiamo  poi  che  le  equazioni  di  Codazzi  conservano  nell'uno  e  itel- 
r altro  caso  la  forma  che  hanno  per  lo  spazio  Euclideo  (pag  273),  e 
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cioè: 


(42) 


\Pi         Pi/  dv  dv\pj 

\  \Pi  pj        du  du\pi) 


Quanto  all'equazione  di  Gauss,  essa  si  scrive 

PiP»  R 

il  segno  superiore  valendo  nel  caso  ellittico,  T  inferiore  neir  iperbolico. 


§.  216. 
Le  due  flaldeldell' evoluta. 

Come  in  geometrìa  euclidea,  abbiamo  in  geometrìa  ellittica  sopra 
ogni  normale  della  superficie  S  due  punti  Mi,  Ms,  che  sono  i  centri  prìn- 
cipali  di  curvatura.  Il  luogo  di  questi  punti  Mi,  M2  è  l'evoluta  della 
S  composta  di  due  falde  Xi,  I2,  che  sono  altresì  le  due  falde  focali 
della  congruenza  delle  normali  ad  S.  Per  le  distanze  Wi ,  Wi  dei  centrì 
di  curvatura  dal  piede  della  normale  si  hanno  le  formolo 


p.  =  Rty(g),p.  =  B^(^). 


In  geometria  iperbolica  valgono  formolo  analoghe;  ma  siccome  u?i,  Wt 
sono  qui  da  calcolarsi  da 


(,==Iitgh[^)  ,  p.^'Rtghi^), 


così  un  centro  di  curvatura  è  reale  soltanto  quando  il  corrispondente 
raggio  p  è  in  valore  assoluto  <CB»  e  per  ciò  può  darsi  che  una  0  tutte 
due  le  falde  dell'evoluta  siano  immaginarie. 

Calcoliamo  ora  gli  elementi  relativi  alle  due  falde  dell'evoluta,  pre- 
cisamente come  abbiamo  fatto  al  Cap.  IX  (§§.  125,  126)  per  il  caso  eu- 
clideo. Basterà  sviluppare  i  calcoli  nel  caso  ellittico,  ed  indicare  poi  le 
modificazioni  pel  caso  iperbolico.  Indichino 
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le  coordinate  di  un  centro  di  curvatura,  sia  Mi;  avremo  (§.  210) 
x  =  x  cos-:^  —  £  sen  Tg-  . 
Di  qui  derivando,  ed  osservando  le  (41),  deduciamo: 

dx      y/E  (       tt?!      R       Wi\         1  /         toi  t  t       ^i\  3^^i 


dx  1  /  «?i    ,    A        UJi\ 


di 


Le  cordinate  i  del  piano  tangente  in  (x)  alla  prima  falda  £i  del- 
l'evoluta  risultano  quindi  date  da 

£v=Cv      ,     (v  =  0,  1,  2,  3) 

cioè  questo  piano  tangente  non  è  altro  che  il  secondo  piano  principale 
della  evolvente  S,  ciò  che  poteva  stabilirsi  a  priori  geometricamente 
(Cf.  §.  124). 

Se  indichiamo  con 

dst  =  Eidu?  +  2Fidudo  +  Qidf^ 
Di  du'  +  2 D'i  dudv  +  D"i  cfc* 

le  due  forme  fondamentali  di  £i ,  per  i  coefficienti  troviamo  dalle  pre- 
cedenti, avendo  riguardo  alle  (41),  (42)  i  valori  seguenti: 


sen 
Ei  =  £i 

sen' 
(42)' 

sen 


^1  —  5  ^ 


t h^t\  \3w/  du    dv  \dv/ 


Ne  deduciamo  intanto 
(43)  <fo!.=  <!«>?  + E \-ILJdt^, 

onde  segue  che  sopra  Si  le  m»  costante  sono  geodetiche  e  le  loro  traiet- 
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torìe  ortogonali  sono  le  t^i  =>  costante,  ossia  le  ri  a  costante.  Per  la  se- 
conda falda  avremo  similmente: 

sen* 


•*t) 


Indicando  con  hi ,  h^  le  curvature  relative  delle  due  falde,  se  ne  trag- 
gono poi  le  formolo  notevoli 

dwf  dwi 

iAA\     7  \  dv       ^  1  3m 

(44)      ti  = 7 r  -X ,  *!  =» 7 r  ^ —  . 

Non  staremo  a  scrivere  le  corrispondenti  formolo  pel  caso  iperbolico 
che  si  deducono  semplicemente  dalle  precedenti  cangiando  i  seni  cir- 
colari in  seni  iperbolici,  quando  ambedue  le  falde  siano  reali,  cioè  Wi ,  w% 
reali.  Se  invece  Wi  è  reale  e  u)%  immaginario  per  essere  |p«|>>R,  con- 
verrà lasciare  nelle  formolo  precedenti  il  valore  di  p2  invece  che  intro- 
durvi w%. 

Osserviamo  in  fine  che,  calcolando  la  curvatura  geodetica  —  delle 

linee  u^i  =  costante  sopra  Si  (p.  e.  dalla  formola  di  Bonnet  §.  85),  si 
trova  la  semplice  formola 


§.  217. 
Le  superficie  W  ed  il  teorema  iSL  Weingarten. 

Come  nel  caso  euclideo  (§.  129)  siamo  condotti  anche  qui  alle  super- 
ficie W  dal  ricercare:  quando  accade  che  sulle  due  falde  ddV  evoluta  si 
corrispondono  le  assvntotiche?  Le  formolo  (42),  (42*)  danno  subito  per 
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la  condizione  richiesta  Tannullarsi  del  determinante  funzionale 

quindi:  la  candmane  necessaria  e  sufficiente  è  che  la  superficie  evolvente 
S  abbia  i  raggi  principali  di  curvatura  legati  da  una  rdariane^  sia  cioè 
una  superficie  W. 

Per  una  tale  superficie  W  le  (44)  diventano 

1  dWf 


h  =  - 


R^sen^te^*^^^ 


h  = 


dwi 


B^sen^i^^^^"* 


e  danno  quindi  la  formola,  corrispondente  al  teorema  di  Halphen  (§.  129): 
(46)  *,  A.  = 


«•-*(^-)  ■ 


Dalla  formola  (45),  applicata  al  caso  di  una  superficie  W,   risulta 
che  —  è  allora  funzione  di  Wi  soltanto  e  questa  funzione  dipende  uni- 

camente  dalla  relazione 

9  Un  ,  Pt)  =  0, 

che  lega  i  raggi  di  curvatura  della  evolvente.  L'elemento  lineare  della 
prima  falda  dell'evoluta  assume  dunque  la  forma 

d^-^dui  +  ^(wi)du\ 

che  possiamo  realizzare  nello  spazio  ellittico  od  iperbolico  con  superficie 
di  rotazione  ^^). 


(A)  Se  nello'spassio  ellittico  si  fa  rotare  una  curva  piana  attorno  ad  nn  asse 
nel'suoj piano  e  si  indica  con  a  Inarco  di  meridiano,  con  r  il  raggio  del  paral- 
lelo, che  sarà  una  funzione  della  sola  a ,  per  Telemento  lineare  della  superficie 
di|rota2Ìone  si^trova  subito  : 

(to  =  (fa«  +  Rtsen«(g)£rfp  , 

indicando  ^  la  longitudine.  Nello  spazio  iperbolico  vale  la  formola  analoga 
dà^  ^'j^^  +  Rt  genh«  (g)  d^  . 
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Abbiamo  così  esteso  allo  spazio  a  curvatura  costante  il  teorema  di 
Weingarten: 

Oùiscuna  falda  ddVevduta  di  una  superficie  W  è  applicabile  sopra  una 
superficie  di  rokumne,  la  cui  forma  dipende  unicamente  dalla  rdaeione 
che  lega  i  raggi  di  curvatura  pi,  pt  ddla  evolvente  W. 

Ora  le  considerazioni  geometriche  di  Beltrami  per  dimostrare  il  teo- 
rema reciproco,  che  abbiamo  esposto  al  §.  133,  si  trasportano  inalterate 
allo  spazio  di  curvatura  costante,  sicché  vale  anche  qui  il  secondo  teo- 
rema di  Weingarten  quando  si  escludano  le  superficie  rigate  applicabili 
sopra  superficie  di  rotazione  in  guisa  che  le  generatrici  si  distendano 
sui  meridiani.  Come  si  è  visto  al  §.  202  tutte  le  superficie  luogo  delle 
binormali  delle  curve  a  torsione  costante  appartengono  alla  classe  di 
queste  rigate  ;  ma  con  un  processo  del  tutto  simile  a  quello  tenuto  nella 
nota  al  §.  133  (pag.  288),  è  facile  vedere  che  esse  esauriscono  Finterà 
classe  in  discorso.  E  infatti  supponiamo  di  avere  p.  e.  nello  spazio  el- 
littico una  superficie  rigata,  che  riferita  alle  generatrici  t;= costante  e 
alle  loro  traiettorie  ortogonali  abbia  il  ds^  della  forma  tipica 

efo»  =  du*  +  y*  (m)  df^  . 

Avremo  qui  D  =  0,  e  la  prima  equazione  di  Codazzi  (VIV^  pag.  492 

d  dà  quindi 

D'       e 


?"?•  ' 

essendo  e 

una 

costante. 

D'altronde  Fequazione 
D'«_?"       1 

di  Gauss  diventa 

0 

Moltiplicando  per  2  «p  f>'  e  integrando  una  prima  volta,  ne  risulta 

indicando  h  una  nuova  costante.  Se,  poniamo  7*=6,  possiamo  scrivere 
e'»=.4**e  — ic*  — ^ 


e'  =  y{A*R'-4c»)-(^-**R)'. 
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e  di  qui  con  una  seconda  integrazione  deduciamo 

e  =  (p«  =  ?jVR  +  VVR'--4c*C08(|)j  , 

la  quale  forinola,  confrontata  colla  (50)  §.  202  (pag.  459),  dimostra  che  la 
nostra  rigata  è  applicabile  sulla  superficie  luogo  delle  binormali  di  una  curva 
a  torsione|costante,  ed  è  quindi  essa  stessa  una  rigata  di  tale  specie  ^^K 
La  dimostrazione  pel  caso  iperbolico  è  affatto  analoga  ;  ne  concludiamo 
adunque  che  per  qualunque  spazio  a  curvatura  costante  sussiste  il  teo- 
rema reciproco  di  Weingarten: 

Escluse  le  superfìcie  rigate  luogo  delle  bmormàli  di  una  curva  a  tor- 
sione  costante,  ogni  altra  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di  ro- 
taaione  può  considerarsi  come  una  falda  ddl' evoluta  di  una  superficie  W. 

§.  218. 
Le  superficie  riferite  alle  loro  linee  asdntotiche. 

Applichiamo  ora  le  formolo  generali  del  §.211  al  caso  in  cui  la  su- 
perficie S  dello  spazio  ellittico  od  iperbolico  sia  riferita  alle  sue  linee 
assintotiche  ti,  v  che  supponiamo  reali,  cioè  supponiamo  che  la  curvatura 
relativa  Ic^lL-Y^  della  S  sia  negativa.  Se  poniamo  (come  al  §.  73) 

avremo  qui 

Veg-f»     p 

e  le  forinole  di  Codazzi  (VII*)  pag.  492  diventano 

(47)  31ogp_     (12)       aiog_p_     (12 

Viceversa,  se  la  curvatura  E  della  forma  differenziale 

(48)  éfej*  =  E  dii«  +  2  F  dw  dt;  +  G  dif 


(^)  Si  osservi  che  sulla  rigata  luogo  delle  ^binormali  di  una  curva  C  questa 
è  geodetica  e  comunque  deformando  la  rigata,  lasciando  rettilinee  le  generar 
trici,  queste  restano  le  binormali  di  C,  e  la  curva  C  conserva  quindi  sempre  la 
torsione  costante. 
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è  tale  che  ponendo 

(49)  K-=Ko-^, 

sussistano  le  (47),  esisterà  una  superficie  dello  spazio  ellittico  od  iper- 
bolico (secondo  che  Ko>0  o  Ko<;0)  il  cui  elemento  lineare,  riferito  alle 
linee  assintotiche  u,  v,  sarà  dato  dalla  (48). 

Applichiamo  queste  osservazioni  generali  a  due  casi  particolari  : 
l.<^  Consideriamo  le  superficie  d'area  minima,  o  a  curvatura  media 
H  nulla.  Siccome  qui 

2Fp' 
EG-F* 

sarà  F  =  0,  cioè  le  linee  assintotiche  sono  ortogonali.  Poiché  inoltre  deve 
essere  per  le  (47): 

aiogj._     ll2ì_aiogG 

'  du    ~     (  2  i  ~     du 

31ogfi_     (12)^aiogE 

'  dv         I  1  j        dv 

si  potrà  fare,  cangiando  i  parametri  u,v 

E  =  G  =  p 

Dunque  :  Su  tutte  le  superficie  éCarea  minima  negli  spaM  a  curvatura 
costante,  le  linee  assintotiche  formano  un  sistema  ortogonale  isotermo. 
Se  poniamo  p  =  e^® ,  avremo  d^  =  ^  {du*  +  dv^,  e  la* (49)  diventa  : 

(50)  att«  +  a?-^     — ^^    • 

È  questa  adunque  Tequazione  da  cui  dipendono  le  superficie  d'area 
minima;  ad  ogni  sua  soluzione  0  corrisponde  una  superficie  d'area  mì- 
nima dello  spazio  a  curvatura  costante  Eo. 

2.^  In  secondo  luogo  consideriamo  una  superficie  S  a  curvatura  co- 
stante. Come  al  §.  76,  vediamo  che,  essendo  qui  p  costante,  sarà 


i\i--r.i=»' 


e  quindi,  cangiando  i  parametri  u,  v,  potremo  fare  E  =  1 ,  G  =:  1  e,  in- 
dicando 'con  0)  rangole  compreso  fra  le  assintotiche,  avremo 

(51)  db*  =  dw*  +  2  cos  co  du  dv  -f  dt^  . 
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I  teoremi  dimostrati  al  §.  76  per  le  assintotiche  delle  superficie 
pseudosferiche  neUo  spazio  euclideo  valgono  dunque  in  generale  per  una 
superficie  a  curvatura  costante  (con  assintotiche  reali)  in  uno  spazio  a 
curvatura  costante,  Ed  anche  la  loro  determinazione  dipende  dalla  me- 
desima equazione  a  derivate  parziali  per  oo,  poiché  la  (49),  applicata  al 
caso  attuale,  ci  dà: 

(52)  g^^  =  (-,  — Koj  sena)  =  —  K  seno) 

§.  219. 
La  superflcie  a  cuxratura  nulla  in  geometrìa  ellittica  (^). 

Applichiamo  le  formolo  sopra  stabilite  alla  ricerca  di  una  notevole 
classe  di  superficie  dello  spazio  ellittico,  alle  superficie  di  cui  è  nulla 
la  curvatura  assoluta  K,  che  hanno  cioè  la  geometria  dell'ordinario  piano 
euclideo. 

Già  al  §.  200  abbiamo  trovata  un'  intera  classe  di  queste  superficie, 
le  rigate  delle  congruenze  di  Clifford,  ossia  le  superficie  delle  binormali 

alle  curve  di  torsione  costante  ^  =  ±  ^ .  Cominciamo  qui  dal  dimo- 

1  li 

strare  che  esse  sono  nello  spazio  ellittico  le  uniche  rigate  a  curvatura 

nulla.  Riferendo  una  tale  rigata  alle  sue  assintotiche,  di  cui  le  t;  =  costante 

siano  le  rettilinee,  avremo  per  la  (51): 

tfe»  =  rfw*  4-  2  cos  (ù  dudv  +  dv^ , 

e  inoltre,  le  va  costante  essendo  geodetiche,  sarà 

3(0 

indi 

cfo«  =  dw«  +  2  Ydudv  +  dff  , 

dove  V  è  funzione  della  sola  v.  Se  si  pone  ui  =  i*  + V,  la  precedente 

si  scrive 

(&«=dMj  +  (l— r')dt;*. 

onde  si  vede  che  le  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  sono  tutte 


(^)  Le  ricerche  del  presente  e  dei  seguenti  due  §§.  sono  tolte  dalla  memo- 
ria deir  autore:  SvXle  superficie  a  curvatura  nulla  in  geometria  ellittica.  (Annali 
di  matematica,  1895). 
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geodetiche  e  per  ciò  hanno  per  binormali  le  generatrici  stesse.  La  forinola 
(50)  §.  202  (pag  459)  dimostra  quindi  che  esse  sono  curve  (congruenti)  di 

torsione  costante  ^  =  ±  s  • 

Dunque:  Le  rigate  a  curvatura  nulla  ddlo  spoeto  ellittico  sono  tutte 
e  sole  le  rigaie  delle  congruenze  di  Clifford. 

Passando  ora  a  considerare  le  più  generali  superficie  a  curvatura 
nulla,  osserviamo  che,  essendo  E  =  0,  la  (52)  ci  dà 

dove  U,  V  sono  due  funzioni  arbitrarie  V  una  di  u,  Taltra  di  v.  L'elemento 
lineare  della  rigata,  riferita  alle  assintotiche  w,  v,  prende  adunque  la  forma 
caratteristica 

(53)  efo*  =  rfw»-f  2cos(U  +  V)d[u(Z!;  +  dt?'. 

Osserviamo  che  esso  si  riduce  al  (fe*=dir*  +  dy*  dell' ordinario  piano 

ponendo 

i  re  =  y  sen  U  (fti  —  J*  sen  V  (fe 

ì  y=  J  cos  V du  +  Jcosy  dv, 

onde  vediamo  che  sul  piano  euclideo  le  curve  u,  come  le  curve  v,  sono 
congruenti  fra  loro  per  traslazione. 

£d  ora  dimostreremo  facilmente  la  notevole  proprietà  che  una  cosa 
perfettamente  analoga  accade  nello  spazio  ellittico,  ove  le  assintotiche 
u  0  t7  di  un  sistema  sono  congruenti  fra  loro  per  uno  scorrimento. 

Per  questo  cominciamo  dal  dimostrare  il  teorema:  Le  tangenti  con- 
dotte per  i  punti  di  un' assintotica  u  =  costante  di  una  superficie  a  cur- 
vatura nuUa  alle  assintotiche  ddPàttro  sistema  sono  rette  fra  loro  parai- 
Ide  (nei  senso  di  Clifford). 

Secondo  quanto  si  è  visto  sopra,  basterà  per  ciò  dimostrare  che  la 
rigata  formata  da  queste  tangenti  è  a  curvatura  nulla.  Indichiamo  con 
t  il  tratto  di  generatrice  contata  a  partire  da  u  =>  tio,  e  con  x^ afi  aftof^ 
le  coordinate  delF  estremo. 

I  coseni  di  direzione  della  tangente  alla  linea  v  essendo 

dZi 


^  (i-O,  1,  2,  3) 


avremo 


Xi=Xi  COB 


(D+^-©- 
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DerìTando  rispetto  a  v,  colFosservare  che,  a  causa  della  equazione 
media  (38)  pag.  493,  si  ha 

d*x  C08  e»      ,   sen  o)  , 


a»  3»  R*        '     R' 

si  ottiene 


dv 


ir=^'^«'(5)+èH'"^~*^'"*]''"(s)- 


^co8(^)-;r,8en(|)]. 


E  poiché  inoltre 

dt  "R 
per  l'elemento  lineare 

ds'*  =  R*  [diri  +  tfccl  4-  <fe1  +  cbfì] 
della  rigata  si  avrà: 

li  ì\ 

che  è  appunto  un  (&*  a  corvatara  nulla. 

§.  220. 
Le  superficie  a  carvatora  nulla  come  superficie  di  scorrimento. 

Dimostriamo  ora  facilmente  le  enunciate  proprietà  calcolando  le  fles- 
sioni —  ,  —  delle  assintotiche  della  considerata  superficie  (53);  queste 
P»     P« 

coincidono  colle  rispettive  curvature  geodetiche  e  si  ha  quindi 

p«       cu 
Se  consideriamo  dunque  due  assintotiche  del  medesimo  sistema^  p.  e. 

ti  «a  Uo      ,      W  =  lii  , 

esse  hanno,  ad  eguale  arco  v,  la  medesima  torsione  m  =  ±  ^d  ^^  anche 

1         ^  xt 

la  medesima  flessione 


-  =  -  =  r(t;), 
e  sono  quindi  curve  congruenti  (§.  201). 
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Ora  se  consideriamo  il  movimento  continuo  che  porta  un' assintotica 
a  coincidere  successivamente  con  tutte  quelle  del  medesimo  sistema,  i 
varii  punti  dell' assintotica  descrivono  ai*chi  di  assintotica  di  eguale 
lunghezza.  In  particolare  nel  movimento  infijiitesimo  che  porta  un' as- 
sintotica nella  successiva  i  punti  descrivono  tratti  eguali  in  direzioni 
parallele;  quel  movimento  infinitesimo  è  adunque  uno  scorrimento. 
È  poi  da  osservarsi  che  le  assintotiche  dell' un  sistema  sono  tutte  a 

torsione  positiva  +  ^,  quelle  dell'altro  sistema  a  torsione  -c^  e  la  su- 

perfide  a  curvatura  nulla  si  genera  sia  collo  scorrimento  continuo  di 
un' assintotica  del  primo  sistema  in  guisa  che  un  suo  punto  descriva 
un' assintotica  del  secondo  sistema,  sia  collo  scorrimento  continuo  di 
un' assintotica  del  secondo  lungo  una  del  primo. 

Le  superficie  a  curvatura  nulla  dello  spazio  ellittico  appartengono 
per  ciò  ad  una  classe  generale  di  superficie,  che  indichiamo  col  nome 
di  superficie  di  scorrimento,  e  che  definiamo  nel  modo  seguente.  Nelle 
formolo  del  §.  196  relative  ad  uno  scorrimento,  poniamo  di  prima  specie: 

/  x\  =  Axq  —  Bxt  —  Ca^  —  Da^ 

(54)  ; 

x\  =  C^o  +  Da^i  +•  Axp  —  BXi 
oi^  =  Da^o  —  Ca?!  +  Ba;,  +  Aa^ 

assumiamo  per  le  Xi  quattro  funzioni  di  un  parametro  t»,  sicché  le  equa- 
zioni 

Xi=Xi,  (m) 

ci  definiscano  una  curva  F  nello  spazio  e  le  (54)  la  curva  stessa  dopo 
lo  scorrimento  (A,  B,  C,  D).  Supponiamo  ora  che  i  quattro  coefficienti 
A,  B,  G,  D  siano  variabili,  funzioni  di  un  parametro  v 

A  =  yo(v)    ,    B  =  yi(t;)    ,    C  =  y8(t;)    ,    D=y3(t;)  , 

le  quali  alla  loro  volta  definiscono  una  curva  V  per  mezzo  delle  equa- 
zioni 

Sostituendo  nelle  (54)  avremo  una  superficie  che  nasce  dallo  scorri- 
mento continuo  destrorso  della  curva  F  lungo  la  curva  F^  Ma  d'altra 
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parte,  se  ordiniamo  le  (54)  rapporto  &  yo,  ffi.  Vi,  9^,  abbiamo 

aJ'o  =  a^  yo  —  a?!  »i  —  ««  »2  —  a%  y, 

afi  =  ixkyo  +  Xoyi  +  x^yt  —  xttfz 
(54*)  { 

a!i  =  x%yo  —  ii^yi  +  Xoyt  +  Xi  y^ 

a^s  =  ^3  »o  +  a^  »i  —  a?i  yt  +  a^o  »3  ; 

queste  ci  dimostrano  che  la  superficie  può  generarsi  altresì  collo  scor- 
rimento continuo  sinistrorso  della  V  lungo  la  F.  Diciamo  appunto  che 
la  (54*)  è  una  superficie  di  scorrimento  colle  curve  generatrici  F,  F. 
A  definire  una  tale  superficie  basta  dare  le  due  curve  F ,  V  uscenti  da 
un  medesimo  punto. 

Tutte  le  superficie  a  curvatura  nulla  si  ottengono  dunque  colla  se- 
guente costruzione  geometrica:  Prese  due  curve  F,  F  a  torsione  costante 

=  =  +  5  P^  ^'  **waj  m  =  —  =^V^  V altra,  e  dd  resto  arbitrarie,  si  situino 

ndh  spajrìo  in  guisa  che  abbiano  un  punto  M  comune  ed  ivi  lo  stesso  piano 
osculatore:  se  si  dà  a  T  uno  scorrimento  continuo  lungo  T,  ovvero  a  V 
lo  scorrimento  continuo  di  opposta  specie  lungo  F,  si  ottiene  la  più  gene- 
rale superficie  a  curvatura  nuUa. 

Le  curve  a  torsione  costante  =  ^  essendo  tutte  note  (§.  202),  come 

traiettorie  ortogonali  dalle  generatrici  di  una  rigata  di  Clifford,  vediamo 
che  risultano  cosi  determinate  in  termini  finiti  tutte  le  superficie  a  cur- 
vatura nulla  dello  spazio  ellittico. 

Osserviamo  in  fine  che  se  delle  due  curve  arbitrarie  F,  T  una  si 
riduce  ad  una  retta  (cioè  una  delle  due  funzioni  arbitrarie  U,  Y  si  riduce 
ad  una  costante)  la  superficie  a  curvatura  nulla  diventa  una  rigata  a 
generatrici  parallele,  e  più  in  particolare  se  tutte  due  le  linee  genera- 
trici F,  V  si  riducono  a  rette  la  superficie  diventa  la  superficie  di  Clifford. 

§.  221. 
Ulteriori  proprietà  delle  superficie  a  curvatura  nulla. 

Troviamo  altre  notevoli  proprietà  delle  nostre  superficie  applicando 
le  formolo  dei  §§.  2Ì5,  216.  Se  diciamo  Pi,  ps  i  raggi  principali  di  cur- 
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Tatara,  essendo  E  =  0,  avremo 

1 

1 

cioè 

*(s>(l)=-> 

e  quindi 

Viceversa  da  wi  —  Wi=  —  segue 

dunque  :  Le  superficie  a  curvatura  nulla  ddlo  spaeio  diittico  sono  carat- 
terizzate da  questo  che  sopra  ogni  normale  i  due  centri  principali  di  cur- 
vatura distano  di  un  quadrante. 

Ne  risulta  in  particolare  che  :  le  superficie  parallèle  ad  wna  superficie 
a  curvatura  nuUa  sono  tutte  a  curvatura  nulla. 

Osserviamo  ora  che  nella  metrica  Cayleyana  la  congruenza  delle  nor- 
mali ad  una  superficie  è  rappresentata  da  una  congruenza  in  cui  i  due 
piani  focali  di  ogni  raggio  sono  coniugati  rispetto  all'assoluto;  di  più 
nel  caso  speciale  che  ora  consideriamo  anche  i  due  fuochi  sopra  ogni 
raggio  sono  coniugati.  Così  vediamo  che:  Nella  metrica  Cayleyana,  la 
congruenza  delle  normali  di  una  superficie  a  curvatura  nuUa  gode  ddla 
proprietà  (caratteristica)  che  i  due  fuochi  sopra  ogni  raggio  sono  coniugati 
rispetto  all'assoluto  ed  i  piani  focali  per  ogni  raggio  sono  aUresi  coniugati. 

Osserviamo  ora  che  le  (44)  pag.  501,  essendo  -^^5 — ^=  ^  ci  danno 

le  quali  formolo  contengono  il  teorema  :  Le  due  falde  dell'evoluta  di  una 
superficie  a  curvatura  nuUa  sono  ancora  a  curvatura  nulla. 

I  valori  di  Di,  D'i,  D"i  per  la  prima  falda  dell'evoluta  diventano, 
secondo  le  (42): 


D._'i!!!^^'^,D',  =  0 


^VGco8'(g)^ 
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e  d'altronde  si  ha 

quindi 

D*  :  Di  :  D'\  =  D  :  IT  :  IT 

da  cui  il  teorema: 

Alle  assmtotiche  della  evolvente  a  curvatura  nuUa  corrispondono  ancora 
le  ossinMiche  suUe  due  falde  dàXevdvAa  (^). 

Se  applichiamo  ora  la  formola  (45)  (pag.  501)  al  caso  attuale,  abbiamo 

cioè  le  wy  =  costante  sono  geodetiche  sulla  prima  falda  dell'  evoluta 
(come  sulla  seconda)  ;  e  poiché  le  m  »  costante  sono  geodetiche  ortogonali 
a  queste,  le  une  e  le  altre  formano  un  sistema  di  geodetiche  parallele 
nelFordinarìo  senso  euclideo.  Viceversa  se  prendiamo  sopra  una  super- 
ficie a  curvatura  nulla  un  sistema  di  geodetiche  parallele  nel  senso  eu- 
clideo e  tiriamo  a  queste  le  tangenti,  esse  costituiranno,  pel  teorema 
reciproco  di  Weingarten,  le  normali  di  una  superficie  W,  la  quale,  come 
risulta  dalla  (45),  ha  ancora  la  curvatura  nulla.  Dunque:  Tra4>ciando 
sopra  una  superficie  a  curvatura  nulla  un  sistema  qualunque  di  geodetiche 
parallele  nel  senso  euclideo^  le  rette  tangenti  a  queste  geodetiche  hanno  per 
superficie  normali  (evolventi)  altrettante  superficie  a  curvatura  ntdla. 

Osserviamo  poi  che  mentre  la  superficie  di  partenza  S  è  la  prima 
falda  dell'evoluta  dell'evolvente  S,  la  seconda  falda  si  ottiene  staccando 
sulle  dette  tangenti,  a  partire  dal  punto  di  contatto,  un  segmento 

2 

Abbiamo  quindi  il  teorema: 

Staccando  suUe  rette  tangenti  alle  geodetiche  di  un  sistema  paralldo 
sopra  tma  superficie  a  curvatura  nulla  S,  a  partire  dal  punto  di  contatto, 

un  segmento  eguale  ad  un  quadrante  -^ ,  U  luogo  S'  degli  estremi  è  una 
nuova  superficie  a  curvatura  nuUa. 


(^)  Più  in  generale  questa  proprietà  vale  (come  proprietà  caratteristica)  por 
le  superficie  evolventi  di  curvatura  costante,  come  si  trova  facilmente  dalle 
(42),  (42*). 

(<)  Il  senso  è  naturalmente  IndifTerente. 
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Con  questa  costruzione  da  una  superficie  S  a  curvatura  nulla  ne  de- 
riviamo co  ^  S'  complementari,  e  facilmente  vediamo  che  queste  superficie 
8'  sono  parallele  ed  hanno  per  normali  le  rette  polari,  rispetto  all^asso- 
luto,  delle  normali  di  S.  Ed  infatti  la  normale  in  un  punto  M'  ad  S' 
giace  nel  piano  tangente  ad  S  nel  punto  corrispondente  ad  S  ed  è 
normale  in  M'  al  segmento  MM'  che  ha  la  lunghezza  di  un  quadrante; 
essa  è  dunque  sul  detto  piano  tangente  la  polare  del  punto  di  contatto, 
ossia  la  polare  rispetto  all'assoluto  della  normale  in  M  ad  S.  Così  adun- 
que: La  congruenza  déUe  normali  ad  tma  superficie  S  di  curvatura  nulla 
ha  per  congruenza  pola^re  una  congruenza  détta  medesima  specie. 

Si  vede  subito,  con  considerazioni  di  metrica  Cayleyana,  ovvero  con 
calcolo  diretto,  che  è  questa  una  proprietà  caratteristica  di  siffatte  con- 
gruenze cioè  nessun'  altra  congruenza  di  normali  ha  per  congruenza  po- 
lare una  congruenza  di  normali. 

§.  222. 

Farmele  per  le  saperflde  nello  spano  eiunro  in  rappresentasione 

conforme  coli' euclideo. 

Nelle  ricerche  dei  §§.  precedenti  ci  siamo  serviti  esclusivamente  della 
rappresentazione  geodetica  degli  spazi  a  tre  dimensioni  di  curvatura  co- 
stante sull'euclideo. 

In  alcuni  casi  può  tornare  invece  più  utile  servirsi  della  rappresenta- 
zione conforme  dei  detti  spazi,  ciò  che  conduce  talora  a  stabilire  nuove 
proprietà  delle  superfìcie  delFordinario  spazio.  Così  p.  e.  se  consideriamo 
le  superficie  W  dello  spazio  a  curvatura  costante  e  ricordiamo  il  teorema  di 
Weingarten  sulle  evolute,  è  chiaro  che  saranno  ancora  applicabili  le  consi- 
derazioni diLie  esposte  alla  fine  del  §.  132  (pag.286),  onde  risulta  che  ha- 
stano  quadra>ture  per  trovare  le  loro  linee  di  curvatura.  Ora  sulle  superficie 
immagini  nello  spazio  euclideo,  nella  detta  rappresentazione  conforme,  le 
linee  di  curvatura  corrispondono  a  quelle  della  superficie  obiettiva  ed 
otteniamo  quindi  una  nuova  classe  di  superficie  dello  spazio  ordinario  le 
cui  linee  di  curvatura  si  avranno,  per  ogni  superficie  nota  della  classe, 
con  quadrature. 

Ci  proponiamo  qui  di  scrivere  le  formolo  che  danno  la  curvatura 
totale  relativa  e  media  di  una  superficie  dello  spazio  a  curvatura  co- 
stante Eo  quando  il  d^  dello  spazio  sia  posto  sotto  la  forma 

(56)  S,^^±4±È^, 
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che  stabilisce  appunto  la  rappresentazione  conforme  in  discorso.  Quanto 
al  valore  dì  X  si  potrà  prendere  (§.  159  pag.  345) 

(56)  x=l+^(a^  +  !^  +  ^  , 

con  che  lo  spazio  sarà  riferito  ad  un  sistema  di  coordinate  di  Riemann, 
e  nel  caso  dello  spazio  pseudosferico  potremo  assumere  più  semplice- 
mente 

(56^  X  =  |, 

secondo  la  rappresentazione  conforme  che  abbiamo  studiato  diffusamente 
al  Cap.  Xm  (§§.  185-188).  . 

Ma  eseguiamo  i  nostri  calcoli  sulla  forma  generale  (5  5)  perchè  i  risultati 
che  così  otterremo  varranno  per  qualunque  spazio  a  tre  dimensioni  suscet- 
tibile d'essere  rappresentato  in  modo  conforme  sull'euclideo.  Basta  al  no- 
stro scopo  riprendere  la  formola  generale  (39)  del  §.  170  (pag.  375)  che  lega 

le  curvature  principali  corrispondenti  o  >  p/  >  ^^  un'ipersuperficie  qua- 
lunque in  uno  spazio  curvo  arbitrario  e  della  sua  immagine  in  uno  spazio 
conforme.  Indicando  qui  con  n ,  r,  i  raggi  principali  di  curvatura  iéìì^ 
superficie  immagine  nello  spazio  euclideo,  con  pi ,  pt  quelli  della  super- 
ficie obiettiva  nello  spazio  curvo  (55),  dovremo  sostituire  nella  detta  for- 
mola (pel  modo  come  sono  ora  misurati  i  raggi  di  curvatura)  a  R,  R' 

rispettivamente  -r,-p  e  per  la  funzione  U  dovremo  porre  t-  .  Otte- 
niamo così  la  formola  fondamentale 

9X 
dove  ^  indica  la  derivata  di  X  presa  nel  senso  della  normale  positiva 

'>>  *>>  ^>  '\\ 

alla  superficie  considerata,  cioè  r-  =  X  x-  +  Y  ^-  -}-  Z  ?r-.  Se  scriviamo 

an  ox  oy  02 

l'equazione  della  superficie  immagine  nello  spazio  euclideo  sotto  la  forma 

e  per  le  derivate  prime  e  seconde  di  z  teniamo  le  consuete  notazioni 
di  Monge,  avremo  (§.  68) 

X ^  .  Y g  .  Z=  1 


Vi+i>*+a»  V1+/  +  2*  Vi+jp'  +  a* 
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e  quindi 

^_    ^  _    ^ 

3»  >/!+?+? 

Dalla  (57)  otteniamo  quindi 

Pi  Pt       n  »•»  3»  \»-i  ~  rj^  \dnj 

ossia  (§.  68) 

' J ,     rt  —  ^  fì\       Sk       ».\  (l+g*)r-2ygs  +  (l +!>*)< 

/ax     ax     3x\» 

(58)  {  ^        l+P*  +  2* 

lpi"^pt   ^        (i+i»*+a*)*  ^"^  (i+i»*+gO* 


1   ^  1  ^^2pqs^(l+^r-(Uf)t  ^  J^dx'^^dy    3* 


C!osì  in  particolare  se  facciamo 


X-- 


avremo: 


J^_ii»     r^-a*         g  (l+g*)r-2M»  +  (l+l>*)^ 


U>.p,    R»(l+i>'+2«)»^R  (l+l»*  +  <rt*  ^R'a+it'+j») 

(59) 

/l      1  _0  2j>ga-(l +g*)r-(l +!>*)<  _  2 

'pi     P*~R  (i+|,«+2t)Ì  R(l+|,'+2*)i 

Supponiamo  ora  che  la  superficie  M=e{x,y)  sia  nello  spazio  iper- 
bolico una  superficie  W.  Precisamente  come  nella  dimostrazione  data 
da  Weingarten  del  teorema  di  Lie  (§.  131),  appoggiandosi  sulle  formolo 
(42)  §.  215,  si  vedrà  che  il  covariante  9  delle  due  forme  quadratiche 
fondamentali 


e-        ' 


V  6u  &«  —  % 


6ii  du  +  6i«  dv ,  hit  du'\-hndo 
&11  ^  +  &u  ^^  9  Qis  ^  +  Qts  dv 
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nel  caso  che  la  superficie  considerata  sia  una  superficie  W,  è  caratte- 
rizzato dall'avere  nulla  la  curvatura.  Avendo  riguardo  alle  formole  del 
§.  168,  vediamo  che  per  la  forma 

eto^  +  rfy'  +  d^ 

il  covariante  9  diventa 

(l+l?^cto  +  i>gdy  ,  M(i»  +  (l+«')dy 


e^        » 


«a+y'  +  rt 


J> 

e  non  differisce  che  pel  fattore  —  dal  covariante  9  calcolato  per  la  ni- 

perficie  immagine  nello  spazio  euclideo. 

Come  applicazione  di  queste  osservazioni  generali  consideriamo  ad 
•  esempio  le  superficie  ad  area  minima  dello  spazio  non  euclideo.  Le  loro 
superficie  immagini  nello  spazio  euclideo  saranno  per  la  seconda  delle 
(59),  le  superficie  integrali  dell'equazione  del  secondo  ordine: 

(60)        ^{(l+2^r-2jpj54-(l+p')<|4-2(l+i>*+2')  =  0. 

Siccome  le  superficie  d'area  minima  negli  spazi  a  curvatura  costante 
hanno  le  linee  di  curvatura  isoterme,  lo  stesso  accade  delle  loro  super- 
ficie immagini  nella  rappresentazione  conforme  sullo  spazio  euclideo,  onde 
si  conclude: 

MU  superficie  integrcUi  deUa  equaeUme  dd  secondo  ordine  (60)  le 
linee  di  curvatttra  formano  un  sistema  isotermo. 

Più  in  generale,  questa  proprietà  appartiene  a  tutte  le  superficie  di 
curvatura  media  costante  deDo  spazio  curvo,  e  quindi  anche  alle  super- 
ficie dello  spazio  ordinario  integrali  dell'equazione 

— h  -  =  costante. 

Pi      Pt 
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